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ALGEBRA I - Practica N°6 - Primer cuatrimestre 2002

Polinomios

Ejercicio 1. Dados los polinomios f = X?+3X?2 - X +2 y ¢g=2X?+4X —1 en Z[X],
calcular:

i) el coeficiente principal de f g° - g°

ii) el coeficiente principal de 8f2 — ¢3

)
iii) el coeficiente de X3 en fg
)

iv) el coeficiente de X en f3°

Ejercicio 2. Probar que no existe f € R[X] tal que f? = —3X1994+2X2! _5X34+2X +4

Ejercicio 3. Dados los polinomios f = 3X%° —3X?° +2X% -5X+3 y g=X2—-2en
Z[X], calcular el grado de

Ejercicio 4. Hallar todos los polinomios f € C[X] que satisfagan cada una de las

siguientes igualdades:
i) 2+ X=Xf+1

) f+X=fX
ili) f+Xf=f?
iv) X 4+2=X34+X2-2X+f

i

iv
Ejercicio 5.
i) Sean fy g € C[X]. Probar que f24+ X¢g?>=0= f=9g=0

ii) Sean f y g € IR[X]. Probar que f?2 +¢> =0 = f = g = 0 ;Vale esta implicacién si
fyg € CX]?
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Ejercicio 6. Hallar el cociente y el resto de la divisiéon de f por g en cada uno de los

siguientes casos:

i) f=3X°+3X+2 g=2X2+1
f=-5X*+2iX3+X g=X3+422+X
f=9X*+3X%-2X2+3i g¢g=3X*4+5X-1
f=9X°-3X3-2X+1 g¢g=X-3

ii)
iii)
iv)

iv
Ejercicio 7.
i) Determinar los r € @ tales que X% — X3 +2X? — X +1 sea divisible por X2 +7rX +1
ii) Determinar los b € TR tales que el resto de la divisién de X° + 2X3 + bX + 1 por
X2 4+3sea2X +1
Ejercicio 8. En cada uno de los siguientes casos calcular el maximo comun divisor entre
f y g y escribirlo como combinacién lineal de f y g:
i) f=X3+1, g=X2-X-2
i) f=X*+ X34+ X24+X+1, g=X?>+X+1
iii) f=X4+X4+1, g=X3+1
Ejercicio 9. Hallar todos los polinomios f € ZZ[X] que satisfagan cada una de las

siguientes condiciones:

i) f ménico de grado 3y f(1) = f(—1)

ii) f ménico de grado 2y f(1) =0

iii) f de grado 2 y tiene a 3 y a —2 por raices.
Ejercicio 10.

i) Sea f un polinomio en Z[X]|. Probar que
a=>b(mod m)= f(a) = f(b) (mod m)

cualesquiera sean a,b,m € 74, m > 2.
ii) Probar que no existe ningun polinomio f € Z[X] tal que f(—1) =1y f(2) =3.
Ejercicio 11.
i) Sean fy gen C[X]y a € C. Probar que a es raiz de f y de g si y s6lo si a es raiz
de (f:9)
ii) Hallar todas las raices complejas de X4 — 2X3 — X2 — 2X + 1 sabiendo que tiene
alguna rafz en comin con X% +3X3 4+ 2X2 + X —1
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Ejercicio 12.

i) Sea f € RR[X] tal que f(—1) =2, f(0) =1y f(1) = 3. Calcular el resto de dividir a
fpor X3 - X
ii) Dadon € IN,n > 3, calcular el resto de dividir a X® —3X" 2 -2X"3 4+ X? - X —1
por X2 — X —2
Ejercicio 13. Sean € Noya € K (K =®, IR 6 C). Probar en K[X]:
) X—a|lX"—a"
i) Sia#0, X+a| X"+ a" < n impar
iii) Si f € K[X], f(X) — f(«) es divisible por X — a.
)

iv) ;Divide X +aa X" —a"? ;Y X —aa X" 4+ a™?

Ejercicio 14.
i) Hallar el resto de la divisién de X% — 1 por X3 — 5
ii) Hallar el resto de la divisién de X1%° — 1 por X3 — 2
Ejercicio 15. En K[X]| (K = ® IR 6 C) se define la relacién de congruencia de la siguiente

forma:

f=g(modh) < h|f—g

i) Sean f, g, k, h polinomios y n € IN, probar las siguientes propiedades:
a) f=g (mod h)= f+k=g+k (mod h)
b) f =g (mod h) = fk = gk (mod h)
¢) f = g (mod h) = f* = g" (mod h)

ii) Usar el item anterior para calcular el resto de la divisién de f por h en los siguientes

Casos:

a) f=X1000_ x5 4 10X2 -3, h=X641
b) f=2X5% -3X21 +7X% -1, h=X°+1
c)f:Xlooo—X500+1, h=X100_4 x 41

Ejercicio 16. Calcular todas las raices racionales de los siguientes polinomios:
i) X4+ X3 -8X2-2X+12

i) 18X5% —3X*4+51X3% —9X2 —9X

i) X4 -Bx3 - x24 BXx -2
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Ejercicio 17. Sean a, b y m tres nimeros racionales, m # 0, b > 0 tal que Vb ¢ Qy
f e QX].

i) Probar que (X — (a +mvb))(X — (a — mvVb)) € Q[X]

ii) Probar que a + mVb es raiz de f <= a — mv/b es raiz de f

Ejercicio 18.
i) Calcular todas las raices de X* — X3 — 4X? 4+ X + 1 sabiendo que 1 + /2 es raiz.
ii) Hallar f € ®[X] de grado minimo que tenga a —/2 y 1+ v/3 como raices.
iii) Un polinomio f € Q[X] satisface f(1) =3y f(v/2) = 3. Calcular el resto de dividir
a f por X3 — X? —2X +2.

Ejercicio 19. Dados ag,...,a, n + 1 nimeros complejos distintos y bg,...,b, n+1
nimeros complejos arbitrarios, se busca un polinomio f € C[X] tal que f(a;) = b; para
todo 0 < ¢ < n.

i) Probar que

- X —a;
I | =
— ) . A — aj
1=0 0<j<n ; j#i
verifica lo pedido.
ii) Probar que el polinomio f del item i) es el tinico polinomio en C[X] nulo o de grado
menor o igual que n que verifica lo pedido.
Ejercicio 20.
i) Hallar f € Q[X] tal que f(—1)
ii) Hallar f € Q[X] tal que f(—1)

Lf0)==2f(3)=1f(1)=3y f(2) =0
5 F(0)=—1 f(1) =3, f(2) =3y f(4)

Ejercicio 21. Sean a, b y c las raices complejas de f = X3 +2X? — X + 1. Calcular:

3

i) a+b+c

i) abe

iii) a? + b2 + ¢2

v) a* 4+ b+t

)
)
iv) a3 + b3 + 3
)
vi)

1,1, 1
atpte
Ejercicio 22. Hallar un polinomio en ®[X] cuyas raices sean a—lz, b% y c%, siendo a, by ¢

las raices complejas de 2X3 — 4X2 + X + 1.
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Ejercicio 23. Determinar la multiplicidad de r como raiz de f en cada uno de los siguientes

CasSoSs:

)r=1f=(X?+1)(X2-1)(X -1)3
i) r=2,f=(X?-4)(X?—4X +4)

i) r=14, f=(X*"+1)(X24+1)(X3+19)
iv) r=-1, f=X*+ X3 -3X2-5X -2

Ejercicio 24.

i) Determinar, para cada n € IN, las raices miltiples del polinomio
f=nX"""—(n+1)X"+1

ii) Determinar, para cadan € IN, las raices multiples del polinomio g = X" —nX+n—1

y calcular su multiplicidad.

Ejercicio 25. Dado el polinomio f = X° — aX* — aX + 1, determinar para qué valores

de a, —1 es raiz de multiplicidad 2 de f.

Ejercicio 26. Sea f € C[X] tal que 8 es raiz doble de f. Hallar el resto de la divisién
de f por (X — 8)3 sabiendo que f”(8) =6

Ejercicio 27. Probar que X3 — X? — X 4+ 1 divide a X?"*t! — X"t _ X" 11 V¥n €N

Ejercicio 28. Sea f € C[X]yseaa € Craiz de f de multiplicidad m. Probar que el

resto de dividir a f por (z — a)™*! tiene grado m.

Ejercicio 29.
i) Probar que Vn € IN,V z € € — {0}, el polinomio X™ — z tiene todas sus raices
simples.
ii) Probar que Vn € IN el polinomio 1+ X3 + X° + ... + X2t 1o tiene raices reales

multiples.
nooyi
iii) Probar que ¥V n € IN, el polinomio Z - tiene todas su raices simples.

2.
1=0

Ejercicio 30. Sea (f,)nen una sucesiéon de polinomios en Q[X] definida de la siguiente

forma:
fi=X3-3X -2
fra1 =2fn2 + X3 4+4X2 45X +2 VnelN

Probar que, Vn € IN, -1 es raiz doble de f,

5
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Ejercicio 31. Sabiendo que 1+ es rafz de X® —2X7 + X6 +2X° —4X3 4 2X? +4X —4,
factorizarlo en Q[X], IR[X] y en C[X].

Ejercicio 32. Factorizar en QX], IR[X] y en €[X] el polinomio X* —2X3 -3X? -2X —4

sabiendo que la suma de dos de sus raices es cero.

Ejercicio 33. Factorizar en C[X] el polinomio X% — X5 — 7X% —7X3 - 7X2 - 8X — 6

sabiendo que tiene dos raices cuya suma es 2 y cuyo producto es -6

Ejercicio 34. Factorizar en €[X] el polinomio X? + 3iX?2 + 4i sabiendo que tiene una raiz
doble.

Ejercicio 35. Factorizar en C[X] el polinomio
2X° 4 (=5 +4i)X* —10iX> — (3 4+ 44) X% +2(—1 + 20)X +2

sabiendo que tiene 3 raices a,by ¢ tales que a+b+c = g, a.b.c= -1y ab+ac+bc=—1

Ejercicio 36. Factorizar en ®Q[X], IR[X] y en C[X] el polinomio X% + 5X — 6 sabiendo

que la parte real de una de sus raices es %

Ejercicio 37. Sean a, b, ¢ y d las raices del polinomio f = X*+3X2 46X +10. Factorizar
en Q[X], IR[X] y en C[X] a f sabiendo que a+b+c—d =2+ 2i

Ejercicio 38. Sea w € G5, w # 1. Probar que si w es raiz del polinomio
2X"T2 4 X" —2X? — 1, entonces 5 | n

Ejercicio 39. Hallar todos los a € C tales que el polinomio

f=X*"—(a+4)X3>+ (4a+5)X? — (5a+2)X + 2a
tenga a a como raiz doble. Para cada valor de a hallado, factorizar f en ®Q[X], R[X] y
C[X].

(*) Ejercicio 40. Sean fy g € C[X]. Sabiendo que el resto de dividir a f por
X3+ X2+ X +1es2X?+1, hallar el resto de dividir a f* por X2 + X2 + X + 1 para
cadan € IN.
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Aplicaciéon: Una introduccion al Calculo Finito

Al estudiar los polinomios algebraicamente vimos que la definicién de derivada podia
extenderse formalmente a cualquier cuerpo. Esto lo hicimos sin recurrir a la nocién de
limite, claro, pero igualmente obtuvimos las propiedades conocidas sobre derivadas de
sumas y productos de polinomios.

Hay, sin embargo, otra manera de enfocar la cuestién y eso es lo que hace el “calculo
finito”. La idea es reemplazar la definicion basica del calculo tradicional que introduce al
operador D en términos de limites, por otra analoga y de aplicacién méas general. En lugar

de poner
Dfe) — tim L@+~ @)

h—0 h ’

en el calculo finito, se define el operador A como

Af(x) = flz+1) — f(x).

En esta definicién el limite cuando h — 0 se reemplaza por la evaluacion de h en 1, de ahi
el nombre de calculo finito.

En el caso de los polinomios al operador D lo definimos a partir de la igualdad
D(z™) = ma™ L.

Lamentablemente el operador A no tiene un comportamiento tan ficil de describir cuando

se lo aplica a las potencias de x. Por ejemplo
A@®) = (z+1)° — 2% =322 + 32 + 1.
La solucion a esto se logra tomando otra nocién de “potencias de x”. Se define la

m-ésima potencia descendente de x como

m factores
PN

xmz%(a:—l)...(a:—rru—l)

u ivo. X istingui
donde m es un entero no negativo. El exponente aparece subrayado para distinguir de las
potencias corrientes ™.

En el caso extremo, cuando m = 0, obtenemos 2% = 1 ya que por definicién, el

producto de 0 factores (ningin factor) es igual a 1.

7
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El hecho basico del operador A es el siguiente:
Ax™ = mgpm=1 (1)

cuando m > 0. La demostracién de esta igualdad es simple

Az™) = (z + 1) — o™
=(@+lz...(c+1-m+1)—z(xz—-1)...(x —m+1)
(z+1—(x—m+1)(z...(x —m+2))
=mz...(t—(m—1)+1)

= mA(z2=1).

La analogia no termina aqui. Del mismo modo que en el cédlculo infinito el operador
D tiene un operador inverso [, en el cdlculo finito, el operador A tiene por inverso al

operador de sumacién . La definicién de este operador es la siguiente

Sty =Y fk). 2)

a<k<b

Esta férmula sirve también para establecer la notacion que, como puede verse, remarca las
analogias con el calculo integral. Es importante advertir que la sumatoria de la derecha se
extiende para los valores de k entre a y b, excluyendo a b.

La propiedad méas importante del operador de sumacion es

b

b
S°UAS(@) 6 = f(@)]2 = 1) - f(a)
que es andloga al Teorema Fundamental del Célculo (infinito).

Ejercicio 1. Demuestre la propiedad enunciada arriba y pruebe ademas
) Yof(x)ox+ Ypf(w)dw =Y f(x)ox
i) S (f+9)dw =3 fox+ Y g0z
iii) Yo\ (2) 0w =AY, f(x) x
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Aplicaciones del calculo finito

Combinando los dos resultados principales de la seccién anterior, las ecuaciones (1) y (2),
obtenemos la siguiente identidad
m+1 xm—‘,—l n m—+1

n—1
mr2 nmTt
I;)km D e =30,A mr 1 T il T mrd

para enteros no negativos m y n. En otras palabras, el calculo finito nos permite expresar

facilmente sumatorias de potencias descendentes.

Por ejemplo, cuando m = 1 obtenemos

k2
0<k<n

Cuando m = 2, como z2 = 22 — z, resulta

Zk2 Zx&c

0<k<n
= Zg(xg + 2t) 6z

nd  nZ
BERET)
1 3
= gn(n— 1)(n—2+ 5)
1 1
= gn(n - 5)(11 —1)

Para potencias mayores (valores de m mayores que 2), uno podria utilizar el mismo
método. Como se ve, la clave de todo consiste en expresar cada monomio x™ en términos
de potencias descendentes.

La solucién a este problema no es dificil (al menos en teoria) aunque requiere algunos
conocimientos de algebra de matrices. Si expresamos una potencia descendente z% como
un polinomio en x, vemos que se trata de un polinomio ménico de grado k. Haciendo esto
para k= 0,1,...,m, obtenemos m + 1 polinomios.

Si ponemos en una matriz los coeficientes de estos polinomios, un polinomio en cada
columna, comenzando en la primera fila con los términos independientes de cada polinomio,
obtenemos una matriz cuadrada de (m+1) x (m+1) con unos en la diagonal y ceros debajo

de ella. Por ejemplo, para m = 3 calculamos

)=
et =z
2=x(r—1)=2>—2

23 =x(x—1)(z —2) = 2> — 32> + 22
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y nos queda la matriz

0 1 -1 2
A=

0 0 1 -3

0 0 0 1

En general, la matriz construida de este modo expresa a las potencias descendentes
en funcién de las potencias corrientes. Pero una matriz asi (triangular superior con unos
en la diagonal) es siempre inversible, y su inversa expresa a las potencias corrientes en
términos de las descendentes, resolviendo el problema que nos preocupaba.

Siguiendo con el ejemplo, la inversa de la matriz A se puede obtener facilmente. Para
hacer esto el método mas eficiente es el de operaciones elementales de filas, en el que las
mismas operaciones se efectiian sobre dos matrices que inicialmente son A y la identidad,

y que se van transformando hasta que la primera de ellas se convierte en la identidad.

Ejercicio 2. Calcule la inversa de la matriz A del ejemplo y obtenga una férmula cerrada

para la suma

zn: k3.
k=0

10



