ALGEBRA |
Segundo Cuatrimestre — 2006

Préctica 2: Ntmeros naturales, principio de induccién

1. Determinar si P(1) es verdadera y para cudles k € N vale que P(k)
implica P(k 4 1) en cada uno de los siguientes casos

a) P(n):n>n? d) P(n):2" > n?
b) P(n):2" +3" <5" e) P(n):n+6=n+8§;
¢) P(n):n > 13; f) P(n):2" > n?+5.

2. a) Probarque,Vn € N,1+2+3+4+---+n= n(n2+1):

i) contando de dos maneras la cantidad de cuadraditos sombrea-
dos del diagrama

ii) usando la identidad
142434+ +(n—=2)+(n—-1)+n
=1+n]+2+n-1]+B3+n-2)]+...;

iif) usando el principio de induccién;

b) Deducir de a) que para todo n € N, es
24446+ +2n=n(n+1).

3. Probar que, Vn € N, 1+3+5+---+(2n—1) = n?

a) contando de dos maneras la cantidad total de cuadraditos del dia-
grama

b) usando el ejercicio 2;
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c) usando el principio de induccién.

4. Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de suma-
toria
a) 1+2+34+4+---4+100;
by 1+2+44+8+4+16+---41024;
) 1+ (—4)+94(—16) +25+--- + (—144);
d) 1+9+25+49+ .- +441.

5. Calcular

a) Zn:(4i+1);
i=1

b) Z 2(i —5), de las siguientes dos maneras:

z) usando las propiedades de la sumatoria
if) haciendo el cambio de indices j = i — 5 y usando luego la parte
b) del ejercicio 2.

c) i L (Sugerencia: 1 1 L).
S+ 8 ST U

d) ) ; (Sugerencia: calcular L — L)
Sei-1@i+1) O ° ' 21 241"

6. Probar que las siguientes igualdades son verdaderas para todo n € N

L. n?(n+1)?
q y @ ="
i=1 4
u ; (=1)"n(n+1)
b) Z( 1)1+1i2 — ;
i=1 2
Z, -1 n+1
9) _;)41'2—1 RETESK
n
d) Y (2i+1)3 1 =n3"
i=1
n izi 2n+l
e - = —1;
) Z%(%—l)(z—i-z) n+2
on+i
f) . =2"(1-2n).
72i—3
7. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n €
N:
a) n<2%
b) 3" +5n > 2n+2/.
c) 3" > n3;
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8. Sean a,b € R. Probar que para todo n € N es
n . .
a"—b"=(a—b) Y a "
i=1

Deducir que si a € R es tal que a # 1, entonces
i ai _ an+1 -1
. a—1

cualquiera sea n € N.

9. Sea a € R tal que 2 > —1. Probar que si n € N, entonces (1+a)" >
1+ na. ;En qué paso de la demostracién se usa que a > —1?

10. Probar que, cualquiera sea n € N, vale

lan—1. 1 .
a) n'2§3n 1/ C) Zl 11 S 2;17—1/

b) (2;) <4 d) Yi_ok(}) =n2""1;

11. Probar que:
a) n! >3, ¥neN,n>5:
b) 3"—2”>n3 VneN,n>4;
o) X 11, <6n-5vneN,n>3;
d) ( ") >n2",VneN, n>4.
12. Probar que para todo n € N, n > 3 valen:

n(n—3)

a) la cantidad de diagonales de un poligono de n lados es ———;

b) la suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es
t(n —2).

13. a) Sea (ay),en la sucesion de niimeros reales definida recursivamente
por

a, =5, a1 = 3a, — 2", sin e N.

Probar que a, = 2" +3".
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b) Sea (ay),en la sucesion de ntiimeros reales definida recursivamente

por
a; =2, A1 = 2na, +2"nl, sin € N.

Probar que a, = 2"n!.
¢) Sea (a,),en la sucesion de nimeros reales definida recursivamente

por
a1 =0, Apy1 =y +n(3n+1) sineN.

Probar que a, = n?(n —1).
d) Sea (ay),en la sucesion de ntimeros reales definida recursivamente
por
(2n)!

m sineN.

a1 =2, Ap1 =4a, —2

Zn)

Probar que a,, = (%)-

14. Para cada una de las siguientes sucesiones definidas por recursién, ha-
llar una férmula para el término general y demostrar su validez:
a)ap=1,a,41 = (14 /ay)?sineN;
by a1y =3, ay,41 =2a, +3"sin€N;
) ap=2,a,41=2a,+1sineN;
d) ap =1, ap41 =naysin€N;
e) a1 =2, a,41 :2—%817161\1.

15. a) Sea (a,),en una sucesién de nameros reales. Probar que

n

Z iy — ;) = Apy1 — a1
i=1

b) Hallar una férmula para el término general de la sucesion (a,),eN
definida por:
)ay=1,a,41 =a,+ndsineN;
i)y ay =1,a,.1 = ay+ (—=1)""n?sin € N;
iiiy a1 =3, ap41 = ap + (2n+1)3""1sin € N.
Sugerencia: usar a) y el ejercicio 6.

¢) Sea (a,),en la sucesion definida por
a1 =1, an+1:an+3n2+3n+1 sin € N.

— 43 no_ ;2
Probar que a, = n” y, usando esto, calcular } " ; i*.
Sugerencia: usar la relaciéon

n n
Y (i1 —a;) = Y (3% +3i +1).
i=1

i=1
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d) Sea (a,),en la sucesion definida por
a1 =1, Apy1 = ay +nn! sineN
Probar que a, = n!y, usando esto, calcular } ;' ;i -i!.
16. Sea (ay),en la sucesion definida por

2n+1
a =1, ﬂn+1=n+1

an sin €N.

a) Probar que a, < 5 (*") para todo n € N.

b) Probar que a, > 3,%1(2:) paratodon € N,n >3

17. Sea (ay)nen, la sucesion de Fibonacci definida por

ay=1, a1 =1, A1 = Ap + ap—1 sin e N.

(=) - (7))

18. Para cada una de las siguientes sucesiones definidas por recursién, con-
jeturar una férmula para el término general y probar su validez

Probar que

1
p—1 = \ﬁ

para todo n € N.

a) ay =1,y =2, 4,19 =nay41 +2(n+1)a, sin € N).
by ay =1,ap =4, ap40 =4 /0,11 +apsin e N.
C) a = 1/ an+1 - 1+Z?:11a1 sin € N

d) o =3,
1 n
Apy1 = 5 1-) g
i=1
sineN.

19. a) Sea (a),en la sucesion definida por
a1 =1, a, =3, Apt2 = Ay41 + Day sin eN.

Probar que a, < 1+ 3""! para todo n € N.

b) Sea (a5),en la sucesion definida por

3 2n+1

ﬂlzl, aZ:E an+2:an+l+man Sil’lGN.

Probar que a, > n + % paratodon € N, n > 4.
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