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Introducci on

Estas notas tienen la intencion de ofrecer al estudiantitso introductorio dé\lgebra.
Las mismas han sido utilizadas en los Ultimos afos par&ctldb de las materias de primer
afioAlgebra | y Matematica Discreta | de la Facultad de Matécaat\stronomia y Fisica de la
UNC. Comprenden los siguientes temas: axiomas de los msmneales, los nUmeros naturales
y el Principio de Induccion, técnicas de conteo, los nf@senteros, divisibilidad, nUmeros
primos, congruencias y grafos.

La guia de ejercicios que se encuentra en la segunda pasiddalaborada en base a la
recopilacion de los trabajos practicos de los Gltimossa”™

Esperamos que estas notas les sean (tiles y accesiblesrparaer las primeras herra-
mientas delAIgebra y al mismo tiempo agradecemos sus sugerencias yntanos a fin de
mejorarlas.

Los autores.






CAPITULO 1

Los nUmeros naturales

1. Introduccion

En esta seccion y la siguiente daremos una breve introdluecios nUmeros reales, desde
un punto de vista intuitivo y luego formalmente a partir de &ixiomas de numeros reales.
Acordamos denotar coN, Z y Q al conjunto de los niUmeros naturales, enteros y racionales
respectivamente, y cdR al conjunto de los niUmeros reales. En las seccig8est4 daremos
la definicion y propiedades de conjunto inductivo e intr@demos el conjunt® de los nUmeros
naturales.

Al igual que los nimeros naturales y enteros, los nUmexo®mnales se representan en la

recta de la manera usual. Por ejemplo:

| | | | | |
1 12 0 2/31 32 2 52
Si bien existen infinitos nUmeros racionales, los puntosspondientes a los nUmeros ra-
cionales no llenan la recta. Como es bien sabido, un segmeomgitudy/2 no se corresponde
con ningan nimero racional, ya que los nUmeros racienadebastan para medir la diagonal de
un cuadrado cuyo lado sea de longitud igudl &a introduccion de los nUmeros irracionales
remedia este problema, de tal modo que los nUmeros rae®ydbs irracionales conforman
el sistema de los nUmeros reales, con lo cual se tiene umngspondencia biunivoca entre los

nameros reales y los puntos de la recta.
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Si nos referimos a la representacion de los nUmeros realessistema decimal, los nUme-
ros racionales se pueden caracterizar por ser aquellosdinigea una expresion decimal pe-

ribdica, por ejemplo:

7 35
3 = 19 P
é = 1,333...
3 ) )
0,234234234 ... = 234 x (0,001001001...) = 234 x L = &
999 999

Las expresiones decimales no peribdicas, en cambio, sesponden con los nUmeros irracio-

nales. Por ejemplo, el nUmero
a = 2,101001000100001000001 . . .

no posee ningln periodo, luego es irracional. Es facistroir una infinidad de nimeros irra-
cionales, por ejemplo, basta tomart ¢ dondeq es cualquier nimero racional. Asi vemos
que

2,201001000100001000001 . . ., 2,301001000100001000001 . . .,

2,401001000100001000001 . . ., 2,501001000100001000001 . . .,

son todos numeros irracionales. En realidad puede vemsénagymuchos ras numeros irra-
cionales que racionales (en un sentido preciso) pero la skeacidn de esto es bastante mas
dificil.

En el conjunto de los nUmeros reales estan definidas laa@pees de suma, multiplicacion
y division. Esto quiere decir que giy b son dos nUmeros reales, entonces la sumab y la
multiplicaciona - b dan como resultado niUmeros reales, y si adenessdistinto deé) entonces
la division dea porb, ¢, €s un numero real.

Hasta aqui hemos presentado a los nimeros reales de upsanm#uitiva, refiriendonos a
Su representacion en la recta y a su escritura en notaei@mal. Sin embargo, para introducir
la nocion denimeros realegesde el punto de vista de la matematica, debemos ser eiasqy
en la definicion. Existen distintas formas de definir el cotp de los nUmeros reales de una

manera formal, en estas notas elegimos la siguiente.
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Para formalizar la definicion de los nUmeros reales, sstaatbra introducirlos definiendo-
los como un conjunto dotado de dos operaciones y una reldei@rden que satisfacen ciertos
axiomas. Los axiomas son enunciados o sentencias que riermgdemostracion y se acep-
tan como tales. Toda otra propiedad de los reales que nergticiado en el conjunto de los
axiomas debera deducirse a partir de este conjunto irdeigdropiedades basicas. Es posible
demostrar la existencia de un tal conjunto con dos operasigry . y un orden<, pero esta
demostracion no sera incluida en estas notas. Para §oapkl enunciado de la lista inicial
de axiomas sera conveniente fijar algunas notaciones @®igtde conjuntos y de la légica

elemental, que seran utilizadas sistematicamente ago tkel curso.

Notacion: Dados dos conjunta¥ eY se denotara:

reX : uxpertenece &,
XUY = {z]|z€X0z€Y} unibndeX conY,

XNY = {z|z€eXyzeY} interseccionde conY,

= : implica, entonces

& ¢ siysolosi,
Vre X : paratodor perteneciente &,
Jre X : exister perteneciente X,

X CY : Xestaincluidoery, esdeciyr € X, z €Y

XxY = {(z,y) |z € X, y €Y} :producto Cartesiano d& porY'.

2. Los nimeros reales

Llamaremosconjunto de ameros realey lo denotaremos coR a un conjunto en el cual

hay definidas dos operaciones, sufng y producto o multiplicacior(-), y una relacion de
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orden(<):

+: RxR—R T RXxR—R

(a,b) — a+b (a,b) —a-b

Estas operaciones junto con la relacion de orden cumpétasi propiedades o axiomas

gue listamos a continuacion.

S1) Ley asociativa de la suma:
a+(b+c)=(a+0b)+c,

para todaz, by c enR.

S2) Ley conmutativa de la suma:
a+b=b+a,

para toda: y b enR.

S3) Existencia de cercExiste un numero redl tal que para tode € R,
a+0=a.
S4) Existencia de opuest®ara cada € R, existead’ € R, tal que
a+a =0.
P1) Ley asociativa del producto:
a-(b-c)=(a-b)-c,

para todaz, by c enR.

P2) Ley conmutativa del producto:

paratoda: y b enR.
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P3) Existencia de identidadExiste un nimero real,, con1 # 0, tal que para toda € R

se satisface

a-1=a.
P4) Existencia de inversopara cada € R, a # 0, existea” € R tal que
a-a’=1.
D) Ley distributiva: Para todas, b, ¢ € R, se satisface:
a-(b+c)=a-b+a-c.
0O1) Ley de tricotoria: dadosz, b enR, vale una y s6lo una de las siguientes afirmaciones:
a=b, a<b 0 b<a.
02) Ley TransitivaPara todaz, by ¢ enR se verifica:
a<byb<c=a<ec
CS) Consistencia de la relabn de orden con la sum#&ara todaz, b, c enR se tiene:
a<b=a+c<b+ec
CP) Consistencia de la reladn de orden con el product®ara todaz, b, c enR se tiene:
a<byl0<c=a-c<b-c

Existe un Gltimo axioma, llamado el axioma del supremo, noesera necesario en este

Curso y no sera mencionado.

Recordamos que toda otra propiedad de los nUmeros redlesaddeducirse o demostrarse

a partir de estos axiomas, atn cuando la consideremos p@debvia. La deduccion de una

propiedad a partir de axiomas y/u otras propiedadas la lkemas Prueba o Demostracion. A

seguir mostraremos como deducir algunas propiedade$idegside los nUmeros reales.

LEMA 2.1. El cero edinico.
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PRUEBA. Este enunciado afirma que existe un (nico nUmero real gugle la propiedad
S3. Para demostrar esta afirmacion, seleccionamos unra(reed 0* que sea neutro para la
suma, es decir que + 0* = a, VYa € R. Por el axioma S3, existe un numero real denotado
por 0 que es neutro para la suma. Por lo tanto, por el axiom&'S3,0 = 0*, y por hipbtesis

0+ 0* = 0. Luego
0* = 0"+0, porS3
0"+0 = 0+0"porS2,
0+ 0" = 0,porhipotesis

y entonce®)* = 0 por transitividad. En consecuencia existe un Gnico elémeeutro para la

suma,yesel0. O
LEMA 2.2. El opuesto de un elemento= R eslnico.

PRUEBA. Por el axioma S4 sabemos que dado un nUmeroateatiste un nimera’ lla-

mado opuesto de para el cual se cumple que
a+a =0.

Para mostrar que’ es Unico con tal propiedad suponemos que exidi& quea + a = 0.

Entonces
a = a+0 porS3
a+0 = a+(a+d) porS4
a+(a+d) = (a+a)+d porSl,y
(@+a)+a = 0+d porhipotesis,y
0+d = o S3yS2.
Por transitividad se sigue que= «’ y por lo tantoa tiene un Unico opuesto. O

El opuesto de se denota usualmente coma. Similarmente, se escrilde- a para denotar
b+ (—a).
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La siguiente propiedad afirma que si un sumando aparece avsamémbros de una igual-

dad, entonces el mismo puede cancelarse.
LEmMA 2.3. Dadosa, by c € R, sia + b = a + c entonce$ = c.

PRUEBA. Sia + b = a + ¢, sumamos a ambos miembros de la igualdad el opuesig/de

aplicamos los axiomas S1, S4 y S3 respectivamente:

(—a)+ (a+b) = (—a)+ (a+c)
((—a)+a)+b = ((—a)+a)+c
0+b = 0+c¢

b = c
O

A continuacion, listamos un conjunto de propiedades colasade los nUmeros reales. Las
demostraciones respectivas utilizan los axiomas y algprgmedades que acabamos de probar.
Invitamos al lector a reconocer estos axiomas y propiedatiézados y a ensayar pruebas

alternativas.

LEMA 2.4.
() a-0=0,Va € R,

(i) seanayb e R;sia-b=0entoncess =00b=0,

(i) seanayb € R; entonceg—a)-b=a-(=b) = —(a-b)y(—a)- - (=b) = a-b, (regla

de los signok
(iv) siayb € R, entonces? = b? < a = b 0a = —b. (en particular,(—a)? = a?),
Va*=1lsa=10a= -1,

(vi) sia € R entonceg—1) - a = —a.
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PRUEBA. (i) Sabemos qué + 0 = 0. Luegoa-0+a -0 =a-(0+0) = a-0. Sumando el
opuesto de - 0 a ambos miembros de la igualdad) + a - 0 = « - 0, concluimos que - 0 = 0.

(ii) Si a = 0, la afirmacibn esta demostrada.aS¥ 0, entoncesl a” tal quea” - a = 1. Luego

b=1-b=(a"-a)-b=d"-(a-b)=d"-0=0 loqueimplicab = 0.

(i) Notemos que
(—a)-b+a-b=((—a)+a)-b=0-b=0,

luego(—a) - b es el opuesto de- b, es decir qué—a) - b = —(a - b). De una manera analoga se
muestra que - (—b) = —(a - b).

Usando esto vemos que
(—a) - (=8) = ~{a+ (b)) = ~(~{a-b)) = a-b,

(iv) Primero notamos qu@: — b) - (a + b) = a* — b*, luego
-V =0
(@a=0b)-(a+bd) = 0 <
a—b=0 0 a+b=0 <
a=b 6 a=—b
(v) Aplicamos el item anterior tomando= 1. Entonces:®> = 1 siy sblosia = 10a = —1.
(vi) De (iii) tenemos qué—1) -a = —(1 - a) = —a. O

El inverso de un numero realno nulo también es Gnico, puessia’” = 1ya-c =1

entonces

"

c=1-c=(d"-a)-c=d" (a-¢c)=d"-1=4d".

Llamaremos a” el inversodea, y lo denotaremos par—! o por?.

El siguiente teorema incluye algunas de las propiedadescatas de la relacion de orden.

La notacion: > y significa quey < = y ademas: > y significa quer > y 6 © = y. Notemos
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gue la propiedad (ii) que afirma qae< 1, si bien puede parecer evidente, como no figura en la

lista inicial de axiomas, requiere una demostracion.

TEOREMA 2.5.

() a <b< —b < —a, paratodoa, b reales,

(i) 0 <1,

(i) a<byc<d=a+c<b+d,Va, b, ¢, deR,
(iv) Sia € R, entonces? > 0; a®> = 0 siy Dlo sia = 0.
(v) seana, be R, a*+0* =0 a=0=0,

(vi) no existe ningn numero real tal quer®> + 1 = 0,

(vii) sia € R, entonces
a>0=a+1>2
a<0=a+1< -2
PRUEBA. (i) Sia < bentonces
a+(—a) < b+ (—a)
0 < b+(—a)
—-b+0 < (=b)+(b+(—a)) =(-b+0b) + (—a)
—b < 04 (—a)=—a
(if) Observamos que una vez probada (iv), (ii) sigue de inatepuesl = 12. Alternativamen-

te, damos la siguiente demostracion.

Sabemos que # 1 implicaqued < 1 61 < 0. Entonces,
1<0=1+(-1)<0+(-1) = 0<-1,
luego podemos multiplicar los miembros de la desigualdad0 por (—1):
(-1)-1<(-1)-0=0 = -1<0

lo cual es absurdo. Por lo tanto< 1.
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(i) Si a < bentoncest + ¢ < b+ ¢,y Sic < d entonced + ¢ < b+ d. Luego, por la ley de

transitividad se sigue que+ ¢ < b + d.

(iv) Sia # 0, entonces. > 00a < 0.

Sia > 0 entonces: - a > a - 0, es decirag? > 0.

Sia < 0 entonces-a > 0. Luego(—a) - (—a) > 0 o bien(—a)? > 0. Por la regla de los

signos (Lema 2.4, (iii)) tenemos quea)? = a?, luegoa® > 0 para cualquiet # 0.

(v) Seamu y b tales ques® + b = 0. Sia # 0 entonces por el item anteriet > 0y por lo tanto
a?+b* >0+ >0,

y analogamente, $i+# 0 resulta
a>+v*>a*+0>0.

Por lo tanto debe cumplirse= 0y b = 0. La reciproca es clara.

(vi) Para todar € R, se cumple:? > 0, luego

2?2+1>04+1=1>0.

(vii) Sabemos por (iv) quéa — 1)? > 0. Luegoa® — 2a + 1 > 0 o lo que es lo mismo
1) a’ + 1> 2a.
Sia > 0 entonces > 0y multiplicando ambos miembros de la desigualdad (1):poonclui-
mos que

1

a+—>2.

a

Sia < 0 entonces-a > 0. Por lo tanto

1 . 1
—a——>2, es decir a+— < =2
a a
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3. El Principio de Induccion

En el conjunto de los nUmeros reales tenemos dos elemeistogydidos: 0 y 1. Si ope-
ramos con el 0 por la suma obtenemos el mismo numero, sinrgmba ocurre lo mismo si
sumamos 1. Si sumamasa un numero reat obtenemos + 1, que es un namero distinto de
a 'y se llama sisiguienteo sucesor Por ejemplol + 1 es distinto del (porque ell # 0) y lo
denotamos cof; 2 + 1 = 3,2 # 3, 3 # 1y asi siguiendo. De esta manera es contoitiva-
mentese pueden obtener todos lismeros naturaledero nos interesa dar una definicion mas

formal de nUmero natural, para ello introduciremos la deifom de conjunto inductivo:

DEFINICION 3.1. Un subconjuntd/ deR se diceinductivosil € H y sik € H implica
quek+1¢€ H.

Dicho de otro modoH es inductivo sil es un elemento d# y si para cada elementode

H, el sucesor: + 1 también pertenece d.

EJEMPLO 3.2.

1. R es inductivo,
2. R. esinductivoR>; es inductivo,

3. X =[1,2] = {z | 1 <z < 2} no es inductivo, pues si biehe X, tenemos que
2e Xy2+1>2,porloque2+1¢ X,

4. la union infinita de los siguientes intervalos abiert®sie conjunto inductivo:

LEmMA 3.3. La intersecadn arbitraria de conjuntos inductivos es un conjunto indkazt

PRUEBA. Consideremos una familia de subconjuntos inductivaR.d& cada uno de estos

conjuntos le asignamos un indigeeon: € I, y lo denotamos coX;. SeaX la interseccion de
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todos estos conjuntos. Escribimos entonces
X=(\Xi={z|zeX,Viel}
i€l
Comol € X, paratoda € I, entonced € X.
Veamos que el sucesor de cada elementd dambién pertenece &. En efecto, sk € X
significa quek € X; paratoda € I. Como cadaX; es inductivo, esto implica que+ 1 € X;
para cada € [y por lo tantok + 1 pertenece a cad&; y por lo tanto aX. Se sigue que el

conjuntoX es inductivo. O

Dado queR es un conjunto inductivo, la interseccion de todos los watwjs inductivos no

es vacia.

DEFINICION 3.4 (El conjuntaN). Definimos el conjuntdN de nUmeros naturalesomo la

interseccion de todos los subconjuntos inductivoRde

Por el lema anteriofN es un conjunto inductivo. De hecho esmeénorsubconjunto in-
ductivo deR en el sentido qu& es un subconjunto inductivo y esta contenido en todos los
subconjuntos inductivos de.

Visualmente, si denotamas=1+1,3 = (1+1)+1,4=(1+1)+1)+1,... e

intersecamos todos los conjuntos inductivos

-~
~
=
N

nosquedad,1+1,(1+1)+1,((1+1)+1)+1,....

Hemos definido al conjunto de los nimeros naturales coraas@tcion de conjuntos induc-
tivos. Otra forma es caracterizar al conjunto de los nuseaturales por medio del llamado

Principio de Inducabn:

TEOREMA 3.5. SeaH un subconjunto d& tal que:
(i) 1e H,
(i) sih € Hentoncesi+1 € H.
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Entoncesd = N.

En efecto, (i) y (ii) implican qued es inductivo, luegd? O N. Pero como por hipotesis
H C N, entonces debe séf = N.

El Principio de Induccibon es Util para probar la veraciadbdpropiedades relativas a los

numeros naturales. Por ejemplo, consideremos las sigsi@nopiedade® (n), Q(n) y R(n):

(@) P(n) es la propiedad2n — 1 < n? + 1,

(b) Q(n) es la afirmacionsin es par entonces es divisible por 4

(c) R(n) es la afirmacion2” < n — 1.
Intuitivamente notamos que(n) es verdadera para cualquienatural,)(n) lo es para algunos
valores den y es falsa para otros ®(n) es falsa para todo valor de(ver Ejemplo 3.7). Sin
embargo, para verificar realmente que la propieftad) es verdadera para todonatural no
podemos hacerlo probando para cadan particular. Resulta entonces muy (til la siguiente

version equivalente del Principio de Induccion.

TEOREMA 3.6. SeaP(n) una propiedad de: € N tal que:

1. P(1) es verdadera
2. Para todok € N, P(k) verdadera implicaP(k + 1) verdadera.

EntoncesP(n) es verdadera para tode € N.

PRUEBA. Basta tomar
H ={n € N| P(n) es verdadera.

EntoncesH es un subconjunto d& y las condiciones (1) y (2) nos dicen que es un conjunto
inductivo. Por el Teorema 3.5 se sigue dfile= N, es decir que’(n) es verdadera para todo

natural. O

El Principio de Inducciobn admite la siguiente interpréacvisual. Supongamos que te-

nemos una cantidad indefinida de piezas de dominb paradfis,emna atras de la otra. El
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Principio de Induccibn afirma que si sabemos que la primezepse cae, y que cada vez que

cae una pieza, cae la siguiente, entonces deberan catnavesnte todas las piezas.

Enunciamos a continuacion algunas propiedades de logmgmaturales, y la demostra-

cion de su veracidad usando el Principio de Induccibn.
EJEMPLO 3.7. Probar qué™ > n, para toda: natural.

SoLUCION. SeaP(n) la siguiente propiedad del nUmero naturalP(n) : 2" > n. Enton-
cesP(1) es verdadera pu@s > 1. Veamos ahora que sies un nimero natural tal qu&(k) es
verdadera, entoncd’(k + 1) es verdadera. Esta condicion supuesta, es degir, verdadera,
la llamaremoshipbtesis inductiva

Efectivamente, supongamos gife> k. Entoncef*! = 2.2 = 2~ 1 ok y 2k 1 ok > k4 |
por hipotesis inductiva. Dado quet k£ > k + 1 para todd: € N, por transitividad se sigue que

R S k4 1.

Por lo tantoP(n) es verdadera para todonatural. O

EJEMPLO 3.8. Demostrar que® + 3 > n para todo: natural.

SOLUCION. SeaP(n) la propiedadn? + 3 > n.
P(1) es la afirmacion? + 3 > 1, esto esl > 1, que es una afirmacion verdadera.
Asumamos ahora qu@(k) es verdadera para ciertg es decir qué? + 3 > k. Veamos que

esto implica que’(k + 1) es verdadero. En efecto:
(k+1°+3=k+2k+1+3=(kK+3)+2k+1> (K +3)+1>k+1,
luego se concluye quB(n) es cierta para todo natural. O

En algunos casos, una determinada propidé@ad se cumple solamente para tadmayor
o igual que un cierto nimero natursl Por ello resulta Gtil contar con una version mas general

del Principio de Induccion.
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TEOREMA 3.9. SeaP(n) una propiedad del imero naturah, y seaN € N. SiP(N) es
verdadera, y para todé > N vale queP (k) implica P(k + 1), entonces”(n) es verdadera

paratodon > N.

PRUEBA. SeaH = {n € N | P(n+ N — 1)es verdaderga
Si probamos qué/ es un conjunto inductivo, habremos demostradogue+ N — 1) es
verdadera para tode natural, o equivalentemente qi¢m) es verdadera para tode > N.
En efecto,l € H puesto queP(1 + N — 1) = P(N),y P(N) es verdadera por hipotesis.
Si ahora suponemdse H, entonces + N — 1 > N, y por lo tantoP(k + N) es verdadera.
Luegok + 1 € H y se sigue qué{ es un conjunto inductivo.
0

EJEMPLO 3.10. Paratode > 3 se cumple qué™ > 2n + 1.

PRUEBA. Consideramos la propieddtin) : 2" > 2n + 1y probemos qué’(n) es verda-
dera para toda > 3. (Notemos qué’(1) y P(2) son falsas).

Vemos queP(3) es verdadera puesto gé= 8y 8 > 2-3 + 1. Si suponemos quB (k) es
verdadera para algtin> 3, entonces

Rl —oF L 9k > 2k + 1)+ 2k +1) =2(k + 1) + 2k > 2(k + 1) + 1,
por lo queP(n) es verdadera para todo> 3. O

La siguiente proposicion enuncia las propiedades magdr de las operaciones entre

nameros naturales.

PROPOSICON 3.11.
() Sin € N, n # 1, entonces» — 1 € N. Equivalentemente, existe € N tal que

m+4+1=n.
(i) Sia,b e Nentoncest+b € Nya.beN.

(i) Sia,b e Nentoncest <b=5b—a € N.
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(iv) Sin € Ng:=NU{0}ysia € Restalquen < a <n+ 1, entonces ¢ N.

PRUEBA. (i) Este enunciado afirma que todo niumero naturatéxcepto ell, es el sucesor o

siguiente de otro nUmero natural. Para demostrarlo, densmos el conjunto
H = {1} U{z € N | z es siguiente de alglne N}.

Veamos qué{ es inductivo. En primer lugat, € H. Sik € H entonces € N, luegok+1 € N
y k + 1 es el siguiente dé. Luegok + 1 € H. ComoH C N se concluye que que = N, lo

que implica (i).

(i) Queremos demostrar que la sumay el producto de nunmertosales es también un nimero
natural. Para probar esta afirmacion, veremos que paradgolan N se cumple que+b € N
para todo natural. SeaP(a) la afirmacione + b € N.

P(1) establece qué + b € N. Esto es verdadero, pues Ny N es inductivo. Ademas, si
P(k) es verdadera, se tiene gue- b € N, luego(k+0b)+1 € N. Pero(k+b)+1 = (k+1)+b
y por lo tantoP(k + 1) es verdadera. Entoncé¥a) es verdadera para todoc N.

Como esta prueba es valida para cualquieatural concluimos que + b € N para todaz,
beN.

Analogamente, para probar que b es natural fijamos primerb € N y consideramos la
proposicionP(a) : a-b € N. Se tiene qué’(1) es verdadera, pudsb =by b € N. Si P(k) es
verdadera, esto es,si b € N, entoncegk + 1) - b = k- b+ b. Dado quék - by b son naturales,
entonces -b+b € N por la propiedad de la suma de naturales, de donde se sigug(fuel )
es verdadera. Por lo tanto b € N para toda: € N. Como esta prueba es independiente de la

eleccion de entonces: - b € N para todaz, b € N.

(iif) Este enunciado afirma que la resta entre dos nUmernosalas es un namero natural siem-
pre que el minuendo sea mayor que el sustraendo. En estejeasosti € N y consideremos
la propiedadP(n) que afirman < b= b—n € N.

P(1) es verdadera, por (i).



4. DEFINICIONES RECURSIVAS 25

Supongamos qué€ (k) es verdadera, es decir,/si< b entonced — k € N, y probemos
P(k+1).

Sik +1 < b, entonces

kE<b—1<0,

luegob — k € N pues suponemaB(k) verdadera. Comb — k # 1 entoncesb — k) — 1 € N
por (i). Pero(b — k) — 1 = b— (k + 1), de donde resulta que(k + 1) es verdadera.
LuegoP(n) es verdadera para todoc N. Como la prueba es independientebdmtonces

n < bimplicab — n € N para todd, n € N.

(iv) Aqui afirmamos que entre un niumero natural y su sigei@o existen nUmeros naturales.
En efecto, sb < a < 1, entonces ¢ N puesR-; es inductivo yu ¢ R;.
Sin<a<n+1,a € R, n e N,entoncest € NimplicariaO0 < n+1—-a <1y

n+1—a € N, lo cual acabamos de ver que es un absurdo, por lo targtay. O

4. Definiciones recursivas

Con frecuencia se define una sucesion de nUmeros reales
Ury, U2y ooy Upy ..,

describiendo al elementg, en términos de los elementos anteriores; por ejemplo= 1y
u, = 2u,_1 Sin > 1. Este tipo de definiciones se llameaatursivas

Si la sucesion esta definida recursivamente, para combt&minou,, de la sucesion debe-
mosS conocer,,_;, para conocer el téermine,_, debemos conocer,_,, y asi sucesivamente.
Pareciera entonces que para calcular-ésimo término tenemos que calcular primerories1
anteriores. Es conveniente entonces, en lo posible, abter@eforma general del terming,

gue permita calcularlo explicitamente sin calcular todsgérminos anteriores de la sucesion.
EJEmMPLO4.1. Consideremos la sucesiondada por

u =1, Y U, = 2u,_1 Sin > 1.
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Si calculamos los primeros términos tenemos:

u = 1

Uy = 2up =2
us = 2uy =4
us = 2uz3 =28

Podemos intuir que el termino general de la sucesiom,es 2"~ !. Para probar que nuestra
afirmacion es cierta para todonatural, conviene utilizar el Principio de Induccion:
SeaP(n) la afirmacionu,, = 2" 1.
P(1) es verdadera, pues = 1 = 2°. Si suponemo®’ (k) verdadera, resulta
Upy1 = 2uy, = 22771 = 2F = o(kFD—1
es decir queP(k + 1) es verdadera. LuegB(n) es verdadera para todonatural.

Dadosn nimeros reales, -, ..., x,, Simbolizaremos a la suma y al producto de estos

téerminos como

n

in = 1 +2x2+ -+ T,
i=1

n

H[L’Z’ = I1.29..... T

i=1

Esta suma y producto seran llamados respectivansembatoriay productoriade ., -, .. .,

x,. Dado que esta definicibn es un tanto imprecisa, damosuésig definicion formal:
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n
DEFINICION 4.2. Dados nimeros realé¢s; | i € N}, se define la sumatoriZ ;¥ la
=1

productoria] [ z; por:
i=1

1 k+1 k
(2) sz = 1, Z% = (Z ﬂﬁz) + Tit1
i=1 i=1 i=1

k+1

1 k
(3) sz = X1, sz = (H $i)-$k+1
i=1 i=1 i=1

Las formulas dadas en (2) y (3) son ejemplos de definicioeasrsivas. Notemos que se

define el primer elemento de la sucesion y los demas elemeetdefinen en funcion del ante-

rior.
EJEMPLO 4.3. Sear; = 1, 2o = 2,23 = 3, ..., es decirz; = i para cada natural.
Entonces
(4) ix = ii=1+2+3+...+n
=1 =1
©) e = 1-2:3...m

i=1

En particular, la féormula dada en (5) se llafaatorial den y se denota!
nl = Hxl =1-2-3...n elfactorial den
=1

En los siguientes ejemplos aplicaremos el Principio dedoidun para probar propiedades

gue involucran sumatorias y productorias.
EJEMPLO4.4. Paratoda > 4 se cumple que! > 2.

PRUEBA. SeaP(n) la propiedadn! > 2". Queremos ver qu€(n) es verdadera para todo
n > 4. Por el Teorema 3.9 basta ver gbi¢4) es verdadera y quB(k) implica P(k + 1), para
todok > 4.
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P(4) es verdadera puesto que
41=4-3.2-1=24>2"=16.
Si P(k) es verdadera entonces
k+D!=(k+1)E > (k+1)-2F > 2. 28 = 2k
luegoP(n) es verdadera para todo> 4. O

EJEMPLO4.5. Siz; = z € R, para toda, entonces

in =n-xVn € N.
i=1

PRUEBA. Probemos esto usando el Principio de Induccion./Seg la propiedad:
P(n): Zx, =n-x.
i=1

EntoncespP (1) es verdadero, puesto que

1

in:xlzl-x.

=1
Probaremos ahora que(k) = P(k + 1), parak > 1. En efecto, si suponemos qurék) es
verdadera, entonces por (2)
k+1 k
Zmi = (Zm) t+r=k-z4+x=(k+1)-
=1 =1

por lo tantoP(k + 1) es verdadera. O

EJEMPLO 4.6. Siz; = x € R, para todoi, entonces para cadanatural denotamos o

simbolizamos con™ a la productoria

n
"= H Z;.
i=1

Observemos que entonces,

" =g g, Vn € N.
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EJERCICIOA4.1.

(a) Probar que™™™ = z™.z™, para todo y m natural.

(b) Probar quéz™)™ = ™™ para todan y m natural.

SugerencialUsar el Principio de Induccion, dejando € N fijo.

PRUEBA. Demostraremos el inciso (a) y dejamos a cargo del lectass (b).

Seam un nimero natural fijo, y seB(n) la propiedad del nUmero natural

P(1) es verdadera, por la observacion vista en el Ejemplo 4.6.
Queremos probar entonces que’sk) es verdadera para algématural, es decig*™™ =
2® . 2™, entonces”(k + 1) es verdadera. En efecto, aplicando la hipotesis indugthaciendo

uso de los axiomas de los nUmeros reales tenemos que

ktDtm _ o (ktm)+1 _ ktm

2 — g — (b

y por tantoP(n) es verdadera para todoc N.
Puesto quen es un nimero natural arbitrario, entondeg:) también es valida para todo

m natural. 0

EJEMPLO4.7. Probar que para todoe N se cumple que

n

. on.(n+1
Y-ty

=1
PRUEBA. En efecto,P(1) es verdadera, pues

1-2
l=——.

2
k(k+1)

5 , entonces

k
Si suponemo#® (k) verdadera, es decEi =
=1

k+1
S k;.(k:2+ D oy Ot 1)é(k +2)

i=1

es decir queP(k + 1) es verdadera; luegB(n) vale para toda natural. O



30 1. LOS NUMEROS NATURALES

NoOTA 4.1. Cuentan que siendo nifio, el célebre mateméaticos3zataba un tanto inquieto
en su clase. Para que tuviera algo con qué entretenerseestrona pidid que sumara todos los
numeros del 1 al 100. Gauss tardd pocos minutos en damdaesta: 5050. El nifio observo que
si sumaba los numeros agrupando el primero con el Ultirheegundo con el penultimo y

asi sucesivamente el calculo se simplificaba bastante:

(6) (1+100)+(2+99)+(3+98)+---+ (50+51) =

101+ 101+ 101 +--- 4+ 101 =50 - 101 = 5050.

~
50

EJEMPLO4.8. Sear; = 2,x, = x,_1 +2nSin > 2. Probar quer, =n-(n+1),vn € N,

PRUEBA. SeaP(n) la propiedads, = n-(n+1). P(1) eslapropiedad; = 1-(1+1) = 2,
luegoP(1) es verdadera.
Si asumimos que’(k) es verdadera, entonces.; = zx + 2(k + 1) por definicion, y por

hip6tesis inductiva tenemos que
o +2k+1)=kk+1)+2k+1)=(k+1)(k+2),
por lo tanto
z1 = (K+D((k+1)+1).
Esto prueba qu&(k + 1) es verdadera y se sigue gi¢n) vale para toda natural. O

EJEMPLO 4.9. Seau; = 1, u, = n*u,_1 Sin > 2. Probar queu,, = (n!)? para todon

natural.

PRUEBA. SeaP(n) la propiedack,, = (n!)2.
P(1) es verdadera pueg = 1y (1!)? = 1. Si asumimos qué’(k) es cierta, entonces por
definicion
upy1 = (k + 1)%uy,

y por hipétesis inductiva

(k+1)2up = (k+ 1%k = (k+ 1)
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Por lo tanto la propiedad vaté: € N. O
EJERCICIO4.2. Sia € R, a # 0, 1, entonces

;, a"m =1
E @ =——"] para cada natural
a R
=0

Como ejemplo de este ejercicio tenemos las igualdades:

Y r=1+2+2%+ 420 = MM o
=0
° 31

E:?:1+3+3%Hﬁ+f = ——
=0

EJEMPLO4.10. Paratoda € N se cumple que

n

1 n
(7) 2T T

i=1

PRUEBA. SeaP(n) la propiedad del nimero dada por (7). EntonceB(1) es verdadera

pues
11 1

LI+ 2 1+1
Si P(k) es verdadera para algline N entonces para + 1 se tiene que

k+1 1 k 1
v - + ) y
—~i(i+1) k+1 (k+1)(k+2)
ko 1 kk+2)+1 (k41?2 k41
k+1 0 (k+D)((k+2) k+D)(k+2) Kk+1)(k+2) k+2
luegoP(k + 1) vale y la afirmacion es valida para todmatural. O

Invitamos al lector a resolver los siguientes ejercicios:

EJERCICIO4.3.

(a) 327+2 + 26n+! es mdltiplo de 11yn € N.

Nota: Decimos quen € N es multiplo del1 si existe unk € N tal quem = k- 11.
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) > 2i—1=143+--+2n—1)=n’VneN

= 1)(2n +1
(c)233‘2:12+22+-~-+n?:n(nJr )6(77’+ ),VneN.

j=1

2
(d)Zk3 13+ 23 + +n3:(W) ,Vn € N.

4.1. Principio de Buena Ordenaadbn.

DEFINICION 4.11. Sead un subconjunto d&. Decimos qued poseeprimer elementai
existe un elementoe € A tal quea < z, paratodar € A.
Un subconjuntal de R se dicebien ordenadasi todo subconjunto no vacio de posee

primer elemento.

EJEMPLO4.12. R, R_ 5 no tienen primer elemento. Por lo tarikao es bien ordenado.

—N = {—n | n € N} no es un conjunto bien ordenado pues no posee primer elemento

R, tiene primer elemento pero el subconjuitg, no, por lo tantdR >, no es bien ordena-
do.

El principio de buena ordenagh asegura que el conjunto de nUmeros naturales es un con-

junto bien ordenado.

PRINCIPIO DE BUENA ORDENACDN . N es un conjunto bien ordenado. Es decir, para todo

subconjuntdd # () deN, H tiene primer elemento.

PRUEBA. Probaremos que todo subconjurffode N que no tiene primer elemento es el
conjunto vacio.
Supongamos qué es un subconjunto d& que no tiene primer elemento. SHa el com-

plemento de&f enN, es decir

H ={neN|n¢gH}.
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Para simplificar la notacion denotaremos ¢bm| al intervalo natural de los primeros

nimeros naturales, esto jgsn| = {1,2,...,n}. Consideremos el conjunto
K={neN]|[l,n]C H}.

Si probamos qué” es inductivo, entonces tendremos due= N, y por lo tanto que? = 0.

En efecto, notemos que € H’ pues de lo contrario tendriamos ques N y 1 seria el
primer elemento dé/. Por lo tantol € K pues{1} C H'.

Ademas, sk € K, es decir, s[1, k] C H’', entonces + 1 debe pertenecerd’, pues de lo
contrariok + 1 estaria en{ y seria su primer elemento. Lue§iok + 1) C H’, lo que indica
quek + 1 € K. Con esto probamos qu€ es un conjunto inductivo, y por lo tante = N.

Pero siK = N entoncedd = (), como queriamos demostrar. O

4.2. Principio de Induccidn Fuerte. El siguiente teorema es una variante del Principio

de Induccibn llamad®@rincipio de Inducaddn fuerte
TEOREMA4.13.SeaHd C N.Sil € Hysi[l, k] C Himplicak+1 € H, entonced? = N.

PRUEBA. SeaH como en la hipotesis; entoncés = No H C N. Si H = N, no hay
nada que probar. Supongamos pues Hug N, y seaH’ el complemento dé/ enN. Entonces
H' tiene primer elemento, llamémosjoLuegoy > 1y 1, 2,...,y — 1 pertenecen & . Por
hipétesis, sil,y — 1] C H entoncesg) € H. Peroy € H' ey € H es un absurdo que provino
de suponer qué/ # N. 0

El siguiente teorema es equivalente al Principio de Indurcfiuerte:

TEOREMA 4.14. SeaP(n) una propiedad que satisface
(i) P(1) es verdadera.
(i) SiP(1), P(2),..., P(k) son todas verdaderas, entondeg: + 1) es verdadera.

EntoncesP(n) es verdadera para tode € N.

PRUEBA. Sea

H ={n € N| P(m) es verdaderpa
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De (i) sevequd € H.Sil,2,...k € H entoncesP(m) es verdadera para todo <€ [1, k],
luego por (i) P(k+1) es verdadera, es decir se concluye fie) vale paratoden € [1, k+1].
Porlotantdk+1 € H. Sigue del Principio de Induccion quéig = N, esto esP(n) es verdadera
para toda: € N. O

Veamos el siguiente ejemplo de aplicacion del Principiéndieiccion Fuerte.

EJEMPLO4.15. Sear, = 3, us = 5, u,, = 3.u,_1—2.u,_o Sin > 3. Probar que:,, = 2"+1,
Vn € N,

PRUEBA. Si quisiéramos aplicar el Principio de Induccion, aenbs que no es posible de-
ducir P(k + 1) a partir deP(k). Esto se debe a qug.,; no sb6lo esta dado en términos de
sino deuy_; también.

Sin embargo, si es posible probar la afirmacion utilizaglderincipio de Induccion Fuerte.
En efecto, sabemos que la propiedath) que afirmau,, = 2" + 1 se cumple para = 1.

Supongamos que es valida para= 1, n = 2, hastan = k. Es decir:
w=2+1, wu=22+1=5 ... wu=2+1.
Entonces
Uppr = 3oup — 2.0, = 3.(2F +1) —2.(2" 1+ 1) =
=(B-1)-2"+(3-2) =241,

por lo queP(k + 1) es verdadera. LuegB(n) es verdadera para todonatural. O



CAPITULO 2

Conteo

1. Teécnicas de Conteo

El objetivo del presente capitulo es presentar una intrciéa a la combinatoria elemental,
junto con una variedad de problemas de aplicacion. Lagdés de conteo consisten en contar
la cantidad de elementos de un conjunto. Esencialmeoigar significa establecer una corres-
pondencia biunivoca entre los elementos del conjunto glioseros naturales, o un subconjun-
to deN. Comenzamos entonces dando la definicibn de correspaadgnnivoca o biyeccion,

para continuar luego con propiedades del conteo y ejemplashbinatoria.

DEFINICION 1.1. SeanX eY conjuntos arbitrarios, no vacios. Sta X — Y una funcion.

1. f es una funcidmnyectivao uno a uncsi

r#y= flx) # fy),

0 equivalentementd,(z) = f(y) = = = v,

2. f essuryectivasi
Vy €Y, dx € X tal quef(z) =y,

esdecirimf =Y,

3. f esbiyectivasi es inyectiva y suryectiva.

DEFINICION 1.2. SeanX, Y, Z conjuntosy searf : X — Y yg:Y — Z funciones. Se
define la composicion dgcon f a la funcibng o f : X — Z tal que(g o f)(z) = g(f(x)),
Vr € X.

EJERCICIOL.1.
35
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(i) Demuestre que sf, g son inyectivas (resp. suryectivas), entongesf es inyectiva
(resp. suryectiva).
(i) Demuestre que gjo f es inyectiva (resp. suryectiva), entonge@esp.g) es inyectiva

(resp. suryectiva).

EJEMPLO1.3.
(@) Seaf : R+— R, f(x) = 2z + 1. Entoncesf es biyectiva.

En efecto, seam,, 2, € R tales quef(x;) = f(z2). Entonces
201 + 1 =229+ 1 = 221 = 229 = 11 = T9,

luego f es inyectiva. Para ver qug es suryectiva tomemog € R y veamos que

, . —1
y = f(z) para algne € R. Si tomamos: = y? entonces

—1
f(a:)zZ(yT) +1=uy.
Hemos probado qug es inyectiva y suryectiva, por lo tanfoes biyectiva.

(b) Seaf : R — R, f(z) = z%. Entoncesf no es inyectiva ni suryectiva.
En efecto,f no es suryectiva pues la imagen flesR~,, y f no es inyectiva pues

f(z) = f(—x) paratodar € R.

(c) Seaf : R — [—1,1], f(x) = sen(x). Entonces Imf = [—1,1] por lo quef es
suryectiva. Pereen(z) = sen(z + 27), para todor € R; luego f no es inyectiva.

EJEMPLO 1.4. SeaX = {1, 2, 3}. Determinemogodaslas funcionesf : X — X.
Una tal funcionf queda determinada por los valorgd ), f(2) y f(3). Usaremos la siguiente
convencion: a la terngu, b, ¢), dondea, b y c pertenecen &1, 2, 3}, la identificaremos con la
funcion f tal quef(1) = a, f(2) = by f(3) = c. Por ejemplo, la terna (1, 3, 3) se corresponde
con la funciénf tal quef(1) = 1, f(2) = 3y f(3) = 3. Dicho de otro modo, representaremos

acadaf, f: X — Y porlaterna f(1), f(2), f(3)).
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Con esta convencion, la lista completa de funciones egléesite:

(1, 1, 1) (2,1, 1) (3,1, 1)
(1, 1, 2) (2, 1, 2) (3,1, 2)
(1, 1, 3) (2,1, 3) (3, 1, 3)
(1,2, 1) (2,2, 1) (3,2, 1)
(1, 2, 2) (2, 2, 2) (3, 2, 2)
(1, 2, 3) (2, 2, 3) (3, 2, 3)
(1, 3, 1) (2,3, 1) (3,3, 1)
(1, 3, 2) (2, 3, 2) (3, 3, 2)
(1, 3, 3) (2, 3, 3) (3, 3, 3)

Luego hay27 = 32 funciones y entre ellas hay= 3 - 2 funcionesbiyectivas que son las que
hemos remarcado.

Veamos por qué hay exactamente 27 funciones. En primer, lugy@3 valores posibles para
f(1). Por cada uno de estos, existen tres posibles valoré&dleen total hay3 - 3 = 9 posibles
valores para el paf(1), f(2). Por cada uno de estos pares, podemos elegir tres valoiibtegos
de f(3), luego hayd - 3 = 27 posibilidades para la terng1), f(2), f(3).

Veamos por qué hay 6 funciones biyectivas. Notemos queftajehay 3 posibles valores.
Una vez fijadof (1), f(2) s6lo tiene 2 valores posibles. Luego )2 valores posibles para el
parf(1)y f(2). Unavez fijado el paf (1), f(2), queda parg(3) un Gnico valor posible, luego
hay3 -2 -1 = 6 funciones biyectivas.

Como ejemplo de una modelizacion concreta de la situaaiarior, notemos que hay 6

maneras distintas de sentarse 3 alumnos en 3 sillas, unaarsitia.

El siguiente lema caracteriza a las funciones biyectivasgdsonjuntoX en un conjuntd”
como aquellas funciones que poseen fumecion inversade Y en X. Previo a la definicion de

funcion inversa, acordamos denotar ity : X — X a la funcionidentidaden X definida
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por

Idx(a) = a, para toda: € X.

LEMA 1.5.Sif: X — Y, entonces es biyectiva si y@o si existey : Y — X, llamada
inversadef talquego f = Idxy fog=Idy.

PRUEBA. VVeamos que sf tiene una inversa entonces es biyectiva. Probemos en primer
lugar quef es inyectiva. En efecto, di(z1) = f(z2) entonces (f(x1)) = g (f(z2)). Dado
queg(f(z)) = (go f)(x) = Idx(x) = z, Se sigue que

f(z1) = f(xs) implicaque  z; = z5.

Luegof es inyectiva.

Para probar qug es suryectiva, notemos queyse Y entoncegi(y) € Xy f (9(y)) = v.
Luegoy € Im (f). Dado quey es un elemento arbitrario dé, se sigue que Inif) = Y y por
lo tanto f es suryectiva.

Reciprocamente, i es biyectiva entonces para caga Y existe uninicox € X tal que

f(z) = y. Definimos entonces a la funcign Y — X por

gly) ==z siy solo si flz) =v.

Entoncesf(g(y)) = y por lo cualf o g = Idy. Ademas, por la definicion detenemos que
9(f(x)) =z, luegog o f = Idx. O

Si g es la inversa d¢ denotaremos a por 1.

EJEMPLO 1.6. Seaf : R — R, f(z) = 2°, y tomemogy : R — R dada pory(z) = z'/3,
Entonces

(goflla)=g(z*) =Vat=a y

(fog)w) =f () = ()’ =v.

Por lo tantog es la inversa d¢ y entonces es biyectiva.
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Sih : R — R esta dada poh(x) = z? entoncesh no tiene inversa puesto que no es
inyectiva: siy > 0, h(y/y) = h(—/y). Tampocoh es suryectiva puesm(h) = Rx,. En
general,f(z) = 2" es biyectiva como funcion de enR si y solo sin es impar.
EJEMPLO1.7. Sif(z) = 2z+1 entoncey es biyectivay su inversa esta dada pot(y) =

y—1
5

NoTA 1.1. Simy n € N, m < n, denotaremos copn, n| al intervalo naturalm, m +
L,...,n} ={keN|m <k <n}.

El siguiente teorema expresa una propiedad basica funtdahue los nUmeros naturales.

TEOREMA 1.8. Sinym € Nyn > m, entonces no existg: [1,n| — [1, m] inyectiva.

PRUEBA. Sea
H={neN| existem, m <ny f:[l,n]— [1,m]inyectiva.

El objetivo sera probar que necesariamefite- ().

Supongamos qué& # (), entonces por el Principio de Buena Ordenacion efiste H,
h primer elemento dei. Por la definicibn del conjuntd/, existe una funcién inyectiva :
[1,h] — [1,m] dondem es un natural menor que Sim = 1 entoncesf no es inyectiva. Si
1 < m < h hay dos posibilidadesi(h) = m o f(h) = ¢, para algirc < m. Si f(h) = m,

entonces podemasstringir f al intervalo[1, h — 1], y tendremos que
fAL2,...,h—=1} = {1,2,...,m—1}

es una funcion inyectiva. Por lo tanto- 1 € H. Pero esto es absurdo puesto ées el primer
elemento de7.
Si f(h) = ¢y ¢ < m entonces componemog&on la funciory : [1, m] — [1, m] biyectiva,
dada por
gle)=m, gm)=c y g(x)==x

para todar distinto dec y dem. (Ver Figura 1)
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FIGURA 1

Luego la funcionf* = g o f : [1, h] — [1,m] satisface

fr(h) = g(f(h)) = m,

y ademas es inyectiva por ser composicion de funcionexctivas. Si restringimog* al inter-
valo[1, h — 1], f* continGia siendo inyectiva y tenemos gtfe: [1,h — 1] — [1,m — 1]. Luego
(h — 1) € H y esto es absurdo puéses el primer elemento d&. Por consiguienté/ = ()

como habiamos afirmado. O
COROLARIO 1.9. Sin # m, entonces no existe una fuanibiyectivaf : [1,n] — [1, m].

PRUEBA. Sin > m, por el Teorema 1.8 no existe tainyectiva. Sin < m y tal f existiera,
entoncesf~! : [1,m] — [1,n] seria inyectiva, pero por el mismo teorema esto no es msibl
O

El Teorema 1.8 suele llamarpeincipio de los casillerogthe pigeonhole principle el cual
afirma que
Sin objetos son distribidos enm casillas yn > m, entonces por lo menos una casilla

contiene al menos 2 objetos.

COROLARIO 1.10. Seaf : [1,n] — [1,n]. Entoncesf es inyectiva si y@o si f es suryec-

tiva.
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PRUEBA. Daremos la idea de la prueba dejando los detalles al lector.

Si f : [1,n] — [1,n] es inyectiva y no suryectiva, entonces existe una funcipeckva
h :Im(f) — [1,m] conm < n. Luego, se tiene quko f : [1,n] — [1,m] es una funcion
inyectiva, lo que contradice el principio de los casilleros

Por otra parte, sf : [1,n] — [1,n], es suryectiva y no inyectiva, entonces existe un sub-
conjunto propiod C [1,n] de tal modo que la funcioh := fz : H — [1,n] es biyectiva
(verificar). Ahora bien, siend& un subconjunto propio dg, n|, existe una funcion biyectiva
g :[1,m] — H, paraalgn naturak < n. Por consiguientéo g : [1,m] — [1, n] es biyectiva,

lo cual contradice el corolario anterior. O

EJEMPLO1.11.
1. Dadas 13 personas, hay al menos 2 que cumplen afios el missio
2. Dado un conjunto d&)° personas, hay al menos dos de ellas con el mismo nimero de

pelos en la cabeza.

EJEMPLO1.12. Sead un conjunto den personasy > 2. Probar que existen al menos dos
personas er con el mismo nUmero de amigos dn
Convenimos en que & es amigo dé entonces es amigo de: y también que cada uno es

amigo de si mismo.
SoLucION. Consideremos la funcion
f(z) = nUmero de amigos deen A.

Luegof tomavalores en el conjun{d, 2, . .., m}. Ahora si alguien tiene: amigos entonces es
amigo de todos, luego en ese caso ninguno puede tenarsalmigo. Luegal y m no pueden
estar ambos simultaneamente en la imageri.d@or lo tanto la imagen d¢ tiene menos de
m elementos. Aplicando el principio de los casilleros comabs que existen; y x, tales que

f(z1) = f(x9), €s decir que existen dos personas con el mismo nimero desenAd. [

Estamos en condiciones ahora de definoagtlinal de un conjunto.
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DEFINICION 1.13. Sedl,n] = {1, 2, 3,...,n}. Se dice que un conjunty tienen ele-
mentossi existe una biyeccioyi : [1,n] — X. En tal casa: se llama lacardinalidad de X' y
que se denotgX |. Un conjuntoX es finito siX = () 6 existen € N tal que| X | = n. Se define

0] = 0.

El cardinal es, dicho de una manera informal, el nUmero demehtos de un conjunto,
o al menos podemos decirlo para los conjuntos finitos. Noseque la funcion biyectiva
f : [1,n] — X consiste en hacer corresponder a cada elementd de@ numero natural,
comenzando con dl y siguiendo en forma ordenada. Esto es esencialmente lo apetos
cuando contamos. Si queremos saber cuantas personas tayala, las numeramos del uno
en adelante, sin contar ninguna dos veces, dos, tres, ....Si por ejemplo contamos hasta

quince, decimos que hay quince personas.

En el siguiente teorema probaremos que si dos conjuhto® son disjuntos y de cardinal
finito, entonces la unibn de ambos también tiene cardinébfy es igual a la suma de los
cardinalegA|y | B].

TEOREMA 1.14. (principio de adicidih SeanA y B conjuntos finitos disjuntos. Entonces
|AU B| = |A| + |B|.

PRUEBA. Por hipbtesis existerf : [1,n] — Ay g : [1,m| — B biyectivas. Entonces
|A| + | B] = n + m. Queremos ver que existe una funcion biyectiva[l,n + m| — A U B.

Notemos que la funcidh : [n + 1,n + m| — [1, m] definida por
k(x) =2z —n,

es biyectiva. Luego
flz)  xelln]

g(k(z)) zeln+1,n+m]

h(z) =

es una funcion que llevd, n] U [n + 1,n + m] = [1,n + m] — A U B biyectivamente pues

A, B son disjuntos, con lo que queda probada nuestra afirmacion. O
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Este resultado se generaliza al caso de la union de unaladrinita de conjuntos disjuntos,

todos con cardinalidad finita:

COROLARIO 1.15. Si A4, ..., A,, son conjuntos finitos disjuntos dos a dos, entonces
|[AyU---UA,| = imi\.
=1
PRUEBA. La prueba puede hacerse aplicando inducciomeyn usando el Principio de
Adicion. O
Es importante notar que el Teorema 1.14 no es valido si¢asatcion entre ambos conjun-

tos es no vacia. En este caso, la propiedad que se cumplsigsiknte, y que dejamos como

ejercicio para el lector:

EJERCICIO1.2. Probar que sit y B son conjuntos finitos, entonces

|AUB|+|ANB|=|A|+|B|.

DadosA y B dos conjuntos no vacios cualesquiera, el producto cartesi x B esta defi-

nido como el conjunto de todos los pares ordenddos dondea € Ay b € B:
Ax B={(a,b)|a€ A, be B}
TEOREMA 1.16. SeanA, B conjuntos finitos. Entonced x B| = |A| - | B].

PRUEBA. Seam Yy m los cardinales del y B respectivamente. Entonces existen funciones
[y g biyectivas:f : [1,n] — A, g : [1,m] — B. Luego podemos escribit = {ay,...,a,},
B ={by,...,b,}dondeq; = f(i) paral <i<nyb; =g(j) paral < j <m.

Tenemos que
AXxB=(Ax{hHUAx{bHU---U(Ax{b,})

y launion es disjunta. Comlel x {b;}| = |{(a1, b;), (az,b;), ..., (an,b;)}| = |A| = n entonces
| Ax Bl=n+n+---+n=mnm. O

m
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m
Si Ay, As, ..., A, SONmM conjuntos no vacios, se define el producto cartesHuAi como
=1

ﬁAi = {(a1,a2,...,ay) | a; € A;, 1 < j <m}.
=1
El siguiente corolario se refiere a la cardinalidad del pobdlgartesiano de: conjuntos finitos:
COROLARIO 1.17. SeanAy, ..., A,, conjuntos finitos no vaos. Entonces
|A; X Ag X -+ X Ap| :ﬁ|Ai\.
=1
PRUEBA. Se prueba usando el Teorema 1.16 y aplicando el Principliocigcion. O

PROPOSICON 1.18. SeanA y B conjuntos finitos de cardinalesy m respectivamente.

(a) SiF(A, B) es el conjunto de todas las funcionesAlen B, entonces
[ F(A, B)| = m".
(b) SiP(A) es la familia de todos los subconjuntos dleentonces
P(a)| = 2"

PRUEBA. (a) Notemos que podemos identificar cada element6(de B) con unan-upla

enHB = B x B x --- x B. En efecto, sA = {ay,as,...,a,} y f : A — B, entonces
=1
hacemos corresponderfda n-upla(f(ay), f(as), ..., f(a,)).

Reciprocamente, $ = (b1, bs,...,b,) € B x B x --- x B, entoncesb se corresponde

n

con la funciéng dada pow(a;) = b;, 1 <i < n.

Por lo tanto queda definida una biyeccion

F(A,B)— BxBx---xB,

-~

de donde concluimos qué& (A4, B)| = |B|" = m™.
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(b) Cada subconjunto dé&, y por lo tanto cada elemento ¢ A), podemos identificarlo
con una funciory : A — {0,1}}. En efecto, siB C A, hacemos correspondetfala funcion

XB,quevalel siz € ByOsiz ¢ B:

1 »€B
xB(z) =
0 z¢B

Reciprocamente, cada funciin A — {0, 1} se corresponde con el subconjunto
By={beA|f(b)=1}

Luego, la familia de subconjuntos deesta en correspondencia biunivoca con las funciones de

Aen{0, 1},y por el inciso (a) se sigue que
P(A)] = |F(A,{0,1})}] = 241 = 2.
O

EJeEMPLO1.19. ¢ Cuantas banderas se pueden hacer con 3 bandase®dan los colores

rojo, blanco, azul y verde, si se permiten 2 o mas franjasnieino color?

SoLUCION. La pregunta equivale a determinar el nmero de aplicasial® un conjunto

de 3 elementos (franjas) en un conjunto de 4 elementos éx)lor
| 7({1,2,3}, {rojo, blanco, azul, verdg| = 4° = 64,
se pueden hacer 64 banderas distintas. O

EJEmMPLO 1.20. ¢ Cuantas posiciones hacen falta para hacer (al inemasillon de llaves
diferentes? Las llaves se construyen haciendo incisioegeafundidad variable en distintas

posiciones, y supondremos que hay 8 profundidades posibles

SOLUCION. Seam el niimero de posiciones. Queremos que el cardinal del otmju

F{1,...,m},{1,2,...,8}),



46 2. CONTEO

es deci®™ sea mayor qué0°®. Ahora bien,
2 =256 = 22.4>10°, = 219>10° = 2¥>10° = 22'=8">10°

Como&™ > 10, entonces com posiciones se logran mas de 10 millones de llaves. Dejamos
como ejercicio comprobar qu& < 1000000 (es decir que no es suficiente con 6 incisiones).
O

EJEMPLO1.21. ¢ Cuantos nUmeros de 5 digitos capictas hay?

SOLUCION. Cada numero sera de la formgzuv, conz = v ey = u, es decir que de
la formazyzyx. Tenemos que, z toman valores ef0, 1,...,9} y z en{1,...,9}. Luego la

cantidad de nUmeros capiclas de 5 digito$ €K)? = 900. OJ

SeaF;(A, B) el conjunto de todas las funciones inyectivasiden B y F,,(A, B) el conjunto
de todas las funciones biyectivas deen B, donde|A| = n'y |B| = m. Ya hemos visto que si

n > m entoncesF;(A, B)| = 0. Supongamos ahora que< m. Entonces vale lo siguiente:
TEOREMA 1.22. SeanA = {ay,...,a,}, B ={b1,...,bn}, conn < m. Entonces

A B)| = mlm = 1) (=04 1) = s

dondem! =m(m —1)----2-1.

PRUEBA. La siguiente demostracion no es tan rigurosa como otit@siares, pero por otro
lado los pasos en la demostracion son similares a los qugusensen una aplicacion practica.
Si f : A — B es una funcion inyectiva, entoncéu, ) tiene como posibles valoresbg, bo,
..., by, 0 seam posibilidades. Ahora, fijadg(a, ), hay(m — 1) posibles valores parf(a,) ya
que debe ser distinto ). Luego haymn - (m — 1) valores posibles para el pgf(a, ), f(a2)).

Fijos f(a1) Y f(az) hay(m — 2) posibles valores parf(as):

flas) € B={f(a), f(az2)}.
Asi sucesivamente. fijado§a;), f(az2), ...f(a,—1) haym — (n — 1) posibles valores para
S(an):
flan) € B—={f(a1), f(az), ..., fan-1)}.
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Luego
m)

FA,B)| = m(m — 1)(m—2)...(m— (n—1)) =

Y

(m —mn)!

y este es el nUmero de funciones inyectivas distintas. O
EJERCICIO1.3. Demuestre el teorema 1.22 aplicando el principio dedoidn.

EJERCICIO1.4. ¢ Cuantas banderas distintas se pueden hacer de 3 bantikzales con los

colores rojo, blanco, azul y verde, si no puede haber dosasaghel mismo color?

SOLUCION. En este caso debemos determinar el nimero de aplicadinyesgivas de un

conjunto de 3 elementos (bandas) en un conjunto de 4 elem@utores):

4! 4!

=y
(4—3) 1

| 7i({1,2, 3}, {rojo, blanco, azul, verdg| =

Y

luego pueden hacerdébanderas diferentes. O
COROLARIO 1.23. Sin = m se tiene que eltmero de funciones biyectivas deen B es
| Fo(A,B)l =m(m—1)...3-2-1=ml
Recordemos del Ejemplo 1.4 qu&,({1,2,3},{1,2,3})|=3-2=6.

EJEMPLO 1.24. Si en un bmnibus hay 10 asientos vacios, ¢de cuaraasras pueden

sentarse 7 personas?

RESPUESTA Debemos calcular el nimero de funciones inyectivas queldain conjunto

de 7 elementos (personas) en uno de 10 elementos (asidtdtisgs:

10!
F; N TR (ST =—7 = =10-9...5-4 = 604800.
| Fi({p1 prt{a aio})] (10— 7)!

O

Si A es un conjunto de cardinak, unaseleccbn ordenadade n elementos del es una

funcion inyectivaf : [1,n] — A.
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DEFINICION 1.25. Unarreglo den objetos tomados de un conjunto deobjetos es una
seleccionordenadade n objetos entre losn dados. Sin = m el arreglo se llama también
permutacbn de {1, ..., m}. Equivalentemente, una permutacion es una funcion bigede
{1,...,m}en{l,...,m}.

EJEMPLO1.26. Sead = {a, b, ¢, d}. Entoncega, b, ¢), (b,a,c) Y (b, c,a) son 3 arreglos

distintos de 3 elementos tomados de un conjunto de 4 elemento

Dar un arreglo de: objetos tomados de un conjuntondeobjetos es equivalente a elegir una
funcibn inyectiva de un conjunto de cardinaén otro de cardinatb:. Por lo tanto, la cantidad
de arreglos de este tipo es igual al nUmero de funcionestings de{1, ..., n} — {1,...,m},
es decir,(mnj!n)! .
EJEMPLO 1.27. Las permutaciones del conjunbo= {x, y, z} son(z,vy, 2), (x, z,y),

(y, 7, 2), (y,2,2), (z,2,9), (2,9, 7).

Se denota poA(n, m) al conjunto de los arreglos deelementos tomados de un conjunto
dem elementos y poP,, al conjunto de permutaciones deelementos. Si dejamos a un lado
el orden y seleccionamos objetos de entrelados se tiene uneombinacbn. Se denota al

conjunto de combinaciones p6f(n, m).

EJEmMPLO 1.28. Una lista de todos los subconjuntos de 3 elementos agurdo
{1,2,3,4,5} es la siguiente:

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5},
{3,4,5}.

En cuanto a las cardinalidades, tenemo$,ssin < m,

|A(n,m)| = m(m—l)...(m—n+1):(m#!n)!,
Pm| = [A(m,m)| =m!
C(n,m) |A(n,m)| m!

Pl nl(m—n)
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Se define ehlmero combinatori@omo

()= s =

Por convencion se tomd = 1, de donde se tiené?) := 1 para todom € Ny. Segun aca-
bamos de ver(m> representa el nUmero total de subconjuntos é&ementos de un conjunto
n
5! 5-4

de m elementos. En el caso particutar = 5,n = 3 tenemos(m) = 21 = T = 10,
n 194

coincidentemente con lo hallado en el ejemplo anterior.
Se tienen las siguientes propiedades de los niUmeros catohos:

TEOREMA 1.29. Seam natural. Entonces

0 (T) = m.
(i) SI0<n<m entonces(rg) = <mﬂj n)

(i) Silgngmentonces< mn )+(m) = (m+1).
n—1 n n

(iv) Eltotal de subconjuntos de un conjuntordeslementos €8™. El total de subconjuntos

den elementos de un conjunto deelementos e§™). En particular,

> ()=

n=0

PRUEBA. (i)
m\ m! B
<1) T Um—1n

(i) Se sigue de la definicion dg”).
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(iii) Se tiene

® (nﬂj 1) N (7:) B 1)!(:3!—% o n!(mmi ol
'<n+(m—n+1)) (m + 1)! :<m—i—1)

nl(m —n+1)! _n!(m—l—l—n)! n

(iv) Ya hemos visto en la Proposicion 1.18 q@&({1,...,m})| = 2™. Veamos una prueba
diferente de este hecho, por induccioén.

Sim = 1, entoncesP({1}) = {0,{1}}; luego|P({1})| = 2 = 2'. Si la proposicion es
verdadera para un ciertg veamos que también se cumple para 1.

Dividimos los subconjuntosdg, 2, ..., k, k+1} en dos tipos: los que no contienen como
elemento & + 1y los que si lo contienen. S$i es un subconjunto que no tiené a 1 como
elemento, entonces es un subconjuntd¢de2, ..., k}; siY contiene &+ 1 entonces es union
de un subconjunto dgl, 2, ..., k}y {k+ 1}. Por hipotesis inductiva, ha} subconjuntos de
{1, 2, ..., k}, por lo tanto:

P{1,....k+1})| = 2F42F =2~

Por lo tanto|P({1, ..., m})| = 2™ para todan natural.
En particular, siA| = m, entoncesP(A) se expresa como la union del todos los subcon-

juntos deA den elementos, con variando entre O yn, 0 sea:

P({ay,...,am}) = U{ subconjuntos de elementos,

n=0

como dicha union es disjunta tenemos que

|P(A)| = Z |{ subconjuntos de elemento}| = Z (m)’

n=0 n=0 n

luego

EJEMPLO 1.30.
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56.

8 8:7-6-5-4-3-2.1  8-7-6
1_ pr— p— pr—
3] (5-4-3-2-1)(1-2-3) 1-2-3

£ ()+()-()- ()53
s (o)« () =re0=7=())

Los siguientes ejercicios han sido extraidos del libro d&éntile,Notas deAlgebra
EJERCICIOL.5. Hallarn tal que3 (%) = 5(".").

SoLUCION. Planteamos la ecuacion
n! . (n=1)!

34!(n —4)! " 75l(n—6)!

Esta ecuacion tiene sentido sblo para 6. Bajo esta hipotesis, podemos dividir ambos miem-

bros por(n — 1)! y multiplicar por(n — 4)!:

5 n!  (n—4)!
-1~ (n—6)
n!
dedonderesulta 3n = n®>—9n+20

n*—12n+20 = 0.
Las raices de la ecuacion son= 2y n = 10. La solucion al problema es entonees- 10, ya
que paran = 2 el nUimero combinatorioéz) no tiene sentido. O
EJERCICIOL.6. ¢ Cuantos equipos de futbol se pueden formar con BE8iqugs?

SoLUcCION. Considerando que para formar un equipo de fltbol se rtaceki jugadores,

la cantidad de equipos posibles es igual al nUmero comtrina(t}f). O

EJERCICIOL.7. ¢ Cuantos equipos de futbol se pueden formar con kargd defensores,

4 mediocampistas y 2 atacantes si hay 3 arqueros, 6 defepSonediocampistas y 4 atacantes.
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SoLuclON. Hay (%) maneras de elegir un arquero, por cada una de estas elechay(é)
maneras de elegir un defensor, y asi sucesivamente. Luegste caso la cantidad de equipos

posibles que se pueden formar es:

(DO ) oo

EJERCICIO1.8. ¢ Cuantas lineas hay en el plano determinadas porrmt@spuoo alineados

de a 3?

O

PRUEBA. Respuesta: Si no hay tres puntos alineados, entonces dusspualesquiera

. o , - 10 10-9
determinan una Unica recta. Luego el nUmero de rectast@sles( 5 ) =—5 = 45. O

EJERCICIO1.9. ¢ Cuantos paralelogramos determinados por 8 reatalelas y 6 paralelas

(no paralelas a las anteriores)?

, 6
SoLUCION. Por cada par de rectas que se toman de las 8 paralel 2h ynaneras de

elegir dos rectas paralelas entre las otras 6. Luego ladzahtle paralelogramos determinados

8\ (6 28-30
=28-15= —— =14 -30 = 420.
(2)(2) 8-15 5 30 0

es:

O

EJerciICcI01.10. ¢ Cuantas palabras distintas se pueden formar ctetrias de la palabra

neuqueralterando el orden de las letras?

SoLUCION. Calculemos primero cuantas palabras se pueden formdagmalabramana
Esto es exactamente el nUmero de permutaciones de un tmdpid letras, o sed.

Si ahora pensamos en la palaln@anotenemos una letra (la letra o) repetida. Luego el
namero de palabras distintas es el nUmero de permutacim@n conjunto de 4 elementos
dividido por el nUmero de permutaciones de un conjunto die@entos (pues al permutar las

. . . 4!
dos letras “0” iguales se obtiene la misma palabra) Oés'ea:
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. - 7!
En cuanto a la palabnaeuquenla cantidad de palabras dlstlntas% = 630, puesto
quen, e y u Se repiten cada uriaveces. O

EJeErcicIO 1.11. ¢Cuantos numeros distintos se pueden formar cordigitos de
11122333457

SoLuUCION. Por un razonamiento analogo al del ejercicio anterior hay

10!

312131 nUmeros distintas

EJERCICIO1.12. ¢ Cuantos nUmeros distintos de 7 cifras se puederafaon los digitos
de 11222007

SoLUcCION. Debemos contar so6lo los que empiezan con 1 6 2. NUmerdsaifeas que
) 6! . ) 6!
empiecen con 1 ha = 60, y nUmeros de 7 cifras que empiecen con 2 =90. En
P 121 y a P 2' o]
total son60 + 90 = 150 cifras. O

EJERCICIO1.13. (i) ¢ Cuantos comités distintos posibles de 3 pasee pueden for-
mar, si hay 5 hombres y 4 mujeres?

(i) ¢ Cuantos de estos comités tienen al menos una mujer?

SOLUCION. (i) La cantidad total de personas4s- 5 = 9. Luego se pueden formar
comités distintos.
(i) A la cantidad total de comités posibles debemos réstarcantidad de comités que se

D)
pueden formar con hombres solamente, es (<egc> Luego la respuesta es

9 d 9-8-7 5-4-3
(3) (3) 123 T.2.3 o4 10=7
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EJERCICIO1.14. ¢ En cuantas disposiciones distintas se puedem 8g#esonas alrededor

de una mesa circular?

SoLUcCION. Acordamos que una disposicion es diferente de otra sidsigipnes relativas
de las personas cambian; es decir, si alguna de las persemasih comparnero diferente a su
derecha (o lo que es lo mismo, alguna persona tiene un cargdiferente a la izquierda).
Asi, si todos cambian de silla rotando uno o mas lugaretisfzosicion sigue siendo misma.

Luego al nUmero total de distribuciones de 8 personas elta8 diebemos dividirlo por el
namero de rotaciones en una ronda de 8 personas, es de8irlpego la respuesta% =T

Otra manera de resolverlo, es asumir que una de las persoada §ja en un lugar, y las
demas ocupan alguno de los 7 lugares restantes. Puestayjdsilias, hay'! formas diferentes

de sentar a las 8 personas. O

EJERCICIO1.15. Idem al ejercicio anterior, pero suponiendo que haymbres y 4 mujeres

y deben intercalarse.

EJERCICIO1.16. ¢ Cuantas banderas distintas se pueden hacer cods&hemticales rojas
y 2 blancas?

ol

RESPUESTA
EJERCICIO1.17. ¢ Cuantas lineas quedan determinadasgpamtos en el plano & puntos

de ellos (y solo estos) estan sobre una recta?

RESPUESTA La cantidad total de rectas determinadas mpopuntos es(”;). Como hay
k puntos alineados, estos pares de puntos determinan la mestaa Luego debemos restar

(’“) — 1. El nUmero total de lineas es entonces

| ) ()
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EJERCICIO1.18. De 20 naturales consecutivos, ¢,cuantos pares) pueden formarse tal

gue la suma sea par (impar)? ¢ n pueden ser iguales o distintos).

EJERCICI01.19. Supongamos que Sergio tiene 12 amigos: 7 mujeres ybasy Ernesto
tiene 12 amigos, 5 mujeres y 7 varones. Ademas suponemasodienen amigos en comdn.
¢,De cuantas formas se pueden invitar 6 mujeres y 6 varonesde que haya 6 amigos de

cada uno?

EJERCICIO 1.20. ¢En cuantas formas se pueden disponer en una linea t@blero de

ajedrez las piezas grandes (0 sea, todas menos los peones)?

SoLuclON. Usemos la notacion T: torre, C: caballo, A: alfil, D: damarey; luego hay que
encontrar todas las disposiciones distintas de estasspiesta se puede pensar como el nUmero
de palabras distintas que se pueden formar alterando el deléas letras de TCADRACT, y

este nUmero es
8!

202121

L.

EJEMPLO1.31. En el juego dgldkerse tienen una cantidad= 4k cartas. Si por ejemplo
n = 32 entonces: = 8,y se juega con los ase§ la K, la@, laJ, 10,9, 8y 7. Se reparten 5

cartas a cada jugador.

(a) ¢Cuantas manos posibles hay? Es decir, ¢ cuantasnamianies distintas de 5 cartas
hay si no se tiene en cuenta el orden en que aparecen?

(b) Unpobkerse forma juntando 4 cartas del mismo valor; por ejemplo lkepde Ases se
obtiene juntando 4 ases y una carta diferente. ¢ Cuantasrasamay de formar poker
de ases? ¢ Cuantas formas hay de formar poker?

(c) Unfull de ases y reyese obtiene con 3 ases y 2 reyesfulhde reyes y asese forma
con 3 reyes y dos ases. ¢, Cuantas maneras hay de formar#skkse reyes? ¢ Cuantas

maneras hay de formar algun full?
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(d) Se tienecolor si en una mano se tienen las 5 cartas del mismo palo. ¢ Cuaatesas
hay de tener color?
(e) ¢Cuantas maneras hay de tener la Escaleralo, J, Q? ¢ Cuantas maneras hay de

tener una Escalera?

SOLUCION. (a) Debemos calcular el nUmero de maneras de tomar 5 cerias gru-
po den cartas, este nimero €%).

(b) Sitenemos 5 cartas y 4 de ellas son ases, quedad posibilidades para la quinta
carta restante. Luego hay— 4 maneras de formar un poker de ases. Sia 4 lo
multiplicamos por la cantidad de valores distintos de latasade un mismo palo, es
decir pork, obtenemos la cantidad total de poker distintos que poddormar; es
decir(n —4).k = (ni%)n

(c) Hay (g) maneras distintas de elegir 3 ases de un conjuntbases. Por cada una de

estas ha;(;*) maneras distintas de elegir 2 reyes. Luego hay

4\ (4
3/ \2
maneras de formar un full de ases y reyes. Para calcular taladrtotal de fulls hay

que multiplicar por todos los arreglos posiblesidelementos tomados de a 2. Esto es

todas las formas de elegir dos cartas distifitas:, ) para formar un full de; y c,. El

oo ()

(d) Dada una escalera, por ejemplo 8, 9, 1§, Q, podemos elegir 4 palos distintos para

resultado es

el 8, 4 para el 9, 4 para el 10, y asi sucesivamente. Luegd®hescaleras de 8, 9, 10,
Jy Q. Dejamos como ejercicio calcular cuantas escaleras lgssike pueden formar.
0

EJERCICIO1.21. Se define larobabilidadde un evento por medio de la formyla= £,
dondeF denota el total de casos favorable® el total de casos posibles.

Paran = 28 y n = 32, calcular las probabilidades de obtener pbker, full y colo
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2. Formula del binomio

A continuacion obtendremos una formula para calcularoigmpcia entera de un binomio.

Sabemos que:

(a+b)? = a®+2ab+ b

(a+b)?® = (a+b)*(a+b)=d®+3a*b+ 3ab® + b’

Para una potencia, tenemos que

n

(a+b)"=(a+b) (a+b)...(a+b)=]](a+0).

i=1

Probaremos que esta potencia del binomio puede escrilminse atna sumatoria

n
E Ck&k:bnsz’
k=0

donde el coeficientg, es igual al nUmero de maneras distintas en que se puedanidiagtores

iguales a (y por lo tanton — k factores iguales 8). Es decir que;, = (Z)

TEOREMA 2.1. Sia y b son mumeros reales y € N, entonces
9) (a+b)" = i ") akorh
f :
k=0
PRUEBA. Elteorema es cierto para= 1. Si vale para un cierto natural entonces

(a+b)"" = (a+b)"-(a+b)=(a+b)"-a+(a+b)" b

n

_ i (Z) aFHipn—k 4 Z (Z) akpnti—k

k=0 k=0
n—1 n

- <Z> Aty <Z’) AP D= (k1) (g’) EE Y (Z) akpln =k
k=0 k=1

n+1\ . n—+1 & n n _
_ n bn—{—l kb(n—l—l) k'
O L S G N (R )X
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Usando las propiedades de nUmeros combinatorios vistasBorema 1.29, concluimos

que
n+1
n+1
b n+l __ k:anrlsz
O S (i TS
k=0
como queriamos probar. Por lo tanto el teorema es ciertotpdon natural. O

Del teorema del binomio se obtiene una nueva demostra@bsiguiente resultado cono-

cido.
COROLARIO 2.2. |[P({x1,...,xn}| = 2™

PRUEBA. Puesto que en un conjunto de cardindiay (Z) subconjuntos dé elementos,

usando el principio de adicion y la féormula (9), tenemos qu

Pl =3 () = ey =2

k=0
0
COROLARIO 2.3.
J— k n —
> (1) (k) = 0.
k=0
PRUEBA. Se deduce de la formula del binomio (9), tomande —1y b = 1. O

COROLARIO 2.4.

EJERCICIO2.1. Considerando al nUmero combinat((l’jg como el nUmero de subconjun-

tos den elementos de un conjunto deelementos, explique la identidad

()G =00)
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EJERCICIO2.2. Usando quél + z)™(1 + z)" = (1 + z)™*™, concluya que

B RO RGN R TR

EJERCICIO2.3. En el juego del truco calcular:

(i) nUmero total de manos de 3 cartas posibles,
(i) nGmero total de modos de tener 33,
(iif) nimero total de modos de tener A de espadas,

(iv) nUmero total de modos de tener A de espadas y un 3.
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CAPIiTULO 3
Divisibilidad
1. Los nimeros enteros

En este capitulo desarrollaremos los temas referidosrglioto de los nUmeros enteros,
al cual denotaremos cdir Estos temas incluyen el concepto de divisibilidad, el afigm de
la division, el desarrollos-adico de un nimero entero, la nocion de maximo comarisali
y minimo comdn multiplo, nUmeros primos y factorizatj’y el Teorema Fundamental de la
Aritmética.

Comenzamos entonces con la definicion del conjdrtomo el conjunto formado por todos

los nUmeros naturales, sus opuestos y el cero.
DEFINICION 1.1. Se define el conjunto de niimeros ent&a®mo
Z=NU{0}U-N.
donde—N = {—n |n € N}. Vemos queN = {z € Z | = > 0}.

La siguiente proposicion asegura que el conjunto de nésnenteros es cerrado para la
suma, el producto y la diferencia, y que los Gnicos nimentsros que tienen inverso multipli-

cativo son los numerosy —1.

PROPOSICDN 1.2.
(i) Sia,be Zentoncess+beZ,a-beZya—>bel,

a=b=1
(i) Sia,b € Zentonces, -b=1siy Dlosi 0]
a=b=-1

61
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PRUEBA. (i) Seana, b € Z. Sia 'y b son nUmeros naturales ya hemos visto en la Proposicion
3.11quen + b € N.

Siayb e —N entonces-a, —b € N. Luego(—a) + (—b) = —(a + b) € N, es decir que
a+be —N. Porlotanto + b € Z.

Sia € Nyb e —Nentonces. + b = a — (—b). Luego sia > —b entonces: — (—b) € Ny
sia < —bentonces: + b = —(—a — b) € —N. Sia = —b entonces:. + b = 0. En cualquiera

de los casos; + b € Z.

Sia,b e Nentonces,-b € N. Si—ay —b € Nentonces,-b = (—a)(—b) e N.Si—a e N
yb e Nentonces-b = —(—a)-b=—((—a)-b),luegoa-b € —N. Sia = 00b = 0 entonces

a - b = 0. En cualquiera de los casas; b € Z.

Por Gltimo, sia, b € Z, entonces-b € Z. Luego, coma: — b = a + (—b) se deduce de la

primera parte que — b € Z.

(i) Sia-b=1ya,bpertenecen & entonces = 1y b = 1, de lo contrario ocurriria - b > 1.
Sia<0yb<0,ya-b=1entonce§—a)-(—b) =a-b=1.Luego—a =1y —-b=1,es
decir,a =b = —1.
Ya hemos visto en el item (i) que @iy b tienen distinto signo entonces b € —N, por lo

gue no se puede dar- b = 1. Por otro lado, tampoco puede se+ 00b = 0. O

Siay b son dos nUmeros realespy# 0, podemos escribid = b - (a - b=1), siendoa - b+
un nimero real. Es decir, 8] b € R, y b # 0, entonces existe € R tal quea = b - c.

Si ahora nos restringimos al conjunto de los nUmeros esitenatonces ya no podemos
asegurar que para cualquier pam € Z, se cumple que - b~! sea un nimero entero. En los
casos en que sea cierto, diremos §ukvide aa 0 queb es un divisor de.. Precisamos esto en

la siguiente definicion.

DEFINICION 1.3. Seam, b € Z, b # 0. Decimos qué divide aa y denotamos | a si existe

c € Ztalquea =b-c.
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El siguiente lema enuncia algunas propiedades basicasidibitidad.

LEMA 1.4

(i) Paracadar € Z, 1 | z. Para cadar # 0, x | .
(i) Sia|byb|centonces | c.
(i) Sia|(b+c)yalbd, entonces | c.

(iv) Sia|bya|centonces |b+cya|b—c.

PRUEBA. (i) Esclaro,dadoque =1-z,yx =z -1 paratodor € Z.
(i) Seanr, s enteros tal que = r - by b = s - a. Entonces

c=r-b=r-(s-a)=(r-s)-a yporlotantoa | c

(i) Seans,t € Ztalqueb+c=a-syb=a-t. Entonces
c=a-s—b=a-(s—1). Luegoa | ¢

(iv) Seans,t € Ztalqueb=a-syc=a-t. Entonced + c=a- (s +t), luegoa | b + c.

De manera analoga se puede probarqué — c. O

2. Algoritmo de la division

Como lo hemos comentado anteriormente, dados dos nUmet@®®: y b, no siempre
ocurre que: | b. Por ejemplo, 5 no divide a 33, y 3 no divide a 13. Esto es, sigqnes repartir
equitativamente 33 objetos entre 5 personas entoncesrposdr@arle 6 objetos a cada uno y

sobraran 3. Luego podemos escribir:
33=5-6+3, 0<3<5.

Aqui el nUmerad se llama etesto de la divisithde 33 por 5.
Este ejemplo expresa un hecho general. Dados dos nUmegrésbh > 0, existe un Unico

nimero entero no negativocon la propiedad qué < r» < by queb | (a — r).
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TEOREMA 2.1. Searu, b € Z, b > 0, entonces existen entergy r tales que
a=b-q+r, con 0<r<hb.
Adends,q y r sonlnicos con esta propiedad, es decir, si
a=bg+r, a=0bd+r', con0<rr' <b
entonceg =q¢' yr =r'.

Dadosa, b, g y r como en el teorema, los nUmergs/ r son llamados respectivamente,

cocientey restode la division de: porb. Notemos que cuandodivide aa, se tiene: = 0.

PRUEBA. Seaa > 0. Sea

H={heN]|hb>a}.

H no es vacio pue& + 1).b > a, es decir(a + 1) € H . Por el principio de buena ordenacion

H tiene un primer elementa, € H. En particulathy, — 1 ¢ H. Esto significa que
(20) b.(hg — 1) < a < b.hy.

Seaq = hg — 1. Restando a cada miembro de la desigualdad (10) el térbnjienemos que
0<a-—bg<b Llamamos = a — b.q.

Sia < 0, entonces-a > 0. Luego existery y r tales que
—a=bq+r, 0<r<hb.
Sir = 0 entonces: = b.(—q) + 0. Sir > 0 tenemos que
a=0b(—q)—r=0(—q¢g—1)+(b—r), 0<b—r<b.

Es decir, siac < 0, entonces el resto de la division depor b esb — r, siendor el resto de la
division de—a porb.

Sia = 0 entonces =b -0+ 0.
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Hemos probado entonces que dadgs enteros, com > 0, existen enterogy r tales que
a=bq+ry0<r<b Veamos que Yy r son Unicos con esa propiedad. Supongamoggue

v, q,q,ryr satisfacen:
a = bqg+r 0<r<b
a = bqg +1r 0<r,r<beconr <r.

Entonces) = b.(¢ — ¢') + (r — ). Sabemos que < (r — ') < by quer — ' = b(¢' — q);
luegoq’ — ¢ debe ser un natural@ — ¢ = 0. En el primer caso se tiene que- ' > b, lo cual

es absurdo. Luego debe g€k ¢ y en consecuencia= r'. O
EJEMPLO2.2. Calcular el cociente y el resto de la division de 4231 7o

SOLUCION.

4231 =7 604 + 3,

luegog = 604y r = 3. 0
EJEMPLO 2.3. Calcular el cociente y el resto de la division de 19 ppidé —19 por 6.

SOLUCION.
19 = 3.-64+1, ¢g=3,r=1,
19 = (=3)-6-1=(-3)-6—6+6—1=(—4)-6+5,

q=—4, r=>5.

3. Desarrollos en basé, (b > 2)

El algoritmo de la division es Util para encontrar desdosoen distintas bases de un nimero
a natural. Usualmente se utiliza el desarrollo en base 10eseptandose cada numero natural

por medio de un conjunto d& simbolos:

{0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8, 9}.
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En este sistema, el siguiente de 1 es 2, el siguiente de 2 eas3 sycesivamente hasta el 9.
Para denotar al siguiente del 9 reemplazamos el 9 por el Oripesos un 1 a la izquierda,

luego el siguiente del 9 es el '10’. Al 10 le siguen 11, 12, 13,y. el siguiente de 19 se obtiene
cambiando el 9 por el 0 y sumando 1 al anterior: se obtienelagimero 20. Notemos que si

un naturak: tiene la escritura
apQi_1 . ..a10g,
significa que
n=ag+ay 10+ ay- 10>+ -+« + a,10".

Si utilizamos un conjunto diessimbolos, y representamos de manera analoga a los némero
naturales, se dice que se usa un sistema dehdar ejemplo, en un sistema de bdsee
utilizan 4 simbolos: 0, 1, 2 y 3. El siguiente de 1 es 2, eligigie de 2 es 3y el siguiente de 3

es 10. Luego el nUumesieteen base 4 se representa 13, o tambié),. Es decir,
Tio = 134 otambién 7 =13,.

Si no se coloca el subindice se sobreentiende que se esthaxglo en base 10. Para encontrar
el desarrollo en basede un nUmero natural usamos el algoritmo de la divisibiddwndo su-
cesivamente por potencias @d>or ejemplo, supongamos que queremos encontrar el désarro
en base 2 de 13:

13 = 1-2245, g3 =1

5 = 1-22+41, e =1

1 =0-2'+1, =0

1 = 1:2°40, ¢=1
Afirmamos que la expresion en sistema binario de 13 es 1IDé&fdeto,
13=1-224+5=1-2241-2241=1-2°4+1-2240-22°+1=1-2°+1-22+0-22 +1-2°.

Este mismo procedimiento se efectlia para la expresiom aéimneroe € N cualquiera en una
base), b > 2.
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EJERCICIO3.1. Hallar la expresion del nUmero 53 en base 2 y en base 3.

EJERCICI03.2. ¢ Cbmo averiguar un numero de teléfono de 5 cifrapoeguntas que solo

se responden por si 0 no, haciendo el menor nUmero de peegposible?

EJERCICIO3.3.

1. Escribir el nUmero 1996 en las bases 2,5y 11.

2. Expresar el nUmer@!165); en base 10.

4. Maximo comin divisor

DEFINICION 4.1. Dados, b € Z, conb # 0, decimos quel esel maximo coniin divisor
(MCD) deaybsid € Ny ademas

(i) d|a,d|b,
(i) Sic|ayc|b, entonceg | d.
EJEMPLO4.2. Calculemos ehaximo conan divisorentre 48y 72.

SOLUCION. Observemos que

A8 =24 -2 72 =36 -2
48 =16 -3 72=124-3
48 =124 72 =184
418 = 8-6 72=12-6
48 = 6-8 72=9-8
48 =412 72=6-12
48 =224 72 =324,

luego 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 son divisores comunes de 48 y #jgdivisor comln divide a

24. Luego 24 es un maximo comun divisor de 48y 72. O
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NOTA 4.1. Siexiste el MCD de y deb entonces es Unico, puesdsiy d; son MCD dez y
b, entoncesl;, | dy Yy ds | dy. Luego:
dy = dy.c = (dy.d').c = dy.(d¢),

por lo tantod = ¢ = 16 ¢ = ¢ = —1. ¢ no puede ser1 puesd; y d, son positivos, luego
dl = dg.
Como prueba alternativa, vemos géie| d, implicad; < dy y dy | dy implicad, < dy,

luego, ambas en conjunto implican qlie= d,.

TEOREMA 4.3. Dadosa, b € Z, no simulaneamente nulos, existe Unico mimerod € N
gue satisface las condiciones (i) y (ii) de la Defibiti4.1. Se llam&l maximo coman divisor
deayby sedenota = (a,b) od = MCD(a,b).

PRUEBA. Podemos suponer que# (. Para probar este teorema usamos un algoritmo
debido a Euclides (300 AC) que también permite hghab). La idea es que, $i> 0, entonces
existeng; y r; tales que

a=b-q +nr 0<ry<hb.
Siry # 0 dividimos ab porr;:
b=1r1-qa+ 1 0<ry<ry.
Nuevamente, si, # 0 dividimosr, porry:
rL="Ty q3+ 13 0<rs<r
Comor; > ry > r3..., eventualmente tendremes = 0 para algim, esto es, llegaremos a la
situacion
Theg = Tn-2° Qn-1+ Tn_1, 0<r, 1 <rp_9
Tn—2 = Tn-1"Qn-

Luegor, i | r,_2. Esto implica quer,_; | r,_3. Comor, 1 | rn_2 Y 71 | 73 €Ntonces
Tn_1 | Tn_4. ASi siguiendo concluiremos que_; divide ar, y r,,_; divide ab, y por lo tanto

Tno1| @.
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Luegor,_; es divisor dex y de b. Veamos entonces que sies un divisor dex y de b
entonces: | r,_1.

Invirtiendo el razonamiento observamos que sz y ¢ | b entonces: | 1. Sic| by c | r;
entonces | r,. Sic | r Yy ¢ | o entonces | rs. Siguiendo asi sucesivamente, concluiremos que
¢|rn—1.Luegosic|ayc|bentonces |r, ;. Luegor,_; = (a,b).

Esto prueba la existencia del maximo comun divisor. Laidiad ya ha sido probada. (ver
la Nota 4.1).

Sib < 0 el calculo de(a, b) se hace igual entrey —b, puesto quéa, —b) = (a, b). O

EJeEMPLO4.4. Calcular el maximo comun divisor entrgy b siendoa = 2406 y b = 654.

SOLUCION.
2406 = 654-3+444

654 = 444-1+ 210

444 = 210-2+424

210 = 24-8+418
24 = 18-1+[6]
18 = 6-3+0

luego(2406, 654) = 6. O

NoTA 4.2. (@) Sia =0y b # 0, entonces = (0,b) = b.
(b) Sic|ayc|b, entonces < (a,b).

DEFINICION 4.5. Dos nimeros enterasy b, no simultaneamente igualesiase dicen

coprimossi (a, b) = 1.

Por ejemplo(15,26) = 1 luego 15y 26 son coprimos$l4, 35) = 7, luego 14 y 35 no son

coprimos. Notemos que 1 es coprimo con todos los enteros.

TEOREMA 4.6. Dadosa, b € Z, b # 0, existens, t € Z tales quesa + tb = (a, b). Se dice

que(a, b) es combinadn lineal entera de y b.
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PRUEBA. Suponemos > 0y aplicamos el algoritmo de Euclides. Vemos del Teorema 2.1
que
Tno1 = (a,b) =1p_3 — ThoGn—1 = 1.7_3 + (—Gn-1)Tn—2.
Luego(a, b) se puede escribir como combinacion lineal entera,de y r,,_». Reemplazando

Tn_o POrT,_4 — Tn_3¢,_2 ll€EgAamos a

((l, b) - ]-‘Tn—?) - (Tn—4 - Tn—3qn—2)Q7z—1 - (1 + QR—2QR—1)T7L—3 — 4n—-1Tn—4,

es decir quéa, b) es una combinacion lineal entrg 3 y r,, 4. Reemplazando#a, 3 por
Tn—s5 — Tn—4.qn-3

podemos escribir i, b) en términos de,,_, y ,,_5. Asi siguiendo llegaremos a escribifa b)

como una combinacion lineal enteradg b. O

EJEMPLO4.7. Hemos visto en el Ejemplo 4.4 q(#06, 654) = 6. Veamos qué se puede
escribir como una combinacion lineal entre 2406 y 654.
SOLUCION.
6 = 24—-18-1
=18
——t—
= 24—(210—24~8)-1
= 24-9—210.
=24
———
6 = (444—210-2)~9—210:444-9—210-19
=210
——N—
= 444-9 — (654 — 444 -1)-19
6 = 444-28 —654-19

=444

~

— (2406 — 3 - 654)-28 — 654 - 19
6 = 240628 + 654.(—103)

luegos = 28 y t = —103. Observemos que 444, 210, 24 y 18 son los sucesivos restaeque

obtuvieron en el Ejemplo 4.4. O
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De este teorema se deduce facilmente el siguiente carplari
COROLARIO 4.8. Si(a,b) = 1 entonces existes) t € Z tales quesa + tb = 1.
EJEMPLO4.9. Vemos qué9,32) = 1.y (—=7)-9+2-32= —63 + 64 = 1.

NOTA 4.3. El reciproco del Corolario 4.8 también es cierto. Esiil si existen enterosy

t tales ques.a + t.b = 1 entonces: y b son coprimos.

EJERCICIO4.1. Probar que i,b € Z,a # 0,b # 0 entonces( oL (abb)) = 1.

5. NUmeros primos

DEFINICION 5.1. Sip € Z entonce® se dice umimero primosi p # +1 y si p admite

como Unicos divisores &1y +p.
EJEMPLO5.2. 2 es primo.

SoLUCION. Pues supongamos q@e= c.d,c,d € N. Sic # 1,d # 1 entonces: > 2y
d>2.Luego2 =c.d>2-2=4> 2. Estoes absurdo. Luego=106d = 1.

Si2 =cd, ¢, d e —N, entonce® = (—c¢)(—d), —¢, —d € N. Luego—c =106 —d = 1,
equivalentemente= —1yd=-206d=—-1yc= —2. O

EJEMPLO 5.3. 0 no es primo pues todo enterg m # 0 divide a 0. Esto eq) = m,0,
Vm € Z.

EJERCICIO5.1. Pruebe quay 5 son nimeros primos.

LEMA 5.4. Seap € Z. Sip es primo, cada vez quedivide a un producta.b de enterosp

divide necesariamente a uno de ellos. HEnlslos
plab=plabdp]|b.

PRUEBA. Podemos suponer > 0. Supongamos que| a.b, a y b enteros. Sp | a queda
demostrado, supongamos entoncesguedividea az. Entonce® y a son coprimos y podemos
escribir

l=ra+sp
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para ciertos enterasy s. Multiplicando ambos miembros pérobtenemos
b=r.ab+ s.p.b.

Comop | a.by p | p tenemos que divide al segundo miembro de la igualdad, y por lo tanto al

primero, es decir qug | b. O

El lema anterior se puede generalizar para un productofdetores:

LEMA 5.5. Sip es primo yp divide a un producto de enteres.as, . . . a,, entonce® | a;,
paraalginyj, 1 < j < n.

Sipy g son primos positivos y|q entonce® = q.

PRUEBA. Probaremos este lema haciendo induccion sobre el nudeefactoresn. Si
n = 1 es claro:p | a;. Supongamos que el teorema se cumple para k, es decir: sip
divide a un producto dé factores entonces divide a alguno de ellos. Entoncespdiivide a
(ay.ay . . .ax)ags1, por el Lema 5.4 sabemos qpe (a;.as . ..a;) 6 p | ary1. En el primer caso
y por hipotesis inductiva sabemos quelivide a algne;, 1 < j < k. Sip no divide a este
producto de: factores, entonces| ax. 1. En cualquiera de los casos vemos gukvide a algin
a;, 1 <j<k+1.

La segunda afirmacion es consecuencia directa de la primera O

El Teorema Fundamental de la Aritmética enuncia que tashoerd entero, distinto dé 1
y —1, se factoriza como producto de un numero finito de primognas, bajo ciertas hipotesis

gue precisamos en el teorema, esa factorizacion es Unica.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA . Seam € Z, m # 0, m # 1y m #
—1. Entoncesn se factoriza como producto de primos positiyesps, ..., p. de una de las

siguientes formas:
T T
m=]lp 0 m=-]]n
j=1 j=1

y esta factorizacion es Unica salvo por el orden de lo®fast
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PRUEBA. Primero veremos la existencia de una tal factorizacionegd probaremos la
unicidad. En primer lugar, sk €s un nUmero primo, entoncesadmite una tal factorizacion. En
segundo lugar, probemos que todo nUmero entero positipoimo se factoriza como producto
de dos o mas numeros primos.

Sea entonces € N. Sea
H ={m e N, m>1|mnoesprimoy no admite factorizacion en primos

Si H # (), entoncedd tiene primer elemento, llamémosio Luego sih € H entonces: no es
primo, por lo tantch = a.b, para ciertos naturales b cona # 1,b # 1. Luegoa < hy b < h,

lo que implicaquer ¢ Hy b ¢ H. Esto significa que y b son o bien primos o producto de
dos 0 mas primos. Luego se factorea en primos y por lo tantoZ H. Esto es un absurdo, y
por lo tantoH = 0.

Sim es un entero negativo entonces: € N, luego—m se factoriza en primos, es decir,

—m = Hpj, dondep;, ..., p, son todos primos. Luego
j=1

m = (_1)Hpj-

Veamos la unicidad de la factorizacion en primos. Suporsepnionero quen > 1 admite

dos factorizaciones como producto de primos:

mznpj y m:Hp’j.
j=1 j=1

Probaremos que estas dos factorizaciones solo puedein eifel orden de los factores. Hace-
mos induccion em siendor es el nUmero de primos en la primera factorizacion.

Es decir, consideramos la siguiente propie#dd) del nUmero naturat:

Todo naturalm que es producto deprimos tiene una factoriza@h nica en primos, salvo
alo sumo en el orden.

Sir = 1 entoncesn = p;, es decir quen es primo. Luegon = p; = szlp/j es primo,

lo que implica ques = 1y p'; = p1, y por lo tantoP(1) es verdadera.
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Si P(k) es cierto para algun naturl) probemos qué’(k + 1) también lo es. Sea entonces

m tal que
k+1

S
o=T1n =117,
j=1 j=1

El primopy., divide amy m = H;:l p';» luegop,; divide a alglry’;. Por el Lema 5.5, debe

existir unl tal quepy.., = p/;. Asi

j=1 =1 i#l
Tenemos entonces q‘%ﬁ? es producto dé primos, y siendo ciertd (k) tal factorizacion es
Unica salvo en el orden. Luego— 1 = £y los primosy’,, (j # [) difieren de los primos
p;j, 1 < j <k, alosumo en el orden. Luego= k + 1y los primosp’; difieren de los;,
1<i¢<k+1,alomasen el orden.

Hemos probado que sk € N, m > 1 entoncesn se factoriza de manera Gnica salvo
en el orden. Sin es un entero negative < —1, entonces—-m € Ny por lo que acabamos
de ver—m = []]p;, donde la factorizacion es Unica salvo a lo sumo en el ordeago

m = —[[;_, p; y la factorizacion es Gnica salvo en el orden de los fastore O
COROLARIO 1. Existe una infinidad de nUmeros primos.

PRUEBA. Razonemos por el absurdo. Supongamos que existen soorentimero finito
de primos, a sabeyfi, ..., p,,. Consideremos el nUimero natudsl = 1 + py..... Pm- COMO
N > 1, N admite un divisor prim@, el cual necesariamente es uno deggs. Luegop = p;

paral < j < m, de donde resulta qug divide aN —p;..... pm = 1, un absurdo. O

EJEMPLO 5.6. Los siguientes enunciados son corolarios del Teoramddmental de la
Aritmética:
(i) No existenm, n enteros no nulos tales que® = 15.n.
(i) 2 es irracional.

(ii) La ecuacionz? = 27 no tiene solucion entera.
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SoLuclON. Veamos (i), ((ii) y (iii) son similares). Supongamos quéstenm y n enteros
tales quem? = 15.n2. Podemos suponer que y n son positivos. Ademas, se cumple que
m > 1 puesl > 1,yn > 1 puesl5 no es un cuadrado.

Se tiene entonces que y n se factorizan de manera nica como producto de niUmeros

primos:
T S
m=][p;, n=]]v;
j=1 i=1
luego
S
mQZHp? y 15n2:3-5.Hp’?.
=1
Resulta entonces que:
T S
2
[[2=3-5]]"
j=1 i=1
Por unicidad de la factorizacion esto es imposible, pugsiglo 3 aparece en la factorizacion

dem? un nimero par de veces (teniendo en cuenta el miembro dguaida) y un nUmero

impar de veces (de acuerdo al de la derecha). O
EJERCICIO5.2. Verifique si 1531 es primo.

SoLUCION. Si1531 no es primo, entonces existe un primo menor que 1531 que iidediv
Seap el menor primo que divide #&31. Entonced 531 = p.b, conp < b. Luego

1531 =p-b y p? <p-b=1531.

Esto implica que? < 1531 < 402, y si 1531 no es primo, debe admitir un divisor primo menor

gue 40, es decir uno de los siguientes:
3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.

Haciendo los calculos necesarios puede verificarse quginande estos primos es divisor de
1531, por lo tanto 1531 es primo. O

Problema abierto¢ Hay infinitas parejas de primos de la forma. + 2? Ejemplo: 3y 5,5y 7,
29y 31,...
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EJERCICIO5.3. ¢ Existen infinitas ternas de primos de la forma + 2, n + 47?

RESPUESTA No. Sin es primo, tomemos el resto de su division por 3.

Si el resto e$ entonces | n, luegon = 30n = —3. Porlotanton+2 =5y n+4 = 70 bien
n+2=—1yn+4=1.Luego si3 divide an sblo tenemos la terna de prim@s 5, 7).

Si el resto ed entonces: es de la forma = 3k + 1. Luegon +2 =3k +3 = 3(k + 1)
yn+4 = 3k + 5. Luegon + 2 no es primo a menos que= 0 6 k = —2. No puede ser
k = 0 puesn # 1. Tampoco puede sér= —2 pues tendriamos + 4 = —1. En este caso no
obtenemos ninguna terna de primos.

Por ltimo, si el resto €8, n es de la formar = 3k 4+ 2. Luegon +2 =3k +4yn+4 =
3k+6 = 3(k+2). Luegon + 4 es primo sblo sk = —1 0 k£ = —3. No puede set = —1 pues
n # —1. Entonces: = —3y la terna de primos obtenida és7, —5, —3).

Por lo tanto las Unicas ternas de primos de la forma + 2y n + 4 son(3,5,7) y

(=7,—5,-3). O

Conociendo la descomposicion de dos nUmenps en sus factores primos, podemos calcu-
lar facilmente el maximo comin diviséa, b) entre ellos. Precisamente, b) se obtiene como
el producto de todos los primos que dividempab elevados a la mayor potencia que divide a

a'y ab simultaneamente.

EJEMPLO 5.7. El maximo com(n divisor entiét = 2 - 33y 45 = 5. 3% es(54,45) =
20.3%.50 =9,

El ejemplo anterior es un caso particular del siguienteltada general.

PROPOSICON 5.8. Seana, b € Z,a # 0, b # 0, dondea = €[]} pff, b=¢ H;le?j, €,
¢ = =1, donde todos lop,; son primos positivos distintos entrig garal < j < r. (Notar que
se puede suponer quees el mismo para y b completando cot; = 0 6 ~; = 0 si un primo

no aparece en la factorizawn dea 0 b, respectivamente.) Entonces

(0.0) =TT
j=1
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PRUEBA. Seac un divisor deu: ¢ = H§:1 pz-j. Cada prim@; aparece en la factorizacion de
¢ una cantidad menor o igual a la cantidad de veces que aparéadaetorizacion de, dicho
formalmente

clael; <k, 1<5<r
Luego ¢ divide aa y ¢ divide ab siy soblo sil; < k; yl; < h;, para cadg, esto es si
l; <min(k;, h;).

Por lo tanto
c | &yc | b e | Hp}nl’n(k]"h]')’
j=1
. . - r mfn(kj’hj)
y esto implica quéa, b) = [[_, p; : -

EJEMPLO5.9. Sean = 72, b = 192. Entoncesr2 = 23 - 32y 192 = 2¢. 3. Por lo tanto
(72,192) = 23 . 3 = 24.

DEFINICION 5.10. Dados, b € N, [a, b] € Z se llama eminimo condin nltiplo deay b
Si[a,b] > 1y ademas

() alla,b]yb|la,bl,
(il) sia|nyb|nentoncesa,b] | n.

Esto es)a,b] > 1 es el minimo comUn multiplo dey b si [a, b] es un multiplo positivo
dea y de b que divide a cualquier otro multiplo dey de b. Se deja como ejercicio para el
lector la verificacion de que el minimo comun multiplééekien definido, es decir, que si existe

entonces es Unico.

TEOREMA5.11. Sia, b € Z — {0}, el minimo condin mltiplo es& dado por

. |a.b|
| bl = ,
(i) sia =[]y, b=]]»}". k;, h; >0, entonces
j=1 J=1

o, = T
j=1
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PRUEBA. (i) Podemos suponer> 0y b > 0ya que|a, b] = [|al, |b]].

b
Como(a,b) | ay (a,b) | b, entonces—-—, ¢ son enteros. Luego

(a,b)’ (a b)

a-b " b a b

(a,b)  (a,b) (a,b)
- b

es decir que: y b dividen al
(a,b)’
Sia | nyb|n,entonces existen entero® y tales quer = = - a = y - b. Luego
. a b
(@t 7 )

dado que—*— b
s PR PN
b

concluimos que
(a,b)

. o b ..
son coprimos (ver Ejercicio 5.4) resulta q?e— divide ax. Luego,
a,b)

Siz=2-

(i) Usando (i), tenemos que

r k’+h
|ab‘ _ Hj 1P; H max(k h)

(a,b) - ;p;mnk: Jhj)

EJEMPLO5.12. Calculemos el minimo coman maltiplo entre -192 y 72
[—192,72] = [192,72] = [2°-3,2% - 3%] = 2°.3% = 64 - 9 = 576,

o también
| —192]-|72] 19272

~192,72] = -
[-192,72 (—192,72) 24

=192 -3 = 576.

EJERCICIO5.4.

1. Probarque si -y = u* u € Zy (x,y) = 1, entonces ey son cuadrados perfectos.
2. Hallar todos los posibles valores @e, m + 6), (m € N).

3. Probar qug?®* ™2 + 26n*1 es divisible por 11, para tode € N.



CAPITULO 4

Congruencias

En este capitulo estudiaremos la congruencia entre rageeteros. La congruencia es una
relacion de equivalencia asociada con un natuyan la que cada clase de equivalencia consta
de todos los nUmeros enteros cuya divisioniparroja un mismo resto. Por ejemplo;si 3,
tendremos tres clases de equivalencia:

enteros cuyo resto en la division por 3 es 1: =5, -2, 1,4, ...,

enteros cuyo resto en la division por 3 es 2: =4, —1,2,5, ...,

y enteros cuyo resto en la divisiobn por3es 0: =3,0, 1,4, ....

1. Larelacion de congruencia

DEFINICION 1.1. Fijon € N, a,b € Z, se dice que escongruente @& modulon, sia — b

es divisible pom. Esto es, si existe € Z tal quea — b = k - n. En este caso se escribe
a=b mod(n) 06 a=b(n).

EJEMPLO 1.2. Para: = 1 tenemos que = b para todas, b € Z. Paran = 2, a = b (2) si

y sblo sia y b son ambos pares 0 ambos impares.
EJEMPLO1.3. Setiend = 1(2), —2 = 16(9).

NoTA 1.1. Por el algoritmo de division, todo€ Z es congruente moédulo a un entero:
tal que0 < r < n. Esto es, existeqy r enterosf) < r < n tales ques = gn + r, luegoa = r
mod (n).

Claramente, se tiene que= 0(n) siy solo sin|a.

PROPOSICDON 1.4. Sia = a, (n) yb = b, (n) entonces:

(l) &+bEG1—|—bl (n),
79
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(i) a-b=ay-by (n).
PRUEBA.

(i) (a+b) — (a1 +b) =(a—ay)+ (b—by),como(a —ay)y (b— by) son divisibles por

n Su suma también lo es. Luego
(a+0b) = (a1 +b1) (n).
(i) Sumamos y restamosa@: b — a; - b, el terminoa; - b. Entonces
a-b—ay-bp=a-b—a;-b+a;-b—aby =(a—a)b+a(b—by),

esta suma es divisible pary por lo tanto

a-bE(z1~bl (n)

COROLARIO 1.5. Sia =b mod (n),yj € N, entonces’ =V mod (n).

PRUEBA. Aplicamos el Principio de Induccion. Paja= 1 el resultado es trivial. Si’ = &/
mod (n), usamos que’™ = a7 -ay »*! = 1/ - b, y por el inciso (ii) de la proposicion anterior

se deduce que
@t =" mod (n).
0

La Proposicion 1.4 y el Corolario 1.5 son Utiles para dédalgunas reglas de divisibilidad.
Recordemos que todo nUmero natural se escribe de la fermayay_; . . . ag, dondeag, a;,

..., ay son los digitos de. Es decir,

N
T = Z a; 10"
i=0
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Regla de divisibilidad por 3y por 9: Sear = ayay_1 - .. ag. Entonces

x = Za,lO’ = Zai(Q +1)".

=0
Puestoquéd+1)=1(3)y (9+1) =1 (9), por el Corolario 1.5 tenemos que+1)" = 1 (3)
y(9+1)"=1(9), paratoda € N. Luego

N
Z a;(9 Z a; mod ( y
1=0

N

N
Za, 9+1)" = Zai mod (9).
=0

=0

Es decir quexr es divisible por 3 (respectivamente por 9) si y solo si laaa® sus digitos,
N

Z a;, es divisible por 3 (respectivamente por 9).
=0

Regla de divisibilidad por 11: Por un razonamiento analogo al anterior, tenemos que

N N
T = Zailoi - Zai(ll — 1)
=0

1=0

Puesto qué¢ll — 1) = —1 (11), se sigue que

N N
> a;(11-1)" =Y "ai(-1)" mod (11),
=0 =0

luegoz es divisible por 11 siy solo si la suma alternada de susadigi
ag—ay +ay — -+ (=) Nay
es divisible por 11.
EJEMPLO1.6. 121 es divisible por 11 pues la suma alternada de sus coeficiesites 2 +

1 =0, que es divisible por 11.
12321 no es divisible por 11 puels— 2 + 3 — 2+ 1 = 1 no es divisible por 11.
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1234321 si es divisible por 11 pues la suma alternada de sus coeésieas
igual a 0. ¢(Qué puede decir de los nUmeros 123454321, 633831, 1234567654321,
123456787654321y 123456789876543217?

EJEmMPLO1.7. Dar una regla de divisibilidad por 4 y por 8, usando caegcias.

SoLUCION. Como10? = 100 es divisible por 4, entoncd®’ es divisible por 4 para todo

natural mayor o igual a 2. Luego, 8i= ayan_1 . . . ag, €NtONCES

N
x = Zailoi =ap+a;-10 mod (4).

1=0

También tenemos quig)’ es divisible por 8 para todoc N, i > 3. Luego
T =ag+ay 10+ ay - 10* = ag + 2a; + 4a;  mod (8).
Podemos decir entonces que un namero entero es divisibke gi@l nimero formado por sus
dos tltimas cifras lo es, y un nimero es divisible por 8 sidma de las unidades mas el doble
de las decenas mas el cuadruple de las centenas lo es. O
2. Ecuaciones en congruencias

Los siguientes ejemplos se resuelven aplicando las pragésdde congruencia de nUmeros

enteros.

EJEMPLO2.1. Resolver la congruencid?® = x (11).

SoLucION. Debemos hallar un valor deg entero, que resuelva dicha ecuacion. Tenemos
que
7?2 =5(11) =7.7=5-7(11) = 7 =2(11).
Dado quer'? = (73)*y 24 = 5 (11), se sigue que
72 =5 (11).

Luego7'? es congruente amodulo 11 y también es congruente a todos los enteros denfeaf
11-k+5,conk € Z. O
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EJEMPLO 2.2. Hallar la cifra de las unidades tle'°.

SOLUCION. La cifra de las unidades se obtiene tomando el resto de isiativpor 10. Es

decir, debemos hallar un valor deentero, cor) < z < 10 tal quel7'® = z (10). Ahora

17 = (10 + 7)'* = 7 (10),

(=3)" = (=1)3" = (=1)3*™" = (-1)97 - 3 (10),
9" =(10-1)" = (~1)" = -1 (10), y entonces
17% = (-1)9" - 3 = 3 (10).
Otra forma es:
7?=49=9 mod (10) = 7 =3 mod (10) = 7 =1 mod (10)

luego
7TH =72 = (7.7 =1-3 mod (10).

La cifra de las unidades d&'® es 3. O

EJERCICIO2.1. Hallar los restos de la division d&, 22! y 8%° por 5, 13y 127, respectiva-

mente.

EJEMPLO 2.3. Resolver las congruencias

(i) 2> =1(4),
(i) 2?2 =z (12),
(i) =% =2(3),

(iv) 22 =0 (12),

(v) 22 =1 (16).
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SoLUCION. (i) Notemos que si: es solucion, entonces+ 4k también es solucion, para todo
k € Z,ya que

r+4k=2(4) = (z+4k)?P=22=1(4).

Luego es suficiente encontrar las solucion¢sles qué) < x < 4.
Tenemos qué? = 32 (4) y 22 = 0% (4); adema$) # 1 (4). Porlo tantar> = 1 mod (4) s
ysolosiz =1 mod (4) 6z =3 mod (4).

(i) Nuevamente es facil ver que sies solucion, entonces+ 12k es solucion, para todo € Z.
Si12 | z(z — 1) entonces} y 22 dividen az(z — 1). Si2 | z entonce< no divide ar — 1,y

viceversa. Luego debe ser que= 0 mod (4) oz =1 mod (4). Las posibilidades entonces

son:
r=0(4)yr=0(3),
z=0(4)yz=1(3),
r=1(4)yz=0(3),
r=14)yz=1(3).

Esto nos dice que las soluciones son:
z=0(12),
r=4(12),
z=9(12),
z=1(12).

(iii) Si x es solucion, entonces+ 3k es solucion para cadaentero, puegx + 3k)* = 22 (3).
Por lo tanto si existe una solucion debe haber también otra@y 3. Pero0, 1y 2 no son

soluciones, luega? = 2 (3) no tiene solucion.
(iv) Se deja como ejercicio.
(v) En este caso vemos querses solucion, entonces+ 8k es solucion, pues

(z + 8k)* = 2® + 16(xk + 4k%) = 2% (16).
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Por otro ladogz? = 1 (16) implica quel6 | 22 — 1 = (z — 1)(z + 1). Siz — 1 es divisible por

4 entonces + 1 no lo es, y viceversa. Luego debe ser
r=1(8) o z=-1(8).
Luego las soluciones san=1 (8) y x = 7 (8). O

Es claro que las soluciones de la ecuaci@a a (n) son los nUmeros de la forma= a+nk,
conk € Z arbitrario. Ahora bien, no todas las ecuaciones linealeegruencias, es decir del

tipo
(11) axr = b (n), cona € N.

tienen solucion.

Por ejemplo, no existe ninglrtal que2x = 1 (4), puesto qu@x—1 es impar para cualquier
valor entero der y en consecuencia no es divisible por 4. Si en cambio exiteidn de la
ecuacioreze = 5 (3), en particularr = 4 es solucion, (y también 1, 7, 10, 13, .) La siguiente

proposicibn asegura en qué casos la ecuacion (11) tenei@n.
PROPOSICDN 2.4. Searu, b € Zyn € N. La ecuacbn

ar =b(n)

(a,n)

. e n
solucon, toda otra solu@n es de la forma = zy + ﬁk conk € Z.
a,n

tiene soluddn si 'y $lo si(a,n) | b. La solucdn estnica nmdodulo . Esto es, sicy es una

PRUEBA. Supongamos primero quey n Son coprimos, esto €8, n) = 1. Entonces exis-
ten s, ¢ enteros tales qué = sa + tn. Luegob = b(sa + tn) = (bs)a + (bt)n, y por lo

tanto

(bs)a = b (n).

Se sigue que = bs es una solucion.
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Por otro lado, si; es solucion, entonces + kn también lo es, pues(z+kn) = a.xy (n).

Reciprocamente, s{, y x; son soluciones entonces

arxg=b (n)

ar; =b (n).

Luegoa(zg — x1) = 0 (n), es decir quer divide aa(xy — ). Puesto quéa, n) = 1, se sigue

quen divide a(xy — z1); es decir que:; = xo + k n, para algln enterb.

Veamos ahora el caso general. $¢a) = sa + tn; luego se tiene

En el caso en quéz, n) divide ab, se tiene que = Sa,Ln es una solucion de.x = b (n).

Por otro lado, sic es solucion de la ecuacion (11), entonees- b = kn, para alglrk € Z.
Como(a,n) divide aa y divide an, se sigue quéa,n) divide ab. Por lo tanto, la solucibn
existe siy solo s{a, n) divide ab.

Supongamos entonces guen) divide ab y determinemos, en este caso, todas las solucio-

nes de la ecuacion. Tenemos guees solucion de (11) siy sblo sj es solucion de

a b n

12 = d )

42 e =an "™ (w)

Puesto que( a4 ] y ( n ] son coprimos, se tiene por la primera parte de la demostrapie

a,n a,n
dicha solucion es (nica mc')dulzen—), esto es, toda solucion es de la format- & - ﬁ con
a,n ;

ke Z. O

EJEMPLO 2.5. Resolver la congruencia = 3 (6).
SoLuclON. No existe solucion pugg, 6) = 2 no divide a3. O

EJEMPLO 2.6. Resolver la congruencia = 6 (7).
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SoLucION. Tenemos qués, 7) = 1, luego la solucion existe y es Ginica modulo 7. Tenemos

que(5,7) =1=3-5+(—2) - 7, de donde se sigue que
(6-3)-5+6(—2)-7=6,

y por lo tanto18 - 5 = 6 (7). Entonces todas las soluciones@e = 6 (7) son de la forma
x =18+ k-7, k € Z. Por ejemplo,—3, 4, 11, 18, 25, son solucionesty= 4 es la Unica

solucion entré y 7. OJ
EJERCICIO2.2. Resolver la congruenckdx = 41 (52).
EJEMPLO 2.7. Resolver la congruenci@z = 50 (76).

SoLUCION. En este casa y n no son coprimos puesto qyé2,76) = 2. Dado que2
divide a50, entonces la ecuacion tiene solucion, y es Unica salvipio$ de38. Para hallar

una solucion, basta resolver la congruencia
21z = 25 (38).
Queremos encontrary ¢ tales quels + 38t = 1. Aplicamos el algoritmo de division:

38 = 21-1+17
21 = 17-1+4
17 = 4-4+1

4 = 4-140,

luegol =17—-4-4=17—-4.(21-17) =17-5—-4-21=(38—21)-5—-4-21 =38-5—-9-21,

por lo que podemos escribir
25=38-5-25+(—9)-21-25, yporlotanto 25=(—9-25)-21(38).
Como—9-25 = —225 = —6 - 38 4+ 3, entonces: = 3 es la Unica solucion entfey 38. OJ

EJErcicI02.3. Hallar el menor: € N tal que4'® = z (9).



88 4. CONGRUENCIAS

SOLUCION. Tenemos que
42 =17(9) = 42=28=1(9),
puesto qua 000 = 3 - 333 + 1, entonces
43:333+1 _ (43)333 4 =133.4=4 (9),
luego 4 es la menor solucion natural. O

EJEMPLO 2.8. Se disponen de 3 jarrasae n y m + n litros cada una, com < n. Solo
esta (ltima esta llena. Gin,n) = 1y m + n es par, probar que es posible trasvasa# litros

a la den litros.

SoLUCION. Denotamos corl, By C' las jarras den, n 'y m + n litros respectivamente.
Una forma de resolver este problema es usar la janpara trasvasar el contenido de la jaffa
alajarraB. Si B se llena, se vuelcan loslitros nuevamente e’ y se termina de vaciad en
B. Queremos ver que con este procedimiento es posible tersyesctamente la mitad déen
B.

Segln este procedimiento, el contenido de la j&sera siempre una cantidadm — d - n,
es decir, una cantidad congruente-an moédulon, para algin natural. Por lo tanto queremos

ver que la ecuacion

m—+n
)

r-m =

tiene solucion. Dado que y n son coprimos, la ecuacion
mx = h (n)

tiene siempre una solucion, cualquiera 8eaZ. En particular, es posible resolver

m-+n
me = — (n).

m-+n

Si k es el menor natural tal quek = (n), entonces para obteng}’;—n litros en la

jarra den litros hacen falta jarras dem litros. O
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Veamoslo en un ejemplo. 8i = 3, n = 5, lajarra mas grande tiene 8 litros de agua. Puesto

quek = 3 es solucion de la ecuacion
3.x =4 (5),

esto nos dice que cohjarras de 3 litros podemos obtengtitros en la jarra des litros. El
procedimiento es el siguiente:
= echamos 3 litros en la de 5 litros. Quedan entonces 5 |. emtagrande,
= volvemos a echar 3 litros. Como= 5, con 2 |. se llena, arrojamos los 5 litros nue-
vamente a la jarra mas grande, y echamos el litro rest@nte ¢ + 1) en la deb
It.
= en el tercer pas@k = 3), echamos 3 litros nuevamente y obtenemos entohees*>

litros en la jarra dé litros.
EJERCICIO2.4. Resolver el problema anterior pana= 15y n = 23.

EJERcCICIO2.5. Cinco marineros recogen una cantidade cocos en una isla; el primero
se despierta a la noche y retira su parte, sobra un coco y sedlondono. Después se despierta
el segundo y retira su parte. Le sobra un coco y se lo da al nharego se despierta el tercero
y retira su parte, le sobra un coco y se lo da al mono. Lo mismaecon el cuarto y el quinto

marinero. ¢ Cual es el minimo nimero inicial de cocos?
3. Sistemas de ecuaciones en congruencias
Supongamos que queremos resolver simultaneamente Igaiencias

r = 1 mod (3)

r = 2 mod (5),

es decir que gueremos encontrariuque satisfaga ambas congruencias. Las soluciones son de

estas dos ecuaciones son, entre otras,
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, ...

2,7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47,...
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respectivamente. Podemos ver que 7, 22, 37, ... son soggamambas congruencias, y que
estas soluciones difieren en un multiplo de 15. Es posilegrque:
(@) la solucion es Gnica moduld = 3 - 5,
(b) la solucibn general es de la foria- 15k, k € Z.
El item (a) es facil de ver, puesto queasiy x; son soluciones entonces — x; €S un
multiplo de3 y también deb. Como 3 y 5 son coprimos entonces— x, debe ser un mltiplo
de 15.
Para ver (b) observemos que-= 7 es una solucion. Como ademi@s= 0 mod (3)y 15 =
0 mod (5), concluimos qué& + 15k satisface ambas congruencias. La siguiente proposicion
da una generalizacion de dicho ejemplo.

PROPOSICON 3.1. (a) El sistema de congruencias

r = by mod (ng)
(13) r = bg mod (TLQ),
admite soludn si Dlo si(ny, n) divide ab; — by. La solucbn estnica modulo [nq, ns], esto
es
{I'() -+ k[nl,ng], k? - Z}
es el conjunto de todas las solucioneq48).
Si(n1,n2) = 1 la solucbn eslnica nodulonn,.
(b) El sistemar = b; mod (n;),7 = 1,...,7, (n;,n;) = 1,4 # j admite soludn Unica

modulon = [[,_, n;.

PRUEBA.

(a) Supongamos quees una solucion del sistema (13). Luego

z=0b +kn
P @ =b) Yy | (= b).
T = by + hno

Como(ny, ny) divide an; y an, se sigue quény, ny) | by — bs.
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Reciprocamente, $iv;, ny) | (b1 — b2), €ntonces por la Proposicion 2.4 existe solucion de
nix = by — by mod (ng)
y por tanto existerk y h enteros tales que
hny = by — by + kns.

Seal'(] = by — kng = by — hn;. LuegO

Ty = bg (TLQ)

es decir quer, es solucion.

Sizy y x5 son soluciones entonces—xo = 0 (ny) Y 21 — 22 = 0 (n2), luego[ny, nol | 21 —
x9. Reciprocamente, no es dificil ver querses solucion, entonces+ k[nq, ny] también es
una solucion. Luego todas las soluciones son de la fagnak(n,, ns|, k € Z.

(b) Un sistema de ecuaciones puede resolverse facilmente aplicando ehtlaifeorema
chino del resto

TEOREMA CHINO DEL RESTO. Seamn, ns, ..., n, nimeros naturales. $i;, n;) = 1,

para todo pai # j, entonces el sistema de congruencias

x = by mod (ng)
x = by mod (ng)
x = by, mod (ny)

h
tiene solucion tnica modulp] n;.
=1

Consideramos primero los siguientes nUmeros:
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es decir

h
p Hj:l 1 :
nf=="""" para 1<i<h.
Ty

Puesto quén’;, n;) = 1 podemos resolver cada una de las siguientes ecuaciones:
y.ny = b (ny), y.nby = by (no), c y.ny, = by, (ng).

Para cada, 1 < i < h, seay; una solucion de la ecuaciagm, = b; (n;). Sea

h
z= Zym/l
=1
Para cada resulta
z=b;(n;) puessi j#ientonces’; =0 (n;).

Por lo tantoz es una solucion.
Por otro lado, dadas dos soluciongsz, resulta quez; — 2, = 0 (n;), luegoz; — 2z, =0

modulo[n, na, ..., n,| = H?:l n;. O

EJEMPLO 3.2. Una banda de 13 piratas se repa®émonedas de oro, le sobran 8. Dos
mueren, las vuelven a repartir y sobran 3. Luego 3 se ahogabrars 5. ¢ Cual es la minima
cantidad posiblelV, de monedas?

SoLucION. En un principio vemos que al repartir |a monedas de oro entre 13 piratas

sobran 8 monedas. Escrito en términos mas matematitmsigsifica que
N =8 (13).

Luego vemos que al morir 2 piratas (quedan 11) vuelven atiegatotal N de monedas y

sobran3, esto quiere decir que también
N =3 (11).

Por Gltimo quedaril — 3 = 8 piratas, y al volver a repartir las monedas les sobran 5, esto

significa que
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Por lo tanto hay que resolver el sistema

N=8 (13)
(14) N=3 (11)
N=5 (8).

Puesto que 13, 11y 8 son coprimos el sistema tiene soluditasolucion se obtiene calculan-

do las soluciones de las siguientes ecuaciones en congasenc

(15) 13-11-7 = 5(8)
(16) 13-8-s5 = 3(11)
(17) 11-8-¢t = 8(13).

Sir, syt son soluciones de las respectivas ecuaciones, entonceslucén al sistema (14)

es

z=13-11.r+13-8.s+ 11-8.t.

Las ecuaciones (15), (16) y (17) son respectivamente dquies a

5.37 = 5(8)
2.(=3).s = 3(11)
(—2)-8¢ = 8(13)

Haciendo las cuentas correspondientes podemos elegir-5, s = 5y t = 6, de modo que

una solucion del sistema (14) es
z2=13-11.(-5)+13-8-5+11-8-6 = 333.

Cualquier otra solucion se obtiene sumando un multipl8 deél - 13 = 1144, por lo que el

menor nimero de monedas es 333. O

TEOREMA 3.3. Pequeiio Teorema de Fernfaita € Z y p € N es primo, entonces’ =

a (p).
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PRUEBA. Tomemog = 2. Entoncesi®> — a = a(a — 1) y esto siempre es un nmero par.
Luegoa? = a (2).

Supongamos entonces gues un primo impar. Probamos primero el teorema paral,
haciendo induccion em. Sia = 1,a? = 1 =1 =1 (p). Luego vale para = 1.

Supongamos que el teorema es valido para un ciedeamos que también se cumple para
a + 1. Tenemos que

p
(a+ 1) = ; (ZZ’) a.

Dado que(?) = 0 (p), para0 < i < p, Se sigue que
(a+1)P=d’+1=a+1(p).

Luegoa? = a (p) paratodaz € N.
Sia < 0, entonceg—a)? = (—a) (p). Pero(—a)? = (—1)Pa? = —a?, de donde se sigue

que—a? = —a (p). Por lo tanto

O

COROLARIO 3.4. Seaa € Z, p primo. Entoncesi”") = a (p), ¥n € N. Si(a,p) = 1
entonces,”" Y =1 (p), Vn € N.

PRUEBA. La propiedad:”") = a (p) se cumple para = 1. Si es valida para un naturé)

es decira®) = a (p), entonces

a?) = (@Y implicaquea® ) = a” (p).

Se sigue que(pk“) = a (p), y por lo tanto la propiedad vale para todmatural.

Si (a,p) = 1 entonces’ = a (p) implica quep divide a(a? — a), es decir que divide a
a(a?~!' —1). Dado quep no divide aa, se sigue que’~! =1 (p).

Veamos que®"~!) = 1 (p). Paran = 1 ya esta probado. Ademas s N entonces

k+1__ k+1_  k k__ k(o k__ _ k k__
A i N N (e LA
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Por lo tanto, si”* ! = 1 (p), entonces

k+1_
a? !

1 (p).

Se sigue que, sz, p) = 1, entonces”” "t =1 mod (p).
Veamos una prueba mas simple. Hemos vistodfié—a = a (a*" =" — 1) = 0 mod (p).

Ahora bien, comda, p) = 1, se concluye que® " — 1 =0 (p). O
EJEMPLO 3.5. Hallar el resto de dividi3'°° por7.

SOLUCION. Tenemos qué3, 7) = 1; luego3® = 1 (7). Ahoral000 = 166 -6+ 4. Entonces
31000 — 36~166+4 — (36)166 . 34‘
Como3?* = 81 = 77 + 4 = 4 (7) entonces

31000 = 4 (7).

TEOREMA 3.6. (Wilson)Sip es primo entonce® — 1)! = —1 (p).

PRUEBA.
p—1=1-2-3-4...(p—1),
Si0 < a < pentonces: y p son coprimos. Luegax = 1 (p) tiene solucion Gnica en el
intervalo[1, p — 1]. Es decir, para cualquier naturatomprendido entre 0 y, existe un Unico
naturalb en el mismo intervalo tal que- b = 1 (p).
Por unicidad del inverso, se sigue queiS¥ aq, entonces también los inversos dg a,
son distintos.

Veamos ahora para qué valoresadge cumple que el inverso es el mismas decir,
a-a=1 mod (p).
En este caso tenemos que— 1)(a + 1) = kp, para alglrk € Z. Luego

a—1=0(p) 0 a+1=0(p).
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Comop es coprimo con todos los naturales menores que él, conatuime debe ser+ 1 =0
oa+1=p,esdecirpg=10a=p—1.
Asi, en el calculo dép — 1)! modulop, los elementos comprendidos entre b y 1 se

cancelan de a dos, cada uno con su inverso, exdeptp — 1). Luego

1-2-34...p—1H)=1l(p—-1)=p—-1=-1(p).

EJEMPLO3.7. Veamos qué! =1 mod (7).
PRUEBA. Observemosque-4=8y8=1(7),3-5=15y15=1(7), luego
N=6-5-4-3-2-1=(5-3).(4-2) -6

y en consecuencia



CAPiTULO 5

Grafos

1. Introduccion

SeaV un conjunto no vacio. DefinimoB,()) como el conjunto formado por todos los

subconjuntos de dos elementosidessto es
Po(V) = {{v,w} | v, w eV, v#w}.

DEFINICION 1.1. Un grafo es un conjunto finito dertices), y dearistas.A, en el cual4

es un subconjunto de, (V).

EJEMPLO1.2.
Consideremo¥ = {a, b, ¢, d, z} y A= {{a, b}, {a,d}, {b, 2}, {c,d}, {d,z}}, entonces
el par(V, A) es un grafo.

Dos vértices y w de un grafo se diceadyacentesi {v,w} es una arista del grafo. En el
Ejemplo 1.2 los vértices y d son adyacentes puds, d} € A, en cambio{a, c} no es una
arista del grafo y por lo tante y ¢ no son adyacentes.

Los grafos suelen representarse graficamente de la sigutemera. A cada elemento te
le corresponde un punto del plano, y a cada aristd ¢ecorresponde un arco o segmento que
une los dos vértices de dicha arista. El grafo del Ejemcsé. puede representar como en la
Figura 1.

Un subgrafode un grafoG = (V, A) es un grafod = (V', A’), talqueV’ C Vy A’ C A.

En la Figura 2H es un subgrafo dé'.

Otra forma de representar un grafo es por medio delist@ de adyacenciaEsta lista

consiste de unatabla en la cual se listan para cada védams los vértices adyacentes a él. El

Cuadro 1 muestra una lista de adyacencia para el grafo delifigel.2.
97
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FIGURA 1. Representacion grafica de un grafo

alblc|d]|z
ald|al|b

d|z c|d

z
CUADRO 1. Lista de adyacencia de un grafo

En un grafoG = (V, A), al nlmero de vértices adyacentes a un vértise o denomina

valenciao gradodev y se lo denota con el simbodgv). Esto es,

(v) =H{weV|{v,w}e A}

En el Ejemplo 1.2, tenemos qué:) = 3, 0(b) =2y d(c) = 1.
Un vértice se dic@ar o imparsegln qué(v) sea par o impar, respectivamente. Un gi@fo
se diceregularde grada- si todos los vértices tienen la misma valengiasto es, si para todos

los vérticesy se cumple qué(v) = r.
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Un grafo G se dicecompletosi cada par de vértices forma una arista. En este caso, el
conjunto de aristas coincide con el conjuntotdéoslos subconjuntos d& con exactamente

dos elementos. Notemos que en este caso, si el grafosrti@deices entonces el nUmero de

. n
aristas eq _ |.

TEOREMA 1.3. En un grafoG, la suma de las valencias de logrtices es igual al doble
del nimero de aristas, esto es
(18) > o(v) = 2|4,
veY
Para ver esto, notemos que el nUmero de aristas a las ceslesgre un vértice es igual
a la valencia de. Por lo tanto, si sumamos todas las valencias de todos ftseg& habremos
contado cada aristgy, w} dos veces, en un caso al contar las aristas a las gegenece, y en

otro caso en las que pertenece.
COROLARIO 1.4. En un grafo, el @amero de @rtices impares es par.

PRUEBA. Notemos que en la féormula (18) la suma puede escribirs@com
dodw+ D> ).
é(v) €S par s(v) es impar
La sumatoria en el primer sumando es una suma de nUmeras pa@ lo tanto da como resul-
tado un numero par. La segunda sumatoria es una suma deaslim@ares, cuyo resultado es
par puesto que el miembro derecho de la formula (18) es pampkede ser posible Unicamente
si el nUmero de términos de dicha sumatoria es impatr, és dieel nUmero de vértices impares

es par. O

Este corolario también es conocido comdesha del apretn de manosSe debe a que en
una reuniobn de personas donde varias de ellas se saludarsgrgl nUmero de personas que
han dado la mano a un nimero impar de personas es par. Ersigabrolario es inmediato del

Teorema 1.3:

COROLARIO 1.5. SiG es un grafo de valencia, se tiene que |V| = 2|A|.
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EJERcCICIOL.1. ¢Pueden las siguientes listas ser valencias de urPgrafo
) 2,2,2,3.
i) 1,2,2,3,4.
i) 3,3, 3, 3.

SOLUCION. : La lista dada en i) no puede corresponder a las valencias deafo, ya que
el nUmero de veértices con valencia impar es 1, que no es par.

En cambio, ii) y iii) si corresponden a valencias de grafuos, ejemplo, los dados en la
siguiente figura: O

FIGURA 3. Grafos asociados a ii) y iii)

EJERCICIO1.2. Pruebe que si en una casa cada habitacion tiene unmparede puertas
y entre dos habitaciones hay a lo sumo una puerta, entongash@&imero par de puertas de
entrada.

SoLUCION. Este problema puede ser modelado con un grafo, en el cumlhéatice repre-
senta una habitacion excepto uno que representa el exderiacasa. Asi, si hayhabitaciones,

tenemos
V = {hl, hQ, ey hn, 6},

donde cada&; representa una habitacioreyepresenta el exterior.
Las aristas del grafo representan a las puertas de la case €@ocada habitacion hay un

namero par de puertas entonces cada veéttjtene valencia par. Pero
d(h1) 4+ 0(hg) + -+ -+ d(hy,) + 0(e) = 2| A|,

y por lo tantod(e) debe ser par. Esto es, hay un nUmero par de puertas de entrada [
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SeaA el conjunto de aristas de un grafo= (V, .A). Denotamos cotd’ al complemento

de A con respecto @,()).

DEFINICION 1.6. Dado un grafd@? = (V,.A), el grafo complementaride G es el grafo
G=VA).

DEFINICION 1.7. Dos grafogy; = (V1, A1) y Gy = Vs, As) se dicenisomorfossi existe

una biyecciony : V; — Vs, que induce una biyeccion entrg y A,; es decir,

{v, w} € A & {a(v), a(w)} € A,.
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EJEMPLO1.8. Los grafos de la Figura 1.9 son isomorfos, via el isoraarficc dado por:
ala) =t, a(b) =u, alc) = w, a(d) = v.

d b

FIGURA 4. Grafos isomorfos

PROPOSICON 1.9. SiG; = (V1, A1) Yy G2 = (W2, As) son grafos isomorfos, entonces
) Vi = PVl [Ai| = [Asf;
ii) para cada enterd > 0, sin;(k) = [{v € V; | §(v) = k}|, parai = 1, 2, entonces

PRUEBA. La demostracion de i) es inmediata por la existencia debiyeccion entre los
conjuntos de vértices y de aristas.

Por otro ladoy; (k) denota el nUmero de vértices éf con valencia. Cada uno de estos
vértices esta en correspondencia, via la biyeccion,atamveértice de igual valencia. Luego se
sigue ii). O

La Proposicion 1.9 suele ser (til para probar que dos grad@on isomorfos.

EJempPLO 1.10. Si bien los grafos de la Figura 5 tienen el mismo nandergértices y el
mismo nUmero de aristas, no puede existir un isomorfisme emhbos. Esto puede probarse
argumentando que en el primer grafo existen tres vértioasvalencia 3 mientras que en el

segundo existen sb6lo dos.

DEFINICION 1.11. DaddZ = (V, A) un grafo, un@&aminataenG de longitudk (k > 1) es
una sucesion de vértices, vy, . .., vy tal que{v;, v 1} € A, para toda tal quel < i < k.

Un caminoes una caminata en la que todos los vértices son distintus.cdminata de
longitudk, conk > 2, cuyos vértices son todos distintos excepto gue v, 1 Se llamaciclo,

0 k-ciclo, o ciclo de longitudk.
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FIGURA 5. Grafos no isomorfos

Notemos que una caminata puede recorrer una misma arishs vaces. Por ejemplo, en

el grafo de la Figura 63 b ¢ d ba es una caminata,b ¢ d e es un camino Yo cd b es un ciclo de

longitud3.
c c c
AL = T
@ L J @ L J @ L J
a=~ b~ d e a b d e a b= d e
abedba abede bedb

FIGURA 6. Caminatas, caminosy ciclos

Un grafoG = (V, .A) se dice conexo si para todow € V, existe una caminata o un camino
gue unev conw. Si existe tal camino escribimas~ w. Dejamos como ejercicio para el lector
probar que~ define una relacion de equivalenciakn

Notemos que si existe una caminata que urg®n w, entonces existe un camino con la
misma propiedad. Para ver esto, probaremos que,sis, ..., v, €S una caminata tal que
v =11y w = v, entonces existe un camino contenido en dicha caminatajrepieconw.

En efecto, si hacemos induccion knvemos que para = 1 el resultado es obvio. Si vale
parah < k, consideremos una caminatg ..., vx. Si €s un camino ya esta probado. Si no lo
es, es porque existen dos vertices iguales en la camingtandsy, = v;, para algun < j.

Eliminamos de la caminata los vérticescon! < ¢ < j, y obtenemos una caminata mas corta,

U1y .. ,’Ul,l,?}j,’l)jurl, vy Uk,

la cual por la hip6tesis inductiva puede reemplazarse p@amino.
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La relacion de equivalencia en) parte a) en clases de equivalencia, llamadasn-
ponentes conexade GG. Asi, G se dice conexo si posee una Unica componente conexa. Cada
componente conexa es gabgrafoconexo maximal dé;.

Una arista dé&7 es unpuentesi al excluirla aumenta el nUmero de componentes conexas.

DEFINICION 1.12. Unciclo Hamiltonianoen un grafoG es un ciclo que contiene a todos
los vértices del grafo.

Unacaminata eulerian&n un grafaG es un caminata que usa todas las aristas é&ac-
tamente una vez. Una caminata euleriana que comienza ynganiun mismo vértice se llama

tambiéncircuito euleriano

FIGURA 7. Ciclo hamiltoniano

EJEMPLO1.13. ¢ Existe una forma de recorrer todos los casillerosidahlero de ajedrez,
con el movimiento de un caballo de ajedrez? Una forma de rapdste problema es considerar
un grafo donde cada vértice represente un casillero dedrtaly dos vértices estan unidos por
una arista si es posible pasar de uno al otro por un movim@elt@aballo. La pregunta es
entonces: ¢ existe un ciclo hamiltoniano en dicho grafoh&ebEuler resolvid este problema
en 1759, y la Figura 8 muestra un posible recorrido del caloilajedrez por todos los casilleros

del tablero sin pasar dos veces por el mismo.
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FIGURA 8. Ciclo hamiltoniano del caballo de ajedrez

Cabe preguntarse si en todo grafo existe un ciclo hamilt@n@un camino euleriano, o

bajo qué condiciones podemos asegurar que éstos existen.

TEOREMA 1.14. Un grafo conexo con &s de un @rtice posee una caminata euleriana de
vaw, conv # w, si'y Dlo sivyw son lostnicos ertices de grado impar. Un grafo conexo

con mas de un @rtice tiene un circuito euleriano si Yk si todos los &rtices tienen grado par.

PRUEBA. Veamos primero que las condiciones son necesarias. Etoefeo,v; . .. v, v,
es un circuito euleriano y apareceh veces en la sucesion de veértices del circuito, entonces
d(z) =2h (Sivy #x)0d(x) =2(h—1) (Siv; = x).

Sivv, ... w es una caminata euleriana @nentonces agregamos al grafo un vértigelas
aristas{z,v} y {w, z}. De este modo, obtenemos un gréfoque posee un circuito euleriano
gue resulta de agregarle a la caminata euleriar@@ lds dos nueva aristas. Por lo que acabamos
de probar, todos los vértices tienen grado pat-erEsto implica que y w tienen grado impar

enG y los demas vértices mantienen el grado par.

Veamos ahora que las condiciones son suficientes. Si exigterértices y w con valencia
impar, agregamos como antes un vértioglas aristag z, v} y {w, z}. Basta probar entonces

que si todos los vértices tienen grado par, entonces axist&cuito euleriano.
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Seax un vértice cualquiera del grafo. Construimos(@mina caminata comenzando pgr
y recorriendo siempre aristas diferentes. Como el grafeetisn nUmero finito de aristas, even-
tualmente la caminata terminara en un vergick! cual no salen aristas sin recorrer. Afirmamos
guex = y. En efecto, notemos que para cada vertickstinto dex y dey, se han recorrido un
namero par de aristas que lo contienen, pues por cada pdsta que se llega a existe otra
por la cual se lo abandona.

Si y fuera distinto der, entonces el grado dgseria impar, puesto que la Gltima vez que
se visito el vértice no fue posible abandonarlo. Esto remlite la hipbtesis de que todas las
valencias son pares, por lo tante= x y la caminata es un circuito &r.

Si este circuito recorre todas las aristas del grafo, em®hemos hallado un circuito eu-
leriano enG. Si no, llamamogy’ al grafo que resulta eliminando de todas las aristas del
circuito. Notemos que e@’ todos los vértices tienen grado par, aunque no necesariarae
un grafo conexo.

Afirmamos que existe un vérticg en el circuito que tiene grado mayor quenG’. En

efecto, sabemos que éfi existe un vérticer con grado distinto dé.

FIGURA 9. Existencia de circuitos eulerianos

Siv pertenece al circuito tomamaes = v. Si no, dado qué’ es conexo, existe un camino en
G con al menos una arista fuera del circuito, que unean un vértice del circuito. Siguiendo
este camino llegamos a un primer vértice del camino quepecke al circuito y que posee grado
distinto de0) enG’. Llamamose; a dicho vértice.

Ahora, segln el procedimiento anterior, construimos wcudio enGG’ que comience y ter-

mine enx; y lo unimos, por el vértice, al anterior circuito. Asi siguiendo, puesto qudiene
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un nimero finito de vértices, es posible hallar un circeitd- si todos los vértices dé tienen
grado par.
O

DEFINICION 1.15. Unarbol es un grafo conexo sin ciclos. Uhwsqueo forestaes un grafo

sin ciclos. Los siguientes son ejemplos de arboles:

e e

FIGURA 10. Arboles

TEOREMA 1.16. SeaGG = (V, A) unéarbol. Si|V| > 2, entonces:

I) paratodo parv, w de \ertices hay urunico camino que va dea w,
i) el grafo que se obtiene de quitar cualquier arista poseetaxaente dos componentes
conexas,
i) [A] =|V|—1.
PRUEBA. i) Puesto qué&- es conexo, si y w son vértices del grafo existe un camino
VU1V ... VW
dev aw. Si existe otro camino, digamos

VW3 . . . WpW,

entonces seael primer indice tal que; . ; # w;,,. Puesto que ambos caminos se encuentran

enw, elegimos;j el primer indice tal que

Jj>i y v; = wy, para algurk.
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Entonces la caminatgu; ., . .. v;wg_1 . .. v; €s un ciclo erG, lo cual contradice la hipotesis.
i) Consideremos el subgraf@’ que se obtiene quitando.4 una aristaf{u, v}, es decir
G =V, A—{{u,v}}). Veamos qué&’ tiene exactamente dos componentes conexas.}&ean

y Vs, los siguientes conjuntos:

V, = {z € V| existe un camino et¢ dex av que pasa pot},

Vo, = {x € V| existe un camino e’ dex av que no pasa par}.

LuegoV =V, UV, u € Vi, v € Vy ¥ pori) se tiene qué’; y Vs, son disjuntos.

Todox € V; puede unirse con y todo vértice d&’, puede unirse con. Significa que hay
a lo sumo dos componentes conexas. Dado que la dristg ha sido excluida, entonces no
hay ninglin camino de awv, y por lo tanto pertenecen a dos componentes conexas dsstint

iii) Para probar esta afirmacion haremos induccion enuehero de vértices d€'. Clara-
mente siV| = 1, entonces no existen aristas, y por lo tanto la afirmaciorestadera.

Supongamos que la afirmacion es ciert&di < k. Entonces, si el grafé/ tienek + 1
vértices quitamos alguna arisfa, v}. El grafo resultante posee dos componentes conexas:
Hy = Vi, A1)y Hy = Vs, A2). Notemos quéed; y H, son arboles, puesto que son grafos
conexos y sin ciclos. Ademé®;| < ky |V,| < k. Dado queV es unibn disjunta d&; y Vs, y

aplicando hipotesis inductiva tenemos que:
VI = Wil + Vel = (4] + 1) + (JA2[ + 1),
PeroA = A; U Ay U {{u,v}}, (union disjunta), y por lo tantp4, | + | A;| + 1 = |A|; luego
V| =|Al+1 obien |A|=|V|- 1L
0

En los ejemplos de la Figura 11, podemos comprobar que ekrwide vértices de cada

arbol excede en uno al nUmero de aristas:

COROLARIO 1.17. En unarbol T con 2 o n&s \ertices, existen al menos doartices de

valencia 1.
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FIGURA 11. [V|=|A| -1

PRUEBA. Sean el nUmero de vértices dg, y A el conjunto de aristas dE. Entonces, por

el Teorema 1.16, iii) tenemos que
(19) 2|A| =2n — 2,
y ademas sabemos quevsj vy, . . ., v, Son los vértices d& entonces
2|A| = znjé(vi), cond(v;) > 1, 1 <i<mn.

=1
Pero si existieran — 1 vértices con valencia mayor que 1, entonces tendriamos

204 >2(n—1)+1=2n—1,
lo cual contradice (19). Luego existen al menos dos vé&itom valencia igual a 1. O

DEFINICION 1.18. Sea s = (V,.A) un grafo. Unacoloracion conk coloresen G es una
funcibne : V — Ny, tal que si{z, y} € A entonces:(x) # c(y).
El nUmero cronaticode G, denotado con(G), es el menor enterb tal queG admite una

coloracioén cork colores.

APLICACION 1.1. Un grupo de 6 conferencistas daran cada uno una credaalhora de
duracibn, y existen oyentes que desean asistir a dos o enéstals charlas. Se desea entonces
confeccionar un horario de modo que todos puedan asissréhklas que les interesa.

Este problema se puede modelar con un grafo, en el que ceadavéepresente una charla,

y la arista{v, w} indique que existen oyentes que deseam asistir a las charlasSi se realiza
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FIGURA 12. Coloracion de grafos

una coloracion del grafo, entonces dos vértices con ummisolor se corresponden con dos
charlas que pueden ser dictadas simultaneamente.

Llamemosu,, v, v3, v4, v5 Y v @ l0S vertices del grafo, y supongamos que las aristas son:

{Ul, Ug}, {Ul, U4}, {U3, U5}, {Ug, Uﬁ}, {U4, U5}, {U5, UG}, {Ul, UG}.

U1

Vg

(%

@ U3
Us

U4

FIGURA 13. Representacion en grafo

Una posible solucion es asignar a cada vértice un colaintbs es decir, hacer que cada
clase sea dictada en un horario diferente. Sin embargo @seaslizar menos horas. Veamos
el siguiente método de coloracion:

Comenzamos con el vértieg, y le asignamos el colar.

c:v — 1.
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Seguimos con el vértice;. Como es adyacenteva le corresponde un color distinto, asi:
C: Uy — 2.

Ahorawvs no es adyacente ni@ ni awvs; luego podemos asignarle el colbnuevamente. El
vérticev, es adyacente & pero no av,, y entonces le asignamos el colbrComows no es
adyacente ay, podria usar el mismo color que. Pero ya ha sido usado para que si es
adyacente cons. Luego necesitamos un tercer color pagaPor Gltimo, avg se le debe asignar

un cuarto color, y queda entonces:

U1, 03 — 1
V2, V4, = 2
Vs — 3

Vg — 4

\

Esto significa que es posible confeccionar un horario cotretarnos, como el que sigue:

Turno | Charla

Primer | vy, vs
Segundg vy, vy
Tercer Vs

Cuarto Vg
Notemos que para hacer dicha coloracion usamos un ordemdeado en la eleccion de los

vértices:v, vq, v3, U4, U5 Y vg. Si S€guimos el siguiente ordery, vs, v, vg, v1 Y v5 €NtONCES
necesitaremos menos colores para la coloracion. En efgatendremos una coloraciéhcon

3 colores dada por:

vy — 1
I
C 1 U3,Uq,06 2
V2, Vs — 37

como observamos en el grafo de la Figura 14.

A su vez el horario seria el siguiente:
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U1
U2

Ve U3

Vg

FIGURA 14. Coloracion’

Turno Charla

Primer vy
Segundq v, vy, Vg

Tercer Vg, Us

¢Es posible hacer una coloracion con menos de tres colbeessspuesta es no, puesto que
existe un3-ciclo, vyvyv6, Y por ende se necesitan al menos tres colores. Puesto ques hem
encontrado una coloracion con tres colores podemos dorgale el nUmero cromatico del

grafo esy(G) = 3.

El método utilizado en el ejemplo anterior es a menudondptiy se denominalgoritmo

greedy

2. Algoritmo greedy

Este algoritmo consiste en asignar un color a cada véd&ejodo que cada vértice recibe
el primer color que no esté asignado a sus adyacentes. lerdrgar se ordenan los vértices

del grafo de alguna manera:

V1, V2, ..., Un,

y se dispone del conjunto de colorels 2, ... }. Se asigna &, el color1:

’U1F—>1.
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Luego, para cadg 2 < i < n consideramos el conjunto:
S = {colores utilizados en los vértices, 1 < j < i, que son adyacentesg.

Asignamos a; el primer color que no pertenecesSa

La coloracion obtenida con el algoritmo greedy dependedign que se le de a los vértices,
y normalmente el nUmero de colores que usara el algorigrioraayor que el minimo posible,
0 sea,x(G). Sin embargo, puede probarse que hay un orden en los wtdicgue el algoritmo

greedy da el nUmero cromatigd ).
TEOREMA 2.1. SiG es un grafo con valenciaémimak, entoncex(G) < k + 1,

PRUEBA. Seau, s, ..., v, un orden en los vértices. Cada vérticdiene a lo sumad:
vértices adyacentes. Por lo tanto, daélas1 colores, al menos uno de ellos no esta asignado a

ningln vecino de. Luego puede ser asighade .a O

Un grafobipartito es un grafo tal que el conjunto de vértidégs union de dos conjuntos
disjuntos:y =V, U V5, V; NV, = () y tal que toda arista dé& une un vértice dé’, con un

vertice de),. En particular, un grafo sin aristas es un grafo biparfito-£ ().

TEOREMA 2.2. SeaG un grafo con al menos una arista. Entonces las siguientesmadio-

nes son equivalentes:

= (7 es bipartito.
= X(G) =2.

= (7 no posee ciclos de longitud impar.

PRUEBA. Supondremos en toda la demostracion Guéne al menos una arista.
Veamos que~ es bipartito si y sblo sk(G) = 2. En efecto, siG es bipartito y tiene al

menos una arista, entonce&~) > 1. Por otro lado, la funcion : V — {1, 2} dada por

1 sive),
c(v) =

2 Si’UEVg.
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es una coloracion dé que utiliza dos colores. Por lo tanidG) = 2.

Reciprocamente, dada una coloracitecon dos colores, llamemadg = ¢1(i),: = 1, 2.
Claramente) = V; U Vs, y dicha union es disjunta. Ademas{si w} € A, entonces(v) #
c(w), lo que indica que y w no pertenecen al mismo subconjuffo

Veamos ahora que(G) = 2 siy solo siG no posee ciclos de longitud impar.&iposee un
ciclo de orden impar, entoncgsG) > 3. Esto implica que si(G) = 2 entonces~ no posee
ciclos de longitud impar.

Veamos que s(G' no posee ciclos de longitud impar entonces es bipartito, ryepae,
x(G) = 2. Podemos suponer gqdees un grafo conexo, con mas de un vértice.

Tomemosv € V un vértice cualquiera, y consideremos los siguientesurog:
V, = {w € V| el camino mas corto dea w tiene longitud pay,

V, = {w €V | el camino mas corto deaw tiene longitud impay.

Afirmamos que no existen aristas que unan dos vérticés aedos vértices dé’,. En efecto,
supongamos que existe una ari§tay } con ambos vértices ey . Entonces existen dos cami-
nos de longitud par que unerconwv ey conwv respectivamente, y de longitud minima. Seal
primer vértice del camino deav que también pertenece al caminoydev. Se tienen entonces
dos caminos

TVy...2...V y Ywo...2...0.

Los dos caminos de a v tienen la misma longitud (que podria $§rya que deben ser de
longitud minima. Por lo tanto, los caminos dea =z y dey a z tienen ambos longitud par o
ambos longitud impar. (ver Figura 15) Pero entonces el cjaeresulta de los caminos dea
z,dez ayy dey az tiene longitud impar, lo cual es un absurdo.

Por un argumento similar puede probarse que sj ¥ pertenecen &,, existiria enG un
ciclo de longitud impar.

Esto contradice la hipbtesis, y por lo tarttces un grafo bipartito. O

COROLARIO 2.3. Un grafo bipartito con un imero impar de &rtices, no puede contener

un ciclo hamiltoniano.
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Y

FIGURA 15. Ciclos de longitud impar






Parte 2

GUIA DE EJERCICIOS



ALGEBRA | /| MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 1

1. ¢Cuales de las siguientes proposiciones son verd&deras
a) Todo rectangulo es un paralelogramo.
b) Si un nimero entero es maltiplo de 6, entonces es maldpl3.

c) Siun numero entero no es multiplo de 6, entonces no espititle 3.

2. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderalsasia
a) 22 =z,Vr € R.
b) 22 = z, para algln: € R.

c) z? = z, para exactamente unc R.

3. Enlos siguientes enunciadasy b representan nimeros reales. ¢, Cuales de estas afir-
maciones son verdaderas? Justificar la respuesta.
a) a+a=a= a=0(sugerenciaz = a + 0).
b) ab=0= a=00b=0.
C)a’=0"= a=0.
d) a?=0>= a=0b0a= —b.

e) No existe ningn namero realtal quez? + 1 = 0.

4. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
a) a < bsiy solo sia® < b
b) Va, b € R,

) VaeR,(a—1)(a+1)=a*—1.
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5. Decidir si las siguientes proposiciones son verdadefatsas y dar la negacion de
cada una de ellas.
a dJzeR | x(z+4) =2*—4.
b) Va >03y | 0 <y <z
) Ve e RVy |z +y=0.

6. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
a)0<ay0<b= 0<ab.

b) a <byc< 0= be<ac.
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ALGEBRA | / MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 2

1. Decir cuales de los siguientes conjuntos son inductiastificar.
a) NU{i}.
b) NU {0}.
¢) Un subconjunto infinito d& que contenga al 1.
d) Un subconjunto finito dé&.
e) {r € R |z + 4 es miltiplo de 5.
fy{r €eR|z=+/n,neN}

2. Calcular

5. -1 1
a)zor, b)qz C)k_zik(k:w)

3. Dado un naturah, probar que/n € N; z, y € R, se cumple:

4. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
a)(22")2 =22 n ke N. b) (2")2=4"neN.  ¢)2™! =27 421,

5. Calcular:
a)2° — 21, b)2ntt —2n c) (22)" + (2)? d) (22" +1)(2*" - 1)

6. Demostrar por induccion que las siguientes igualdaglgssfican para tode natural:

a) Z(ak—l—bk) :Zak+Zbk
k=1
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C)Z n+1(2n+1)

d)szzH (n+1)?

L)

f)Za - dondeaeR a0, 1.

7. Probar que la suma de los angulos interiores de un pwiden lados egn — 2),180

grados.
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8. Probar las siguientes afirmaciones usando induccion en
aacRa>-1,=(14+a)">1+mna,Vn eN.
b) n* < 4";Vn € N,n > 5.
c) Vn € N,3" > 1+ 2"

n n 2
d) Y ai < (Z w) .
k=0 k=0
9. Hallarn, € N tal quevYn > ny se cumpla que? > 11n + 3.

10. Seai; = 3, us =5y u, = 3u,_1 —2u,_» conn € N,n > 3. Probar que:,, = 2" + 1.

11. Las siguientes proposiciones no son validas parascddN. Indicar en qué paso del
principio de induccion falla la demostracion:

a)n = n? b)n=n-+1 c) 3" = 3"+,

12. Encuentre el error en los siguientes argumentos de dituc
a) Demostraremos que + 3 es miltiplo de 5 para todo € N.
Supongamos quek + 3 es multiplo de 5, siendb € N. Entonces existg € N tal
quebk + 3 = 5p. Probemos qué(k + 1) + 3 es mdltiplo de 5: Como

5k+1)+3=0k+5)+3=0Bk+3)+5=5p+5=5(p+1),

entonces obtenemos qoigk + 1) + 3 es mltiplo de 5. Por lo tanto, por el principio

de induccion, demostramos qbie + 3 es multiplo de 5 para tode € N.

b) Seau € R, cona # 0. Vamos a demostrar que para todo entero no negativo
a” =1.

Comoa® = 1 por definicion, la proposicion es verdadera para 0. Supongamos
que para un enterb, o™ = 1 para0 < m < k. Entonces

=20 2
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Por lo tanto, el principio de induccion fuerte implica que= 1 para todo entero no

negativon.
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ALGEBRA | / MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 3

. Contar las aplicaciones d&; = {1,2,3} en X, = {1,2,3,4}. Mostrar que hayn®

aplicaciones d&(; en X, = {1,2,...,m}, conm > 1.

. La cantidad de digitos o cifras de un numero se cuentetiaghel primer digito distinto

de cero. Por ejempl®035010 es un nUmero dé digitos.
a) ¢Cuantos nUmeros de 5 digitos hay?
b) ¢ Cuantos nUmeros pares de 5 digitos hay?
c) ¢Cuantos nimeros de 5 digitos existen con sélo un 3?
d) ¢Cuantos nUmeros capictas de 5 digitos existen?

e) ¢ Cuantos nimeros capicltas de a lo sumo 5 digitos hay?

. ¢ Cuantos numeros de 6 cifras pueden formarse condasside 1122007

. ¢ Cuantos niumeros impares de cuatro cifras hay?

. ¢, Cuantos numeros maltiplos de 5 y menores que 4999 hay?

. En los boletos viejos de 6mnibus, apareciaiumerode 5 cifras (en este caso podian

empezar con 0), y uno tenia boleto capi€iasi el nUmero lo era.
a) ¢ Cuantos boletos capictias habia?
b) ¢ Cuantos boletos habia en los cuales no hubiera nufigito repetido?

. Las antiguas patentes de auto tenian una letra indicdévia provincia y luego 6

digitos. (En algunas provincias, Bs. As. y Capital, taaligitos, pero ignoremos eso
por el momento). Las nuevas patentes tienen 3 letras y lueljgitds. ¢ Con cual de

los dos criterios pueden formarse mas patentes?
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Si uno tiene 8 CD distintos de Rock, 7 CD distintos de naisiasica y 5 CD distintos
de cuartetos.

a) ¢ Cuantas formas distintas hay de seleccionar un CD?

b) ¢ Cuantas formas hay de seleccionar tres CD, uno de gexfa ti

¢) Un sonidista en una fiesta de casamientos planea poner@©@,continuacion
de otro. ¢, Cuantas formas distintas tiene de hacerlo sinelitho que no mezcle mas

de dos estilos?

. Mostrar que si uno arroja un daaoveces, hay% formas distintas de obtener una

suma par.

¢, Cuantos enteros entre 1 y 10000 tienen exactamentg @exattamente un 5 entre

sus cifras?

¢ Cuantos subconjuntosfie 1,2, . .., 8,9} contienen al menos un impar?

El truco se juega con un mazo de 40 cartas, y se reparterta® @acada jugador.
Obtener el 1 de espadas (eachg es muy bueno. También lo es, por otros motivos,
obtener un 7 y un 6 del mismo paltefer 33. ¢ Qué es mas probable: obtener el

macho, o tener 337

¢ Cuantos comités pueden formarse de un conjunto degeésanly 4 hombres, si el

comité debe estar compuesto por 3 mujeres y 2 hombres?

¢,De cuantas formas puede formarse un comité de 5 pasrsomadas de un grupo de
11 personas entre las cuales hay 4 profesores y 7 estudigintes

a) No hay restricciones en la seleccion?
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b) El comité debe tener exactamente 2 profesores?
c) El comité debe tener al menos 3 profesores?

d) El profesorX y el estudianté” no pueden estar juntos en el comité?

15. En una clase hay chicas yn chicos. Dar el nUmero de maneras de ubicarlos en una

fila de modo que todas las chicas estén juntas.
16. ¢De cuantas maneras distintas pueden sentarse 8gseesonna mesa circular?
17. a) ¢De cuantas maneras distintas pueden sentarse éalsgrbomujeres en una mesa
circular si nunca deben quedar dos mujeres juntas?
b) Idem, pero con 10 hombres y 7 mujeres.
18. a) ¢De cuantas formas distintas pueden ordenarsdrias de la palabra MATEMA-
TICA?

b) Idem con las palabras ALGEBRA, GEOMETRIA.

19. ¢De cuantas formas distintas pueden ordenarse las titta palabra MATEMATICA

si se pide que las consonantes y las vocales se alternen?
20. ¢ Cuantas diagonales tiene un poligono regularlddos?
21. Dadosn, ny k naturales tales que < k < n, probar que se verifica
n\(k\ (n\(n—m
k)J\m/) \m)\k—m)
22. Probar que para todpj, k € N, vale

i+j+k\[(J+kY  (+7+E)
i i) ilglk!



23. Demostrar que para todoc N vale:

NORARNGR
2 () )+ sr(e)

24. Probar que para todo naturavale que

(3) =)
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ALGEBRA | / MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 4

1. Seam, b, c € Z. Demostrar las siguientes afirmaciones:
a) Va, a | 0. (En particularp | 0).
b) Ya # 0,0 fa.
c) Siab=1,entonces =b=10a=0b= —1.
d) Sia#0,b#0,a|byb]|a,entonces =bba = —b.
€) Sia |1, entonces =16a = —1.
f) Sia#0,a|byalc entonces | (b+c)yal (b—c).
g) Sia#0,a|byal (b+c), entonces | c.
h) Sia #0ya | b, entonces: | be.

2. Probar las siguientes propiedades:
a) 0 es par.
b) 1 esimpar.
c) Sibes paryp | ¢, entonceg es par. (Por lo tanto, $ies par, también lo esb).
d) Siby c son pares, entoncés+ ¢ también lo es. (Por lo tanto, la suma de una
cantidad cualquiera de nUmeros pares es par).
€) Si un numero par divide a 2, entonces ese nimero es2 0

f) La suma de un niUmero par y uno impar es impar.
3. Probar que: es par siy solo si? es par.
4. Probar quei(n + 1) es par.

5. Seam, b, ¢ € Z. ¢ Cuales de las siguientes afirmaciones son verdadestdizdulas
respuestas.
aalbc=albbalec.

b)a|(b+c)=a|bba]c
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C)al|lcyb|c=ab|ec.
d)a|cyblc= (a+Db)|c

€ abc>0ya=bc,=a>bya>c.

6. -"Penséa un nimero de dos cifras (que no sean iguales)”.
-” Ya esta” (7).
-” Inverti el orden de las cifras”.
-"Ya esta” (75).
- “ El nuevo nimero, ¢,es mayor o menor que el primero?”
- “Mayor”.
- “Entonces, resta el nUimero que pensaste del nuevo mimer
-“Ya estd” (75 — 57 = 18).
- “Ahora, suma las cifras del nUmero que pensaste al ioCi
- “Ya esta”. (5+7=12).
- “Decime los dos nUmeros que obtuviste”.
-“18 el primeroy 12 el segundo”.
- (Calcula:t® = 2, 22 = 7y 22 — 5). “Pensaste en el 57"

Ejercicio: Explicar como es el truco y por qué siempre fone.

7. Probar que cualquiera seac N:
a) 322 4 26n+1 es maltiplo de 11.
b) 3%7+2 4 2 43"+1 es mltiplo de 17.
c) 2271 37+2 1 1 es divisible por 11.
d) 32"*2 — 8n — 9 es divisible por 64.

8. Decir si es verdadero o falso justificando:
a) 3" + 1 es multiplo den, Vn € N.
b) 2,5" + 1 es multiplo de 4¥n € N.
c) 10?* — 1 es mdiltiplo de 11yn € N.
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10.

11.

12.

13.

14.

d) 3n? + 1 es multiplo de 2yn € N.

e) n® — n es multiplo de 2yn € N.

f) (n+1)(5n + 2) es multiplo de 2yn € N.
g) n(n+4)(n + 2) es multiplo de 3yn € N.

. Hallar el cociente y el resto de la division de:

i) 135 por23, i) —135 por 23. i) 135 por —23

iv) —135 por —23, V) —98 por 73 vi) —98 por —73.
Sia = bq + r, conb < r < 2b, hallar el cociente y el resto de la division d@or b.
Repetir el ejercicio anterior, suponiendo ahora-gte< r < 0.

Expresar 1810, 1816y 1972 en bases3, 5, 7, 11.

Expresar en base 10 los siguientes enteros:

a) (1503)¢ b)(1111), c) (1111)y,
d) (123), e) (12121)3 f) (1111);
Calcular:

a) (2234); + (2310); b) (10101101)5 + (10011)s.
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ALGEBRA | /| MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 5

. Dar todos los nUmeros primos positivos menores que 100.

. Para cada uno de los siguientes pares de nUmeros:

() 14y 35, (i) 11y 15, (i) 12y 52, (iv) 12 y-52 v) 12y 532,
a) calcular el maximo comun divisor y expresarlo como camabion lineal de los
numeros dados,

b) calcular el minimo comin multiplo.
Encontrai( 7469, 2464), (2689, 4001), (2447, —3997), (—1109, —4999).

Calcular el maximo comun divisor entre 606 y 108 y exarescomo combinacion

lineal de esos niumeros.

Dado un entera, a # 0, hallar(0, a).

Probar que 3 es primo.

Probar que no existen enterog y que satisfagam + y = 100y (z,y) = 3.

Probar que dia, b) = 1y n+2 es un nimero primo, entonces+b, a*>+b> —nab) = 1

on+2.

Probar quéa + b, [a, b]) = (a, b). En particular, si dos nimeros son coprimos, también

lo son su suma y su producto.

. Probar que si € Z, entonce€n + 1y n(n + 1) son coprimos.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19

20

21

Probar:iXa,b) =1,a|cyb|c,=ab]|c.
i) (a,b) =1yal|bc=alc.

a)Probar que el producto de tres enteros consecutiwdigistble por 6.

b) Probar que el producto de cuatro enteros consecutivasisgte por 24.

Demostrar qu&n € Z, n > 2, existep primo tal quen < p < n!. (Ayuda: pensar

qué primos dividen a! — 1.)

Completar y demostrar:
a) Sia € Z, entoncesa, al = .. ..
b) Sia,b € Z, [a,b] =bsiysblosi....

c) (a,b) = [a,b] siy sOlosi.. ..

¢ Existen enteros y n tales que:

aym* =272 b)ym? = 12n2? c)m?® = 47n3?
Encontrar todos los enteros positivog b tales quea, b) = 10, y [a, b] = 100.
Sia - b es un cuadrado y y b son coprimos, probar quey b son cuadrados.

Mostrar que 725y 441 son coprimos y encontrar entergs tales quel = m,725 +
n,441.

. Probar que/6 es irracional.
. Probar que?"*t* + 73"*! es divisible po®, para toda: € N, n impar.

. Probar que todo entero impar que no es maltiplo de 3 esfderhaém + 1 para algin

m € 7.
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Probar que si es un divisor comin dey b, entonces

() @2 =(4,%). (i) 2k = (4, 2).
Probar que para todoe Z, n* + 2 no es divisible por 4.

Dado un entere > 0 fijo, caracterizar aquellos niumeros que al dividirlos ptienen

cociente igual al resto.

Seg primo positivo. Probar qué, (p — 1)!) = 1.

Hallar el menor miltiplo de 168 que sea un cuadrado.
Probar que Sia,4) =2y (b,4) = 2 entoncesa + b,4) = 4.

Probar que el producto de dos enteros consecutivos ne nales un cuadrado. (Ayu-

da: usar el Teorema Fundamental de la Aritmética).
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10.

ALGEBRA | / MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 6

. a) Calcular el resto de la division de 1599 por 39 sin tgnerhacer la division. (Ayuda:

1599 = 1600 — 1 = 402 — 1).

b) Lo mismo con el resto de 914 al dividirlo por 31.

. Probar que todo numero de la fordfa— 1 es siempre divisible por 3.

. Probar que el resto de dividif por 4 es igual a 0 si es pary 1 sh es impar.

. Probar que si las longitudes de los lados de un triang@aéngulo son nUmeros ente-

ros, entonces los catetos no pueden ser ambos impares.

. Probar las reglas de divisibilidad por 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ®lyque no hayan sido

probadas en el tebrico.

. Decir por cuéles de los nimeros del 2 al 11 son divisilblesiguientes nUmeros:

a) 12342 b) 5176 c) 314573 d) 899

. Hallar los restos posibles en la divisionsetepor 3.

. Seana, b, c nUmeros enteros, ninguno divisible por 3. Probar gtie- v> + ¢ es

divisible por 3.

. Hallar la cifra de las unidades y la de las decenas del raime

Hallar el resto en la division depor 5y por 7 para:
a)r =18+ 28 + 3% 4+ 4% + 58+ 6% + 78 + 88, b)x = 3,11,17,71,101.
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11. Searu, b, m € Z,d > 0,d | a,d | b, d | m. Probar que la ecuaciam: = b ( m) tiene

solucibn siy solo si la ecuacion

X

Il
Ul
Sk

Ul

tiene solucion.

12. Resolver las siguientes ecuaciones:
a)2x = —21 (8), b) 2z = —12 (7), c)3z =5 (4).

13. Resolver la ecuacit?2l.x = 85 (340). Hallar todas las solucionestales qued <

T < 340.

14. Hallar todos log que satisfacen:
a)r’=1(4) b) 2% = x (12) c)x® =2 (3)
d22=0(12) e z'=1(16) f3z=1(5)
9) 2z =5 (6) h) 323 = 20 (8).
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15. Dadd € Z, decimos que esinversible nddulom si existeh € Z tal queth = 1 ( m).
a) ¢Es 5 inversible médulo 17?
b) ¢Existe algumn tal quem sea inversible modulo,?
c) Probar que es inversible modulan, siy solo si(t,m) = 1.

d) Determinar los inversibles modula, param = 11, 12, 16.

16. Encontrar los enteros cuyos cuadrados divididos poah9deksto 9.

17. Probar que todo nimero impar satisface= 1(16), a® = 1(32); a'® = 1(64). ¢ Se

puede asegurar qué” = 1(2"2)?
18. Encuentre el resto en la divisibn d@or b en los siguientes casos:
)a=11V13% b=12, i) @ =410, p=7

i) a = 123%%%;  p =31, iv) a = 7%; b= 10.

19. Obtenga el resto en la division de
(i) 2% por 13, (i) 3% por 5 (iii) 8% por 127.

20. Probar que gia, 1001) = 1 entonced 001 divide aa™® — 1.
21. Hallar el menor entero positivo que satisface simel@mente las siguientes congruen-
cias:

x=1(3); x=1(5); x=1(7).

22. Hallar todos los enteros que satisfacen:
x =2 (3); r=3(5); r=5(2).

23. Hallar 4 enteros consecutivos divisibles por 5, 7, 9 yekpectivamente.
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a) Probar que no existen enteros no nulos tales:tjuey? = 322.
b) Probar que no existen nUmeros racionales no nylbs- tales ques(a? +v?) =

r2.

Cinco hombres recogieron en una isla un cierto nUmendes y resolvieron repar-

tirlos al dia siguiente. Durante la noche uno de ellos de@dparar su parte y para
ello dividio el total en cinco partes y di6 un coco que stiara un mono y se fue a
dormir. Enseguida otro de los hombres hizo lo mismo, divid@&lo que habia que-

dado por cinco, dando un coco que sobraba a un mono y retiungarte, se fue a

dormir. Uno tras otro los tres restantes hicieron lo misn&madble a un mono el coco

gue sobraba. A la mafana siguiente repartieron los costames, dandole a un mono
el coco sobrante.

¢ Cual es el nUmero minimo de cocos que se recogieron?

La produccion diaria de huevos en una granja es inferith. Cierto dia el recolec-
tor inform6 que la cantidad de huevos recogida es tal quéando de a 3 sobran 2,
contando de a 5 sobran 4 y contando de a 7 sobran 5. El capgtagud eso era

imposible. ¢ Quién tenia razbn?. Justificar.



138

ALGEBRA | / MATEM ATICA DISCRETA |
PRACTICO 7 -GRAFOS

1. Pruebe que giF es un grafo con mas de un vértice, entonces existen dtsagcon

la misma valencia.

. ¢,Cuantos lados tiene un grafo que tiene cuatro védieeslencia 3, dos vértices de

valencia 5, dos de valencia 6 y uno de valencia 8?

. a) Seds un grafo tal que todos sus vértices tengan valencia 21 aPmke el nimero

de lados es un mdltiplo de 21.
b) ¢ Qué hay de particular acerca del nUmero 217? ¢ Valdejareicio si se pusiera
15,17 0101 envez de 21? Y si se pusiera 22, ¢,qué se podiia dec

. Sea¢ = (V, A) un grafo. El complement6& de G es el grafo que tiene los mismos

vértices d&7 y cuyas aristas unen los pares de vértices que no son atestasHalle

el complemento de los siguientes grafos:

. Si G es un grafo com veértices ya aristas, calcule la cantidad de aristas(den

términos den y a. Si d(v) es la valencia o grado de un vértice de un gr&fde n

vértices, calcule la valencigv) dev enG en terminos dex y 6(v).

. Encuentre todos los grafos de 5 vértices y 2 lados, noagosentre si.
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7. Encuentre todos los grafos con cuatro vértices o memasomorfos entre shyuda:

Hay uno de 1 vértice, dos con 2, cuatro con 3 y once con 4oestti

8. SeanG = (V,A) y G' = (V, A) dos grafos isomorfos y seaun isomorfismo entre
ellos. Pruebe las siguientes afirmaciones:
) [V = V] y A = 4],
ii) 0(v) = 0(a(v)), paratoda € V.

9. SeanG = (V,A)y G' = (V', A’) dos grafos y sea : V — )’ una funcion biyectiva
tal qued(v) = 6(a(v)), paratoda € V.
i) ¢ Puede afirmar que es un isomorfismo?
ii) ¢ Puede afirmarlo $V| = 30 |V| = 4?
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10.

< A 9

11.
12.

13.

14.

15.

Pruebe que los siguientes pares de grafos no son is@norfo

Denotamos con,, al grafo ciclico de n vérticesV = {v,vs,...,v,} con aristas
A= {{v,vip1} | 1 <i <n}U{{v,v,}}. Pruebe qué€’s es isomorfo as. Luego

pruebe que si # 5, entonce%’,, no es isomorfo &,.

Puesto que, de acuerdo con el ejercicio (7), hay 11 graddsomorfos con cuatro
vértices, se deduce que debe haber un grafo con 4 védimemifo a su complemento.

Encuéntrelo.

Seai = (V,A) un grafo, y sea = |V|.

a) Pruebe que €, = (1, A1) es una componente conexa@eal que|V,| = k,
conl < k < n, entonce$A| < (5) + ().

b) Pruebe que si < k < n, entonceg?) + (";F) < (";1).

c) Pruebe que gi4| > (",'), entoncesr es un grafo conexo.

Probar que ningln grafo completo (salg) tiene una caminata euleriana abierta (es
decir, que no es un circuito euleriano). ¢ Cuales grafosptetos tienen un circuito

euleriano?

a) Pruebe que 6i es un grafo en el que cada vértice tiene grado mayor quedneazg
G tiene un ciclo.

b) El item a) afirma que si' es un arbol, entonces existe al menos un vértice de
grado 1. Mas aln, pruebe quelsi= (V, . A) es un arbol yfV| > 2, entonces existen al

menos dos vértices de grado 1 (hojas).
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16. SeaG = (V,.A) un grafo con|V| = n. Pruebe que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
a) G es un arbol.
b) G es conexo, y cualquiera sea& A, G' = (V, A — {a}) no es conexo.
c) G es aciclico y si se le agrega una arista deja de serlo.
d) G es aciclico y tiene — 1 aristas.

€) G es conexoy tiene — 1 aristas.

17. Pruebe que & = (7, A) es un bosque concomponentes conexas, entongds =
V| —c.

18. a) Apligue el algoritmo greedy al graf®, usando los siguientes 6rdenes en los vérti-
ces:

i) v1, Vs, V2, Vg, U3, U7, Vg, V. 1) U1, Vg, U3, Vs, Vs, Vs, U7, Us.
b) Para el grafd@s, encuentre un orden de los vértices tal que el algoritmodyree
dé una coloracién con 4 colores.

V2 U3
vl V2 U3 Uy

Vg Us

19. Encuentre los nUmeros cromaticos de los siguientdegir
a) K,, (grafo completo de vértices).
b) C,, (ciclo den vértices).

c) Los siguientes tres grafos:
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20. Pruebe que para todo grafo se puede encontrar un ordeos dertices tal que el

algoritmo greedy requiera una cantidad de colores igual@ero cromatico del grafo.
21. Pruebe que para todo grafo= (V, A) se cumple qued| > (X)),

22. Parar > 2, el grafoM, se obtiene del graf6s, agregando las aristas que unen vértices
“opuestos”, es decir las aristés;, v}, paral < i < r. Pruebe que:
a) sir esimpar, entonces/, es bipartito,
b) sir es paryr > 2, entonceg((M,) = 3,y que
C) x(M;) = 4.

I

23. Pruebe que &F es un grafo bipartito con una cantidad impar de vérticemraesG
no tiene ciclos hamiltonianos.

24. ¢ Tiene el siguiente grafo un ciclo hamiltoniano?



