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Messieurs,
Le hasard veut que je supplée votre honorable professeur M. Jacquau . Mais je me
permets de ne point partager son opinion sur le systéme d’enseignement a suivre .
Mon avis , & moi , est qu’il ne faut rien apprendre , rien , de ce que I’Université vous
recommende . (Rumeurs au centre .) Je pense étre plus utile & votre avenir en vous
conseillant de jouer aux dominos , aux dames , a I’écarté —les plus jeunes seront autorisés
a planter du papier dans le derriere des mouches . (Mouvements en sens divers .)
Par exemple , messieurs , du silence ! Il n’est pas nécessaire de réfléchir pour apprendre
du Démosthéne et du Virgile , mais quand il faut faire le quatre-vingt-dix ou le cinq
cents , ou échec au roi , ou empaler des mouches sans les faire souffrir , le calme est
indispensable a la pensée , et le recueillement est bien di a l'insecte innocent que va ,
messieurs , sonder votre curiosité , si jJose m’exprimer ainsi . (Sensation prolongée .)
Je voudrais enfin que le temps que nous allons passer ensemble ne fit pas du temps
perdu .

Jules Valles, L’insurgé. 1885.

Introduccién

Este libro surgio luego del dictado, en diversas oportunidades, del curso
para la licenciatura en Cs. Mateméticas de la FCEyN-UBA “Algebra II”,
que es la tercer materia de algebra que cursan los alumnos. La escasez de
bibliografia en castellano sobre los temas abarcados por esta materia fue uno
de las principales motivaciones para escribir este libro.

En el proceso de redaccién, varios temas fueron profundizados mas alla de
lo que se suele dictar en clase, con la idea de que el alumno interesado cuente
no so6lo con una guia de los contenidos de la materia, sino también con ma-
terial de consulta que lo prepare antes de abordar directamente literatura
especializada.

Un curso semestral de estructuras algebraicas deberia contar con los con-
tenidos completos de los capitulos 1,2,3 y 4 como esqueleto sobre el cual de-
sarrollar con mayor o menor profundidad los contenidos de los otros capitulos.

El capitulo sobre grupos (capitulo 1) fue encarado como un capitulo in-
troductorio a estructuras, con los contenidos minimos sobre grupos que se
necesitaran en el resto del libro. La razon de esta minimalidad es por un lado
que el punto de vista general del libro es el categorico, y el modelo de cat-
egoria elegido por nosotros sobre el cual aprender algebra es el de categoria
abeliana. Esto nos llevé a centrar el curso en categorias de médulos sobre
un anillo en vez de la categoria de grupos. Por otra parte, la bibliografia
a disposicién de los alumnos sobre grupos, o grupos finitos, es mucho mas
abundante que sobre médulos, con lo que un nuevo libro detallado sobre este
tema no se presenta comparativamente tan necesario.

El capitulo de teoremas de estructura (capitulo 6) estd formado por dos
partes a la vez muy diferentes y analogas. Se trata de los teoremas de estruc-
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tura de médulos sobre un anillo semisimple, y sobre un dominio principal. Si
bien las categorias semisimples tienen un comportamiento muy diferente al
de las categorias de médulos sobre un dominio principal, ambas son ejemplos
de categorias en donde se tiene una clasificacion “completa” de sus obje-
tos. Mientras que en anillos semisimples el ejemplo que se tuvo en mente
fue el de un algebra de grupo, los ejemplos modelo que tomamos de do-
minios principales son Z (obteniendo asi el teorema de estructura de grupos
abelianos finitamente generados) y el anillo de polinomios con coeficientes en
un cuerpo: klz]. Este dltimo ejemplo tiene como aplicacién, en el caso que k
sea algebraicamente cerrado, la descomposiciéon en formas de Jordan. Dada
la importancia de esta aplicacién, la hemos descripto separadamente como
ultima seccion de este capitulo.

El capitulo sobre categorias (capitulo 9) puede considerarse también como
un apéndice. Durante el dictado de la materia, las nociones categéricas no
fueron dadas ni todas juntas, ni al final, sino de a poco, cuando las necesidades
de lenguaje asi lo indicaban. Generalmente este tema resulta muy dificil de
asimilar si no se cuenta con ejemplos concretos de categorias sobre las que
se haya trabajado. Por esta razén no recomendamos leer directamente este
capitulo si no se esta familiarizado con teoremas basicos o definiciones ha-
bituales de estructuras algebraicas, como los teoremas de isomorfismo, o las
definiciones de suma directa, o de objeto proyectivo.

El capitulo sobre los teoremas de Morita (capitulo 8) es un punto ideal
hacia donde confluir en un curso de algebra, pues integra nociones de todos
los otros capitulos (equivalencias de categorias, médulos proyectivos, gener-
adores, producto tensorial) y a la vez provee resultados muy concretos, como
calculos de subespacios de conmutadores, o relaciones entre propiedades de
un anillo A y del anillo de matrices M, (A).

Por razones evidentes, varias areas importantes de la teoria de anillos y
de la teoria de moédulos no son cubiertas por este texto. Mencionamos por
ejemplo las herramientas de homologia, la teoria de anillos conmutativos, o
aspectos de la teoria de representaciones de grupos como caracteres, férmulas
de induccion, etc.

Este libro esta principalmente destinado a alumnos de un curso de teoria
de médulos. Como tales, asumimos que tienen un profesor, y por lo tanto
hemos evitado todo lo que molesta a la comprensién de un texto matemaético
como largas explicaciones técnicas (que los alumnos dificilmente compren-
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den y que los profesores no necesitan leer) o una presentacion estrictamente
secuencial.

Finalmente, queremos agradecer los comentarios, sugerencias y correc-
ciones de los alumnos que cursaron Algebra II en los dltimos cuatrimestres
que contaron con versiones previas de este manuscrito. Queremos agradecer
tambien a Mariano Suérez Alvarez por su ayuda con el KTEX.

Marco A. Farinati - Andrea L. Solotar
Buenos Aires, 23 de agosto de 2001.



1

Grupos

1.1. Grupo: definicién y ejemplos

El concepto de grupo aparecié inicialmente como grupo de transforma-
ciones de un conjunto. Sin embargo, al estudiar estos grupos de transforma-
ciones se vio que muchas de sus propiedades eran independientes del hecho
de que actuaran sobre un conjunto, y resultaban consecuencias de ciertos
axiomas basicos.

Definicién 1.1.1. Un grupo (G, x) es un conjunto G provisto de una op-
eracion x : G X G — G que verifica:

1. Asociatividad: para todo g1, g2, g3 € G, (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3)-
2. Elemento neutro: existe e € G tal queexg=g*xe =g Vg € G.
3. Inverso:VgeG, 3¢g €G talquegxg =g xg=e.

Si ademads para todo par g, h € G se verifica g x h = h % g entonces el
grupo se llama abeliano o conmutativo. Al cardinal del conjunto G se lo
llamard orden de G y se lo notara |G|. Un grupo G se dira finito si |G| < oo,
se dira infinito en otro caso.

Observaciones: 1) El elemento neutro de un grupo es tnico, porque si e y
¢’ son dos neutros, entonces ¢ = e x ¢’ = €' (la igualdad de la izquierda es
porque €' es neutro “a derecha” y la segunda igualdad es porque e es neutro
“a izquierda”).
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2) Un inverso ¢’ de un elemento g es tnico, ya que si ¢’ y ¢” son dos inversos
para un mismo g entonces

7 1

g=gxe=gx(gxg")=(g'*xg)xg" =exg' =g

Al tinico inverso de un elemento g se lo denotars g—*.

Ejemplos:

1.

Sea X un conjunto, G = {funciones biyectivas de X }, * =composicién.
En este caso e = funcién identidad y dado g, g~! es la funcién inversa.
Si el conjunto X es finito, X = {1,2,3,...,n}, entonces G se denota S,,
y se llama el n-ésimo grupo simétrico.

Sea V un k espacio vectorial. G = GL(V) = {endomorfismos lineales
inversibles de V'} es un grupo con la composicién de transformaciones
como producto y la identidad como neutro. Si V' = k™, GL(V') se nota
GL, (k) v se identifica (luego de fijar una base del espacio vectorial)
con las matrices inversibles de n filas y n columnas a coeficientes en k.
El elemento neutro es la matriz identidad.

Tomando la suma como operacion y el cero como neutro, los conjuntos
Z, Q, R, C (los nimeros enteros, racionales, reales y complejos) son
todos grupos (conmutativos).

Si m € N, los “restos médulo m” (Zy,, +m,0) forman para cada m un
grupo abeliano con exactamente m elementos.

Sim € N, G,, = { raices m-ésimas de la unidad } con la operacién
producto (como nimeros complejos) es también un grupo abeliano con
m elementos, el neutro es el 1.

Si X es un conjunto no vacio y G un grupo, entonces I' = {f : X — G}
funciones de X en G es un grupo con la multiplicacién definida por

(f *r 9)(x) := f(z) xc g(x) (Vf,g €T, Vo€ X)

El neutro es la funciéon constante que a todo x € X le asigna e, el
elemento neutro de G. Se observa que I' es conmutativo si y sélo si G
lo es.
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7. Si G7 y Gy son dos grupos, entonces el producto cartesiano G; x Go
admite una estructura de grupo definiendo la operacion

(91, 92) * (91, 65) := (91 * g1, G2 * g5)

Nota: Para un grupo arbitrario (G, %), denotaremos indistintamente el
producto de dos elementos gy, g2 por g; * g2 = ¢g1.92 = g1g2. Los simbolos * y
. se utilizardn para cualquier tipo de grupo (abeliano o no), el simbolo + se
utilizara solamente para grupos abelianos. Cuando se desprenda del contexto
no explicitaremos la operacién y hablaremos simplemente del grupo G.

Antes de seguir con las definiciones béasicas de la teoria de grupos, hacemos
una pequena disgresién sobre la estructura de monoide.

1.2. Monoides

La estructura de monoide es una generalizacion de la estructura de grupo,
en donde no se pide la existencia de inverso, y segtn el contexto, a veces se
asume la existencia de elemento neutro, y a veces no. Damos pues la definicién
de monoide:

Definicién 1.2.1. Un monoide (M, *) es un conjunto M provisto de una
operacion x : M x M — M que es asociativa, es decir, que verifica mx(nxl) =
(mxn)xl, para toda terna de elementos m, n, | € M. Si ademds eziste e € M
tal que exm = mxe Ym € M, entonces M se dird un monoide con elemento
neutro.

A partir de la definicién, es claro que todo grupo es automaticamente
un monoide. El ejemplo clasico de monoide (que no es grupo) es el de los
nimeros naturales (N, +), o agregandole el elemento neutro: (Ny, +).

Ejercicio: Si M es un monoide que admite un elemento neutro, entonces ese
elemento neutro es unico. En particular, el mismo enunciado es cierto para
todos los grupos.

Si M es un monoide con elemento neutro, el subconjunto U (M) definido
por U(M) :={m € M tal que existe m' € M con m' xm = e =mm'} se
denomina las unidades M. Tautolégicamente U(M) es un grupo.

Ejemplos:
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1. Si (k,+,.) es un cuerpo entonces (k,.) es un monoide con elemento
neutro, U(k) = k —{0}.

2. Si V es un k-espacio vectorial, Endy (V) con la composicién como op-
eracion es un monoide, con elemento neutro la funcién identidad. En

este caso U(Endi(V)) = GL(V).

3. Si X es un conjunto, Func(X,X) = {f: X — X} es un monoide (con
la composicién como operacién), U (Func(X, X)) = S(X).

4. Existen monoides con elemento neutro que admiten elementos inversibles
a izquierda pero no a derecha. Consideremos

M = CFMyN(R) = {(ai); jen/ aij € R, y Vj, a;; = 0 salvo para finitos valores de i}

con el producto usual de matrices. La matriz (d;2;); jen es inversible a
izquierda pero no a derecha.

5. Terminamos esta disgresion sobre monoides con un ejemplo de tipo
general:

Sea X un conjunto arbitrario no vacio. Para cada n € N consideremos
X" := X x---x X el producto cartesiano de X consigo mismo n-veces.
Se define

LX) =[] x"

neN

donde [ ] indica la unién disjunta. Si (xy,...,x,) € X"y (2'1,...,2',) €
X™ definimos

(1, o) * (2,2 ) = (2, 2y, 2 ,) € X

Esta operacién da una estructura de monoide (sin elemento neutro) en
L(X).

Si X es un conjunto unitario, L(X) se identifica con (N, +). Si X tiene
por lo menos dos elementos pruebe que L(X) no es conmutativo.
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1.3. Subgrupos, subgrupos normales

En general, dado un conjunto GG, uno puede obtener toda una familia de
otros conjuntos simplemente mirando los subconjuntos de G, si ademas G
tiene estructura de grupo, uno se puede preguntar cémo obtener “gratis” a
partir de G, una familia de grupos de manera andloga a la situacién conjun-
tista.

Definicién 1.3.1. Dado un grupo (G, *), un subgrupo de G es un subcon-
gunto H C G tal que (H,*|gxpy) es un grupo, o en forma equivalente:

1. x es cerrado en H, i.e. Vhi,hys € H, hyxhy € H.
2. ec H.
3. Yhe H, e H.

Observacion: La condicién 2 implica que H # (), a su vez las condiciones 1
y 3 junto con H # () implican la condicién 2, por lo tanto en la definicién de
subgrupo se puede cambiar 2 por H # ().

Ejemplos:

1. Dadon € N, sea G, = {w € C / w"” = 1}, entonces (Gy,.) es un
subgrupo de (C — {0}, .).

2. Sin € N, los multiplos de n: n.Z = {nk / k € Z} es un subgrupo de
los enteros (Z, +).

3. G=17Z¢=1{0,1,2,3,4,5}, H = {0,2,4} y Hy = {0, 3} son subgrupos
de G.

4. Si (G,x*) es un grupo, G y {e} son siempre subgrupos. Por ejemplo si
p es un nimero primo y G = Z, se vera ficilmente luego que estos dos
subgrupos triviales son los tnicos subgrupos que tiene Z,.

5. Sea X = {1,2,3,....,n}, G = S, = { permutaciones de X}. Si 1 <
i < n, el conjunto de permutaciones que fijan el elemento i de X:
H; = {g € G / g(i) = i} es un subgrupo de G. ;Cuantos elementos
tiene G7 ;Cuantos elementos tiene H;?

6. Sea G = GL,(k). Sea H = {A € G / det(A) = 1}, entonces H es un
subgrupo de G.
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Observemos que si H es un subgrupo de un grupo G, entonces para cada
r € G, el conjunto z.H.x™' = {xhx™' : h € H} es también un subgrupo de G
(verificar: (zhz™')(zh/z™') = (kW )z~ € z.Ha 'y (zha™')™' = zh~z™1).
De esta manera, a partir de un subgrupo H obtenemos otros, que llamaremos
conjugados a H. No hay razon a priori para suponer que H coincide con
sus subgrupos conjugados, esto si es cierto si por ejemplo el grupo G es
conmutativo, o mas generalmente si los elementos de i conmutan con los de
G. De los ejemplos anteriores, si tomamos G = 5, y ¢ € G la permutacion
ciclica definida por

sy i1 si<n
o 1 sii=n

podemos considerar H = {id, 0,0? 03, ...,0" '}, H resulta un subgrupo, pero
(ejercicio) es falso en general que si z € G entonces z.H.z™' = H.

Definicién 1.3.2. Un subgrupo H de un grupo G se dird invariante (o
normal, o distinguido) si verifica que x.H.x™!' = H Vx € G. Se notard H<G

Pregunta: Como pueden descubrirse todos los subgrupos normales de un
grupo dado?

Observaciones / ejercicios:

1. Sea {H;}ier una familia de subgrupos de un grupo G, entonces (., H;
es un subgrupo de G. Si ademas todos los H; son invariantes entonces
Nic; Hi también es invariante.

2. Si H es un subgrupo de un grupo GG, demostrar que ﬁGaz.H.x_l es un
T

subgrupo invariante.

3. Si S es un subconjunto de G, sea Ng = {r € G / z.Sa™' = S}
entonces Ng es un subgrupo de G llamado el normalizador de S en
G. En particular, si S = {a}, Ng ={z € G / za = ax}.
Si S es un subgrupo de GG, S es también un subgrupo de Ng y S < Ng.
Ademas Ny es el subgrupo de G mas grande con esa propiedad.

4. Sea Zg ={x € G /| xg = gx Yg € G}. Zg es un subgrupo de G, se
llama el centro de GG. Se tiene Z5 <G, y ademés VS C G, Zg C Ng.
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5. Sea G un grupo cualquiera, x,y € G, definimos el conmutador de
r e y como [r,y] := zyx~'y~'. Dejamos como ejercicio verificar que
si 2 € G, entonces z[z,y]z"! = [zxz7!, zyz~!]. Llamamos subgrupo
conmutador y denotamos [G, G] al subgrupo de G generado por los

conmutadores. Tenemos entonces que [G, G| < G.

1.4. Morfismos y cocientes

Asi como la nocién de conjunto esta intrinsecamente ligada al concepto
de funcién, pues una funcién es una forma de relacionar un conjunto con
otro, para el caso de grupos, que son conjuntos provistos de una estructura
de producto adicional, seran de importancia central las funciones entre grupos
que “respeten” dicha estructura.

Definicién 1.4.1. Sean (G, *q), (G, *q) dos grupos. Una funcion f : G —
G’ se dice un morfismo (u homomorfismo) de grupos si y solamente si para
todo g1,92 € G es vdlida la igualdad:

flg1%c 92) = f(q1) *c f(g2)

Ahora se puede dar la definicién de subgrupo de manera mas compacta
(ejercicio): un subconjunto H de un grupo G es subgrupo si y sélo si H admite
una estructura de grupo tal que la funcién inclusion i : H — G (h — h) sea
un morfismo de grupos.

Nombres:

= Un monomorfismo es un morfismo inyectivo.
= Un epimorfismo es un morfismo suryectivo.
= Un isomorfismo es un morfismo biyectivo.

Notar que si designamos por Homg (G, G’) al conjunto de morfismos de
grupos f : G — @', este conjunto es siempre no vacio porque la funcién
que a todo elemento de G le asigna el neutro de G’ (el “morfismo nulo”) es
trivialmente un morfismo de grupos.

Propiedades:
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1. Un morfismo f : G — G’ es isomorfismo < es monomorfismo y epi-
morfismo, ademds en tal caso la funcién inversa f~!: G’ — G también
es un morfismo de grupos (verificar!).

2. Si f es un morfismo, entonces f(eq) = eq pues como eg = eg * g,
entonces f(eq) = f(eg) * f(eq) por lo tanto eqr = f(eq) * (f(eg)) ™ =
flea) * flea) * (f(eq) ™' = flea).

3. VgeG, flg)=flo"
4. f monomorfismo < (f(g) =eqr = g = eq).

Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, se tienen automaticamente
dos subgrupos (uno de G y otro de G’) asociados a dicho morfismo, que
llamaremos el nicleo (en inglés o aleman: kernel) y la imagen de f:

» Nicleo: Ker(f) :={g€ G/ f(g9) = e}
» Imagen: Im(f) :={¢ € G' / 3g € G tal que f(g) = ¢'}.

Ejercicio 1: verificar que efectivamente son subgrupos. Verificar que Ker(f)<
G, sin embargo, Im(f) no tiene porque ser invariante, mostrar un contrae-
jemplo.

Ejercicio 2: Sea f : G — G como antes un morfismo de grupos y H' un
subgrupo de G’. Verificar que f~'(H’) es un subgrupo de G, si ademas H'<1G’
entonces f~'(H') < G. En particular como {e} <G’ resulta Ker(f) <G.

Las definiciones de monomorfismo y epimorfismo pueden ser enunciadas
a través de estos subgrupos, pues un morfismo f : G — G’ es monomorfismo
si y sblo si Ker(f) = {eg}, y es epimorfismo si y sélo si Im(f) = G'.

Ejemplos:

1. La funcién exponencial exp : (R, +) — (Rso,.) (z +— €%) es un isomor-
fismo de grupos, cuyo inverso es la funcién logaritmo.

2. Morfismos entre Zgy y Zy:
Sea f : Zy — 7, morfismo de grupos. Luego sabemos que f(0) = 0.
;Cudnto vale f(1)? Como 0 = 1+ 1 entonces f(1) + f(1) = 0 por lo
tanto f(1) debe ser o bien cero, o bien la clase de 2 en Zy4, en cualquiera
de los dos casos, la funcién asi definida es un morfismo de grupos.
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3. (ejercicio) Sea f : Zy — Z3 un morfismo de grupos, entonces f es el
morfismo nulo.

4. Sea f: G, — Z, dado por f(e%%) =k, entonces f es un isomorfismo
de grupos.

5. (ejercicio) Definir un morfismo de grupos f : S3 — Sz tal que Im(f)4 Ss.

Vimos que si f : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces Ker(f)<G.
El siguiente lema muestra que todo subgrupo normal de G es el ntcleo de
algin morfismo de G en algin grupo G'.

Lema 1.4.2. Sea H < G. Entonces existe un grupo G' y un morfismo de
grupos f : G — G’ tal que H = Ker(f).

Demostracién: Se quiere definir un f y un G’ de modo tal que Ker(f) = H.
Definimos para eso una relaciéon de equivalencia ~pg.

Si z,y € G, diremos que x ~g y < y 'z € H (verificar que al ser H
un subgrupo, esa relacién es de equivalencia). Notar que en el caso H = {e}
esta relacién es simplemente la igualdad.

Dada una relacion de equivalencia en un conjunto, se tiene automatica-
mente otro conjunto (el conjunto cociente) y una aplicacién natural:

7:G— G~y
T— T
dondez={y e G/ z ~py}

Se toma f =7y G' =G/ ~py, en G’ se define la siguiente estructura de
grupo:

T*Y: =Ty

Notar que es la tinica estructura de grupo posible que hace de 7 un morfismo
de grupos.
Hay que verificar lo siguiente:

1. La operacién en el conjunto cociente esta bien definida.

2. La operacién definida en G’ da una estructura de grupo, es decir es
asociativa, hay un elemento neutro y todo elemento tiene inverso.
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3. f es un morfismo de grupos y Ker(f) = H.

Veamos 1.: Sean z,2’,y,y tales que ¥ = v/ y T = 2/. Es decir, = esté rela-
cionado con x’ y lo mismo para y e 1/, esto equivale a que existan hy, ho € H
tales que

(@) e =hs (Y)Y =D
o equivalentemente
r=a'h; y=yhs
queremos ver que z'y’ = Ty, para eso calculamos zy en términos de 2’ e y':

Ty = 'Ry hy = 2'(y'y" hy'hs =
xl?/(?/_lhlyl)hz = 2y hghs

donde hs = v 'hiy’ que es un conjugado de hy, como H es un subgrupo
invariante entonces hy € H, también pertenece a H el producto hzhso, por lo
tanto zy estd relacionado con z'y’ y por lo tanto 7y = 2'y/.

Notar que si H no es invariante, el razonamiento anterior no es valido,
y no hay manera de dar en general al cociente G’ una estructura de grupo
compatible con la de G.

Una vez que se sabe que la operacién en G’ esté bien definida, es ficil
(ejercicio) ver que es asociativa y que eq: =€, (f)_l

El hecho de que f sea un morfismo de grupos es inmediato a partir de su
definicion pues

fley) =7y =7. %7 = f(z)f(y)

=z 1

Calculamos ahora Ker(f):

Ker(f) = {re G/ f(z) = ex}
{reG/T="¢}
= {zveG/z~pye}
{reG/rxeH}=H

Notacién: G’ := G/H
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Definicién 1.4.3. Dado un grupo G y un subgrupo invariante H, a la con-
struccion precedente G/H se le llama el grupo cociente de G por H (o G
mddulo H ).

Notar que la estructura de grupo de G/H se debe a que H < G, si no, el
conjunto cociente G/H es tan s6lo un conjunto.

Ejemplos:
1. Sea m.Z considerado como subgrupo de (Z,+), entonces Z/m.Z = Zy,

2. Sea (R, +) y consideremos el subgrupo (normal porque (R, +) es con-
mutativo) Z C R, se obtiene entonces que R/Z es un grupo isomorfo a

(S',)={z€C /|z| =1} C (C—{0},.) bajo la aplicacién

R/Z — S!

T — eme

3. Si G es un grupo, entonces G/{e} = Gy G/G = {e}.

Otra forma de describrir al grupo cociente lo da la siguiente proposicién,
que muestra una propiedad (de tipo universal) que caracteriza completa-
mente al cociente:

Proposicion 1.4.4. Sea G un grupo, H <G y la aplicacion al cociente my :
G — G/H. Entonces para todo morfismo de grupos f : G — G’ (donde
G’ es arbitrario) tal que H C Ker(f), existe un dnico morfismo de grupos
f:G/H — G tal que f ory = f. Esta situacion se esquematiza con el
siguiente diagrama:

G-

7
TH e
o f

G/H

Demostracion:

Ezistencia de f: Si T € G/H, se define f(7)
resulta bien definida pues si T = 2’ entonces /'
f(@' ) = e}y con lo cual f(z) = f(2').

(x). Esta aplicacién

-
x € H C Ker(f), luego
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Resulta claro también que f es morfismo de grupos pues

(@) = flzy) = f(2)f(y) = (@) ()
y que (por la definicién de f) f = fomy.

_ Unicidad de f: Es una consecuencia de la sobreyectividad de 7z. Sean f,
y fo tales que f,om = f (i = 1,2), entonces

[1@) = Filn (@) = f(2) = fo(n(2)) = F,(@)

luego f, = f5.

Observacién: Con las notaciones como en la proposicién anterior, Im(f) =

Im(f) y Ker(f) = mu(Ker(f)). En particular f epimorfismo implica f epi-
morfismo, y si H = Ker(f) entonces f es monomorfismo.

1.5. Teoremas de isomorfismo

1.5.1. Definiciéon por propiedad universal

El grupo G/H queda determinado de manera tnica por las siguientes
propiedades:

» Existe un morfismo de grupos 7 : G — G/H tal que Ker(7) = H.

» Todo morfismo de grupos f : G — G’ tal que H C Ker(f) se factoriza
de manera tnica por G/H, o sea, si f : G — G’ es un morfismo de
grupos y f(H) = {e} entonces 3!f : G/H — G’ (morfismo de grupos)
tal que fom = f.

Si (é,% G — é) es un par con las mismas dos propiedades anteriores de
(G/H, ) entonces G = G/ H porque: aplicando la segunda propiedad a G/ H
y GG sucesivamente se tienen Uinicos morfismos ¢ y ¥ como en el diagrama

G—"~G/H



M. A. Farinati — A. L. Solotar 21

tales que pom =7y 1 om = 7. Luego, por ejemplo T = pom = (po1))oT.
Si aplicamos la segunda propiedad al diagrama

T% )
G

a partir de la cuenta anterior vemos que idzom = T = (¢o1)) o7, por unicidad
se sigue entonces que ¢ o1 = idg. La otra composicion es completamente
analoga, y queda demostrado asi que ¢ y 1 son isomorfismos, uno inverso
del otro.

1.5.2. Primer teorema de isomorfismo

Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, consideramos f : G — Im(f)y
H = Ker(f), entonces f : G/Ker(f) — Im(f) es un isomorfismo de grupos.
Para esto, basta observar que f es mono y epi.

1.5.3. Segundo teorema de isomorfismo

Sean H y K dos subgrupos normales de G tales que K C H (= K < H).
Se tiene entonces el diagrama conmutativo:

| oa

G/K

TH es claramente sobreyectiva pues my lo es, el nicleo de 7Ty es la imagen

de H por mx en G/K o sea H/K, aplicando ahora el primer teorema de
G/K ~

isomorfismo a 7y se tiene g = G/H.

Ejemplo: Si consideramos Z C R C C (todos grupos con la suma), entonces

C/Z ~ ~
Rz = C/R =R.
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1.5.4. Tercer teorema de isomorfismo

Sean H y K subgrupos de un grupo G tal que K C Ny (es decir,
kHk™' = HVk € K),si HK = {hk / h € H, k € K}, entonces HK
es un subgrupo de G porque

(hk)(W'K) = hkk (k7KK = [h(kRE )kK € HE

pues ki'k~! € H. Ademds (hk)™' =k~ 'h~' = (k='h71k).k1

Notar que H < HK, por lo tanto tiene sentido calcular HK/H.

Si consideramos la aplicacién K — HK/H dada por k — 1.k, es so-
breyectiva (verificar!), y el nicleo son los elementos de K que también estdan
en H, esto da el isomorfismo:

K/(HNK)=~ HK/H.

1.6. Teorema de Lagrange

Si H es un subgrupo (no necesariamente invariante) de un grupo G, se
sigue llamando G/H al conjunto cociente por la relacién de equivalencia ~ g
del lema 1.4.2. Si H < G entonces G/H es un grupo, si no, es solamente un
conjunto.

Definicién 1.6.1. Si G es un grupo y H un subgrupo (normal o no) de
G, se llama indice de H en G al cardinal del conjunto G/H. Se lo nota

(G: H):=#(G/H)

Recordamos que el orden de un grupo G es el cardinal de GG y se lo nota
G| = #G.

El siguiente resultado, si bien se puede generalizar a cardinales arbitrarios,
es de principal utilidad cuando |G| < oo. Supongamos ahora entonces que
se tiene un grupo finito G y H C G un subgrupo. Recordando la relacién de
equivalencia ~p, para un x € G se tiene:

= {yeG/z~ny}
= {yeG/y v e H}
= {ye G /y=uzxhparaalgin h € H}

Observamos que:
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1. Por ser ~y una relacién de equivalencia, TNy =0 o T =7.
2. Paratodo z € G: #(7) = #(x.H) = |H| (verificar!).
3. #(G/H)=#{z: € G}.

En las condiciones anteriores se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.6.2. (Lagrange) Sea G un grupo, H un subgrupo de G, entonces
|G| =(G: H).|H]|.

Demostracion: del hecho de que ~p sea una relacion de equivalencia se
sigue que G es la unién disjunta (observacién 1. anterior) de sus clases de
equivalencia, por lo tanto

Gl = > #@
zeG/H

de la observacion 2. anterior se sigue que todos los nimeros que se suman son
iguales a [H|, por lo tanto |G| =3 o/ [H| = #(G/H).|H| = (G : H).|H|.
Este simple teorema tiene consecuencias inmediatas importantes:

Corolario 1.6.3. Sea G un grupo finito:
1. El orden de cualquier subgrupo de G divide al orden de G.

2. Sea H <G, entonces |G/H| = %

3. Sea a € G, se denotard por {(a) al subgrupo de G dado por el conjunto
{a"} ez (verificar que es un subgrupo, para la definicion formal de a™
con n € Z ver al principio de la siguiente seccion) y se denotard |a| :=
|(a)|. Entonces para un grupo finito, |a| es un nimero que divide a |G)|.
Notar que (ejercicio) |a| = min{n € N / a" = eq}.

4. Sea G finito, para todo x € G, !¢ = eg.
5. (Fermat) Sia € Z y p es un nimero primo entonces a? = a(p).

6. Si f:G — G es un morfismo de grupos y a € G, entonces |f(a)l
divide a |al.

7. Si|G| es un nimero primo p (por ejemplo G = 7Z,) entonces los tinicos
subgrupos de G son los triviales: {ec} y todo G.
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Los puntos 1, 2 y 3 son evidentes, demostremos ahora 4:

2101 = gl (Gx@) _ (plaly(Gxta))

el resultado se sigue ahora de que z!*l = eg.

5.: Si a = 0(p) el resultado es obvio, asi que basta probarlo para a €
(Zp —{0}).

Consideramos G = (Z, — {0}, .), que es un grupo porque p es un nimero
primo (por qué?). Por el punto 3., |raa| divide a |G| = p — 1, por lo tanto
a’~! = 1(p).

6.: Considerar f|qy : (@) — G', Im(f|wy) = (f(a)). Por el teorema de

isomorfismo (f(a)) = (a)/ Ker(f|)), entonces |f(a)| = #f‘\m)\

1.7. Grupos ciclicos

Sea (G,.) un grupo, y a € G un elemento de G. Si m € Z se define

eq sim=20

m_ a sim=1
“" 7Y (inductivamente) @™ L. sim > 1
(a=t)™™ sim <0

Claramente, a".a® = a®.a” = a"*%, es decir, la funcién f, : Z — G definida
por n +— a" es un morfismo de grupos. De hecho, también vale que si a,b € G
son tales que ab = ba entonces (ab)™ = a™b™.

Definicién 1.7.1. Un grupo (G, .) se dice ciclico si eziste un elemento a € G
tal que Vb € G, Am € Z con a™ = b. En otras palabras, G es ciclico si existe
un a € G con (a) = G. Un tal elemento se dird un generador de G.

Observaciones:

1. Un generador de un grupo ciclico no tiene por qué ser tinico, por ejemplo
G = (Zs,+) es un grupo ciclico pues Zs = (1) = (2) = (3) = (4).

2. Sea G un grupo. Entonces Va € G, |(a)| = |al.

Ejercicio: Ver que (Z,+), (Gn,.) v (Z,,+) con n € N cualquiera son todos
ciclicos. En cada caso encontrar todos los generadores.
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Vimos antes que G,, y Z,, son grupos isomorfos, pero si n # m, Z,, % Zn,
(por qué?); ademds ningin Z, es isomorfo a Z (por qué?). ;Puede existir
un grupo ciclico no isomorfo a (Z,+) o a (Z,,+)? {Puede existir un grupo
ciclico no conmutativo?

La respuesta la da el siguiente teorema que caracteriza a todos los grupos
ciclicos.

Teorema 1.7.2. Sea G un grupo ciclico, (G = (a) para algin a € G).
Entonces:

silal=n= G = (Zn,+)
sila| =00 =G = (Z,+)

Demostracién: Por hipdtesis, para algin a € G vale (a) = G. Consideramos
la funcién f : Z — G definida por m — a™. Como a""* = a"a®, f es un
morfismo de grupos, y la imagen de f coincide con (a) = G, entonces por el
primer teorema de isomorfismo G = Z/ Ker(f). Si |a| = oo entonces la tnica
posibilidad de que f(m) = a™ = e es m = 0, por lo tanto Ker(f) = {0} y
G>Z.

Por otro lado, definimos antes |a| := |(a)|, . Entonces a partir la definicién
misma de orden de un elemento, si |a| = n resulta n.Z = Ker(f) (;por qué es
exactamente n.Z?7), luego G = Z/n.Z = 7,

Corolario 1.7.3. 1. Si G y G' son dos grupos ciclicos y |G| = |G'| en-
tonces G = G'.

2. Si |G| =p conpeN un nimero primo, entonces G = Z,.

Para demostrar 2., basta ver que G es ciclico. Tomemos a € G un elemento
cualquiera que no sea eg y consideremos el subgrupo (a). Por Lagrange, el
orden de este subgrupo divide al orden de G que es p, por lo tanto es 1 6 p,
pero |(a)| # 1 ya que contiene por lo menos a los elementos a y eq, luego

(a) =G.

1.8. Accion de un grupo sobre un conjunto

Como vimos en los primeros ejemplos, una de las formas de encontrar
grupos es observando transformaciones de algin conjunto, de esta manera,
a un grupo abstracto se lo piensa “actuando” sobre el espacio o conjunto en
donde operan las transformaciones.
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Definicién 1.8.1. Sea (G, .) un grupo y X un conjunto. Se dice que G opera
a izquierda (o actia a izquierda) sobre X si y sélo si se tiene dada una
funcion, llamada accion:

p:Gx X —-X
(9, 2) — ¢(g, )
que denotamos g.x, y que verifica:
» Asociatividad: (g.¢').z = g(¢'.x) para todo x € X, g,¢9' € G. (Atencidn

que el punto entre g y ¢' indica la multiplicacion en G mientras que el
punto entre g y x es la accion sobre X.)

s Identidad: eg.z =2 V2 e X.

Si A, B, C' son tres conjuntos, es valida la siguiente igualdad:
CAXB — (CB)A

es decir, si una funcion tiene dos variables, fijando una se obtiene una funcién
de la otra:

Func(A x B,C) = Func(A, Func(B,(C))
f(= =)= (a— fla,-))

Esto da otro punto de vista para describir las acciones de un grupo sobre un
conjunto. Para cada g en G se tiene la funcién “multiplicaciéon por g”

bg =g, —)=9—: X =X

T g.T

Las propiedades de la accién aseguran que ¢, o ¢, = ¢, (verificar!), en
particular ¢,-10¢, = ¢40 0,1 = @, = idx. Esto dice que ¢, es una funcién
biyectiva, con inversa ¢4-1. Por lo tanto, dar una accién de G' en X es dar
una funciéon que sale del grupo G y llega al grupo de funciones biyectivas
del conjunto X (que denotamos S(X)). La propiedad de asociatividad de la
accion no dice otra cosa que el hecho de que esta funciéon es un morfismo de
grupos, i.e. la aplicaciéon

G — S(X)
g — g
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verifica ¢g 0 ¢ = @y r.

Esta aplicacion junto al conjunto X se llama una representacién de G
en X. A partir del grupo abstracto G, se tiene una imagen de él como un
subgrupo del grupo de permutaciones del conjunto X.

Ejemplos: 1. G = G,, (n € N), X = R? identificado con C).

G, xC—=C

(Wn, 2) — (wy.2) rotacion en angulo =arg(w,,)

Es decir, GG,, se representa como rotaciones del plano.
2. G = &, (grupo simétrico de n! elementos). X = R",

S, xR" — R"

(O‘, ([El, ey $n)) [d (:Eg(l), ...:L‘U(n))

Notar que en realidad o actia como una transformacion lineal, aqui la accién
es un morfismo S, — GL,(R) C S(R").

3. Conjugacion o accién por automorfismos interiores. En este caso, G
opera sobre si mismo:

¢y G— G

hi g.hg!

Verificar que tiene las propiedades para ser una accién. Andlogamente al caso
anterior, la accién respeta la estructura adicional que existe sobre el conjunto
X = @G, pues la accién tiene por imagen a los automorfismos de grupo de G

(CS(@)):

g(h.k)g™" = (ghg™").(gh'g™")

La imagen de la accién es un subgrupo de los automorfismos de grupo de
G (Aut(G)) que se llama es subgrupo de automorfismos interiores, y se de-
nota Aut;,(G). Si el grupo es abeliano, el tinico automorfismo interior es
la identidad. De hecho, se puede caracterizar a los automorfismos interiores
en términos del grupo G y del centro de GG, que de alguna manera mide la
“abelianidad” de G

Por el primer teorema de isomorfismo, se tiene

Aut;n (G) = G/ Ker(accién por conjugacion)
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El nicleo de la accién son los elementos de ¢ tales que g. — .g~! define el
automorfismo identidad de G, que es el neutro de Aut(G). Pero

g.— g =idgegrg ' =2Vr e G gr=agvVr € G
es decir, g € Z(G), por lo tanto

Autin(G) = G/Z(G)

4. G actia por conjugacién en el conjunto de partes de G: P(G) = {X :
X C G} Si A e PG), ge G, sea ¢py(A) = gAg?t = {gag™?: ac
A} € P(A). Notar que esta accién se restringe bien al subconjunto de P(G)
formado por los subconjuntos de G' que ademas son subgrupos de G. ; Quiénes
son los “puntos fijos” por la acciéon de G?

5. Traslaciones: Si X = @, dado g € G se define T, : G — G por
T,(h) = gh. Observar que T, no es un morfismo de grupos (;por qué?).
También G actia por traslaciones sobre P(G).

6. Sea G = Zy, X = C, entonces la aplicacién

ZQ — AutR(C)
0— id(c

1+ conjugacién

es una accién. El conjunto de puntos fijos por la accion de Z, es exactamente
el subgrupo de niimeros reales.

7. Como tener una accién de GG sobre X es lo mismo que tener un morfismo
G — S(X), para un grupo y un conjunto cualesquiera siempre existe el
morfismo nulo

G — S(X)
g —idx Vg € G

Cuando X sea un conjunto sobre el que GG actia de esta manera, se dira que
G actua trivialmente en X.
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1.9. Orbitas, grupos de isotropia y ecuacién
de clases

Al actuar GG sobre un conjunto X, pueden asociarse a esa accion diversos
subgrupos de GG y subconjuntos de X:

Dado g € (G, se puede considerar el subconjunto més grande de X sobre
el que el elemento g actia trivialmente: {z € X / g.x = x}. Si por ejemplo
GG acttia sobre si mismo por conjugacion, este subconjunto es el centralizador
de g en G, si GG actia por traslaciones este conjunto es vacio.

Inversamente, si x € X, se puede considerar el subgrupo de GG formado por
los elementos que fijan z: {g € G / g.x = x}, que llamamos estabilizador
de z y denotamos &,. También dado un z € X se puede buscar a todos los
elementos de X que son “accesibles” a través de GG, que llamamos la érbita
de x. Esto dara el subconjunto de X mas pequeno posible que contiene a x
sobre el cual se puede definir una accién de G restringiendo la accién que se
tenia sobre todo X. Mas concretamente:

Definicion 1.9.1. Sea G un grupo que actia en un conjunto X yx € X. Se
define la 6rbita de x, y se nota O, al siguiente subconjunto de X :

{9x: geG}={ye X / dg € G tal que y = g.x}
Ejemplos:

1. Sea G = Gj actuando en R? = C por rotaciones, si z = 0 entonces
)
O, =1{0}. Si z # 0, O, contiene 5 elementos, que son los vértices del
Y 9
pentagono regular con centro en cero, que tiene por uno de sus vértices
a z.

2. Consideremos Z, actuando en S! por

{ 0w) =2

1(z) = —x
Entonces O, = {x, —x}.

3. Si G actia sobre si mismo por conjugacién, x € G, entonces O, contiene
solo al elemento x < el elemento x estd en el centro de G.
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4. Sea G = G4, X el conjunto de vértices de un cuadrado en el plano
en donde G actia por rotaciones (i rota en 90 grados en el sentido
contrario al movimiento de las agujas de -casi todos- los relojes). En-
tonces la érbita de cualquier punto coincide con todos los elementos de
X. Cuando un grupo G actia sobre un conjunto X de manera tal que
existe un x con O, = X, la accion se llama transitiva. Observar que
en ese caso O, = X, Vy € X.

Observacion: Las orbitas de una accién de G dan una particion de X, pues
la nociéon de que dos elementos x, y sean tales que exista un elemento g € GG
con r = g.y es una relaciéon de equivalencia. Més precisamente:

= 0,N0O, =00 bien O, =0,
. UIGXOIZX (pues x € O, Vz € X).

Recordamos que si G opera en X y z € X es un elemento dado, se llama
subgrupo estabilizador o grupo de isotropia de x al siguiente subgrupo
de G, & = {9 € G/ gx = x} (verificar que es un subgrupo). Notar
que el “tamano” de este subgrupo £, de alguna manera se contrapone al
“tamano” de la orbita del elemento x, pues si hay muchos elementos que
actian trivialmente sobre x, entonces la érbita de este elemento es pequena,
y su grupo de isotropia es grande. Reciprocamente si la érbita de un elemento
x es enorme, eso significa que hay “pocos” elementos que fijan a x.

La siguiente proposicién formaliza esta idea intuitiva:

Proposicion 1.9.2. Sea G un grupo que opera sobre un conjunto X, y x €
X. Entonces #0, = #G/E,.

Demostracién: Si g€, = ¢'E, entonces g = ¢’'h para algin h € &,, con
lo cual g.x = ¢".h.x = ¢’.x. Esto dice que la funcion G/&, — O, dada por
g€, — g.xr esta bien definida, y claramente es suryectiva. Por otro lado,
si gx = ¢'.x entonces (¢')"'.g.x = x, luego (¢')"t.g € &, por lo tanto
g€, = ¢'&, y hemos demostrado la inyectividad. Como encontramos una
biyeccion de conjuntos, sus cardinales son iguales.

Corolario 1.9.3. Sea G un grupo finito que actia en un conjunto X. En-

tonces #0O, = %, en particular #0,, es finito y diwvide al orden de G.

Ejemplos:
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1. Si G actia por conjugacion sobre el conjunto de subgrupos de G, y
H C G es un subgrupo, entonces la 6rbita de H son todos los subgrupos
conjugados a H y el estabilizador de H es Ny (el mayor subgrupo de
G tal que H < Ng).

2. Si GG actia sobre GG por conjugacion y x € (G, entonces el estabilizador
& = Ny son los elementos que conmutan con x, también se suele
llamar a este grupo el centralizador de x y se lo nota Z(x).

3. Sea V un k-espacio vectorial, G = (k — {0},.), X =V — {0}, G actia
en X via

GxX—X
(AN, v) — Av
Entonces O, = (v) — {0}.

4. Sea X un conjunto y G = S(X) ={funciones biyectivas de X}. En-
tonces G opera naturalmente sobre X por la férmula
GxX—X
() = F(@)

En este caso (ejercicio) G opera transitivamente sobre X. Si z € X
E:={f: X — X tal que f(z) = x} se identifica con S(X — {z}).

5. Si G actia sobre GG por conjugacion, dados s,t € G, Oy = O, si y s6lo
si s y t son conjugados, en ese caso, & es un subgrupo conjugado a &
(verificar!) y por lo tanto isomorfo, en particular |E| = |&|

Aplicando la proposicion anterior a un caso particular obtenemos el sigu-
iente resultado:

Proposiciéon 1.9.4. Consideramos a un grupo G actuando sobre si mismo
por conjugacion y s € G. Existe una biyeccion

FG/E — O,

T r.sax !

luego #(0s) = (G - &)
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y su respectivo corolario:

Corolario 1.9.5. El cardinal de toda orbita de G actuando sobre si mismo
por conjugacion divide al orden del grupo.

Terminamos este capitulo con un resultado de demostracién trivial (a
partir de la nocién de accién), pero que es de gran ayuda en la teoria de grupos
finitos: la llamada “ecuacion de clases”. Esta ecuacién proviene esencialmente
de partir a un grupo en érbitas por conjugacion y contar los cardinales de
cada parte:

Teorema 1.9.6. (Ecuacion de clases) Sea G un grupo finito actuando por
conjugacion sobre si mismo, entonces I{ay,...,ar} C G que no estin en el
centro tales que

(11 significa union disjunta) luego

k

Gl = 2@+ (G Z(a))

i=1
En particular, Z(a;) # G i y por lo tanto (G : Z(a;)) # 1.

Demostracion: Como la accién define una relacion de equivalencia sobre
el grupo G, se lo puede escribir como unién disjunta de dichas clases, que
en este caso son las 6rbitas. Las dérbitas que son puntuales (las que tienen
un unico elemento) corresponden a los elementos del centro de G, juntando
por separado a estos elementos y eligiendo un a; por cada érbita no puntual
se tiene demostrado el teorema (al menos la primera ecuacién). Tomando
cardinales, como la union es disjunta se obtienen sumas, y los ordenes de las
orbitas coinciden con los indices de los estabilizadores de los a; gracias a la
proposicion anterior.

Corolario 1.9.7. (Cauchy) Sea G un grupo finito, y p un nimero primo que
divide al orden de G. Entonces existe un elemento de G de orden p.

Demostracion: La demostracion se obtiene considerando primero el caso
conmutativo y después el caso no conmutativo. El caso conmutativo no usa la
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ecuacion de clases, y el caso no conmutativo es una consecuencia del anterior
mas la ecuaciéon de clases.

ler. caso: G conmutativo.

Se procede por induccién en el orden de G. Sea a € G un elemento
cualquiera salvo el neutro. Si |a| es un multiplo de p, por ejemplo |a| = k.p,
entonces el elemento a* tiene orden p. Si |a| no es miltiplo de p, entonces se
considera el grupo G/{a) (G conmutativo entonces todos sus subgrupos son
invariantes), como |a| no es un miltiplo de p, se sigue que p divide a |G /{a)],
que es un grupo de orden estrictamente menor que |G| porque a # e y se
aplica hipétesis inductiva al grupo cociente. Sea entonces zZ € G/{a) tal que
|Z| = p, entonces |z| es un multiplo de p y se procede como al principio.

2do. caso: G' no conmutativo.
Si p divide al orden del centro de G se considera Z(G), que es conmuta-
tivo, y se estd en el caso anterior. Supondremos entonces que p no divide al

orden de Z(G).
Utilizando la ecuacién de clases, existen {ay,...,ar} C G tales que:

k

Gl =2(G) + ) (G : Z(a)

i=1

el hecho de que p no divida a |Z(G)| y si a |G| implica que debe existir
por lo menos alguno de los a; tal que p no divide a (G : Z(a;)). Como
(G : Z(a;)) = |G|/|Z(a;)], entonces | Z(a;)| es un miltiplo de p. Considerando
ahora el grupo Z(a;), como es un subgrupo propio tiene orden estrictamente
menor, usando un argumento inductivo se tiene que existe un elemento en
ese grupo de orden p y listo.

Corolario 1.9.8. Sea G un grupo finito de orden n. Entonces n = p" para
algun numero primo p si y solo si todo elemento de G tiene orden igual a
una potencia de p.

La estructura de los grupos finitos conmutativos estd completamente es-
tudiada y clasificada, como se vera mas adelante dentro del marco de la teoria
de médulos sobre un tipo particular de anillos, lo mismo para grupos con-
mutativos infinitos pero con una cantidad finita de generadores. Si no hay
finitos generadores el problema no esta completamente resuelto.

Si el grupo no es necesariamente conmutativo, diversos resultados relacio-
nan propiedades aritméticas del orden con la estructura del grupo. Entre esos
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resultados cabe destacar los teoremas de Sylow (que usan exclusivamente la
ecuacién de clases), resultados de Burnside, Frobenius, Feit - Thompson, etc.
Para los teoremas de Sylow, se propone al lector interesado que los demuestre
por su cuenta guidndose por los ejercicios al final de la lista.
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1.10. Ejercicios

1. Calcular el centro de los siguientes grupos:

a) El grupo cuaterniénico o de Hamilton: H = {£1, &4, +j, £k} donde la “tabla
de multiplicacién” de H estd dada por
= —ji=k:jk=—kj=i:ki=—ik=j;ii=7jj=kk=—1
(verificar primero que H es un grupo!)
b) El grupo dihedral: D,, con n > 2 (sug. considere por separado n par o impar).
Recordamos que D,, = (r,s /™ =1, s> =1, rs = sr7!).

¢) Calcular todos los subgrupos de H. Ver que a pesar de que H no es conmutati-
vo, todos sus subgrupos son invariantes. (nombre: un grupo con esa propiedad
se llama Hamiltoniano).

2. Sean X un conjunto y G un grupo. Entonces GX = Func(X,G) = {f : X — G} es
un grupo con la multiplicacién punto a punto inducida por la multiplicacién de G,
i.e. el producto de dos funciones se calcula como (f.g)(x) := f(x).g(x). Si X y G
son finitos, cudl es el orden de G en términos del orden de G y el cardinal de X?
Sea Hy, C Func(X,G) el subconjunto formado por las funciones f : X — G tales
f(zo) = eq, es Hy, un subgrupo? Es normal? Sea g # eq y Hyy,g C Func(X,G) el
subconjunto de funciones f que verifican f(zo) = g, es Hy, 4 un subgrupo?

3. Sean X y G como antes, xg € X y ev,, : Func(X,G) — G dado por
vz (f) := f (o)

donde f : X — G. Verificar que ev,, es un morfismo de grupos. Calcular nicleo e
imagen.

4. Sean K y G dos grupos, y Homg, (K, G) el subconjunto de Func(K,G) formado
por las funciones que son morfismos. ;Es un subgrupo? Responder la pregunta para
el caso G conmutativo y para el caso G no conmutativo.

5. Sean G y G’ grupos, G’ abeliano y f : G — G’ un morfismo de grupos. Ver que
necesariamente [G, G] C Ker(f).

6. Si G es un grupo cualquiera, ver que la funcién
evy : Homg, (Z,G) — G
fef)
es biyectiva.

7. Sea G un grupo abeliano. Considerar el grupo (Z @ 7Z) que consiste en Z x 7
como conjunto y donde la suma esta definida coordenada a coordenada. Ver que la
funcién

Homg, (Z & Z,G) — G x G
[ (£(1,0), £(0,1))
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.
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es una biyeccién. jes cierto el enunciado anterior si se cambia G abeliano por G no
abeliano? Dar una demostracién o un contraejemplo segun el caso.

Ver que Homg,(Q, Z) sélo contiene el morfismo nulo.

.Es la funcién f : H — Zy @ Zy definida por
f(£1) = (0,0) ; f(£i) = (1,0) ; f(£4) = (0,1) ; f(£k) = (1,1)

un morfismo de grupos? En tal caso calcule niicleo e imagen.
(Existe un isomorfismo de grupos entre:

YA YA

) Zion = Dy?

Y Ly 2y ® Wi 2y D Loy ® Uiy 2 H =2 Dy?

)

)

a

o =

QU

(R, +) = (Rso,.)?
(R,+) = (R - {0},.)?

Sean m,n € N coprimos, ver que HomGT(Zm, Zn) contiene sélo al morfismo nulo.

&

Sea k un cuerpo, ver que det : GL,(k) — (k*,.) es un morfismo de grupos, por lo
tanto Si, (k) := {A € k"*™ / det(A) = 1} es un subgrupo (invariante) de GL, (k).
. Cuénto vale GL,(k)/Sl,(k) ?

Calcular el orden de Sly(Z3). Sugerencia: para hacer cuentas, escribir a Zs como
{0,1,—1}). Describir el centro, y encontrar las clases de conjugacion.

Sea H un subgrupo discreto de (Q,+). Ver que es ciclico, por lo tanto H = 2.7
para un (linico a menos de signo) racional 7*.

Sea H un subgrupo de (Q finitamente generado. Demostrar que H es ciclico. Concluir
que Q no es finitamente generado.

Ver que S3 & Ds.
Ver que el grupo de isometrias del tetraedro es isomorfo a Sy.

0 1

Calcular el centralizador de ( 1 0

) en SZQ(Z?,) yen GLQ(ZB)

Sea G un grupo, ver que la aplicaciéon G — Autg,(G), g+— g.—.g7 ! (x — g.x.g7 1)
es un morfismo de grupos. Si ademéas H es un subgrupo de G, ver que el morfismo
de grupos G — Autg,(H) con la misma férmula que el anterior queda bien definido
& H es un subgrupo invariante.

Producto semidirecto. Sean H y K dos grupos y ¢ : K — Autg,(H) un morfismo
de grupos, es decir, K actia (multiplicativamente) sobre H (por ejemplo si H y K
son dos subgrupos de un grupo G, H<G y K — Autg,.(H) , k — k. — .k~ 1). Se
define sobre el conjunto H x K la operacion:

(h,k).(W k') == (h.(p(k))(R), k.k")

(en el ejemplo entre paréntesis serfa (h, k).(h'.k") = (h.(k.(h').k™1), k.K")).
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21.

22.

23.

24.

25.

a) Probar que con esa operacién, H x K tiene una estructura de grupo, que lla-
maremos producto semidirecto de H y K y notaremos H X K (0 H X ,4K).

b) Encontrar el inverso de (h,ef), el inverso de (1x,k), y el inverso de un (h, k)
cualquiera.

¢) Probar que el conjunto H x {1k} es un subgrupo (isomorfo a H) invariante
en HX K, més atin (1z,k)(h, 1x)(15, k)~ = ((¢(k))(h), 1) (notar que esta
igualdad es obvia para el ejemplo entre paréntesis).

d) Ver que la funcién 7 : H XK — K definida por n(h, k) = k es un morfismo
de grupos. Verificar que Ker(w) = H x {1k} (otra manera de ver que es
invariante).

e) (Essiempre {1y} x K invariante en H X K?

f) Sea G grupo y m : G — K un morfismo sobreyectivo (por lo tanto K 2
G/ Ker(m)) y sea H = Ker (7). Demostrar que si existe un morfismo de grupos
j: K — G tal que w(j(k)) = k Vk € K entonces G =2 HXK.

g9) {lp} x K es invariante en H X K < los elementos de H x {1k} conmutan
con los elementos de {1y} x K.

h) Ver que (—)": S' — S (z — 2™) es un epimorfismo con nticleo G,,, pero S*
no es isomorfo ni a G, XS ni a S' X G,, para ninguna accién de S' sobre
G, ni de G,, sobre S*.

Caracterizar Homg, ((Zn, +), (Zn, +)), {cudles de esos morfismos son isomorfismos?
Caracterizar Autg,((Zn,+)).

Ver que Ss 2 D3 =2 7.3 X 7.5 para una accién adecuada de Zo sobre Zs.
Demostrar que S,, /A, = Zs, més atin, S, = A, X Zs.

Ver que Autg, ((Zn,+)) = (U(Zy,),.) (las unidades de Z,,). Verificar que [U(Z,,)| =
#(n) donde ¢ : N — N es la funcién de Euler, ¢(n) = #{m € N con m < ny
(m,n) =1}.

Este ejercicio, entre otras cosas, muestra que la funcién de Euler es multiplicativa
con respecto a los pares de nimeros coprimos. Sean n y m dos niimeros naturales
coprimos, entonces

) Lo = Loy ® Loy

) Homg,(Zy, L) = Home, (L, Zn) = 0

) Homg, (Zn ® Loy, Lory ® Liy) = Homgy (Lo, Zo)) © Homagr (Zovryy Loy
)

)

a

9 =

S8

AUtGr(Zn.m) =~ AutGr(Zn) X AutGr(Zm)

e) Concluir que ¢(mn) = ¢(m)d(n) para todo par de niimeros m, n con (m,n) =

1.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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Sea G el grupo de transformaciones afines de IR, es decir, el grupo de funciones de
la forma x +— a.xz + b con a # 0. Ver que es efectivamente un grupo (encontrar
inversos), y que es isomorfo al subgrupo de matrices inversibles formado por las
matrices de la forma

GN{<8 11)) con a,b € R, a#O}

Ver que G = (R, +) X (R — {0}, .).

Si se considera el grupo de transformaciones afines en R", es decir, las transforma-
ciones del tipo x +— A.xt 4+ v con A € GL,(R) y v € R", ver que este grupo es
isomorfo a (R"”, +) X GL,(R).

SiG=27Zsy X =R ver que

g'(Qj?yvz) = (:my,z)
1'($>y72) = (y,z ,T)
2.(:1:,y,z) = (z,:c,y)

define una accién (lineal). Ver que el subespacio V' generado por el vector (1,1,1) es
un subespacio “estable” por la accién de Zs, y la accién restringida a V es trivial.
Ver que el complemento ortogonal de V' (con respecto al producto interno canénico
en R?’) es estable por la accién de Zs (aqui la accién no es trivial). Ver que V- no
contiene subespacios propios Zs-estables.

Sea G = Z4 actuando en R* por la férmula

L(z,y,2,t) = (t,2,y, 2)

4 . . P .
descomponer a IR™ en suma directa de subespacios Z,-estables lo “més chicos posi-
ble”. (sugerencia: dado un subespacio estable buscar complementos con los ortogo-
nales).

Sea 'H el grupo de Hamilton actuando sobre si mismo por conjugacién. Para cada
elemento de H describir las 6rbitas. Separar las érbitas puntuales para asi encontrar
de nuevo el centro. Encontrar los “a;” del teorema de la ecuacién de clases y los
respectivos subgrupos Z(a;).

Sea G un grupo finito, |G| = p™ para algin ndmero primo p, entonces el centro de
G es no trivial, i.e. |Z(G)| > 1.
Sea G un grupo de orden p?, entonces G es abeliano. Ver que si |G| = p? entonces

G =7, o bien G = Ly, & Zy,. (por qué Ly ¥ Ly, & 1,)7).

Sea G un grupo no abeliano de orden p3, entonces Z(G) = [G,G] y |Z(G)| = p (en
particular Z(G) es ciclico, y estd generado por cualquiera de sus elementos salvo la

1 a b
identidad). Ver que el grupo de matrices de la forma 0 1 ¢ | cona,b,ce Zp
0 0 1

es un ejemplo de grupo no abeliano de orden p®. Describir en este caso [G,G].
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33.

Teoremas de Sylow: Este ejercicio es una guia o esquema de demostracién de los
teoremas de Sylow, que son los siguientes:

Sea G un grupo finito, p un ndmero primo, supongamos que |G| = p".m donde
(p,m)=1.

= (ler teorema de Sylow) Existe por lo menos un subgrupo S de G tal que
|S| = p". Un tal subgrupo se llamara un p-subgrupo de Sylow.

= (2do teorema de Sylow) Si S'y S’ son dos p-subgrupos de Sylow de G, entonces
son conjugados.

= (3er teorema de Sylow) La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es un
ntimero congruente a 1 modulo p.

Se propone el siguiente esquema:

1 Hacer induccién en el orden de G. Resolver primero el caso G conmutativo.
Despues para el caso no conmutativo, separar a su vez el caso |Z(G)| =1y
|Z(G)] > 1. Para el caso |Z(G)| > 1 considerar el grupo (de orden estricta-
mente menor!) G/Z(G). Para el caso |Z(G)| = 1, a partir de la ecuacién de
clases, deducir que existe un subgrupo &; tal que |€;| = p".m’ con m’ < m, y
usar la hipdtesis inductiva en &;.

2 Para el segundo teorema, también por induccién en G, seguir la misma es-
tructura que en el ler teorema, es decir, resolver primero el caso conmutativo,
después suponer G no conmutativo y |Z(G)| > 1 y considerar G/Z(G). Si p"
divide a | Z(G)| mostrar que todos los subgrupos de Sylow estén incluidos en
el centro. Si no, dados S y 5" dos subgrupos de Sylow, considerar (S, Z(G)) y
demostar que tiene orden menor que G, y que S’ estd contenido en (S, Z(G)).
Finalmente si |Z(G)| = 1 considerar el subgrupo &; que provee la ecuacién de
clases.

3 Para el tercer teorema, considerar el conjunto X = {S/ S es p-subgrupo de Sylow de G}.
Como dos grupos conjugados son isomorfos, por lo tanto tienen el mismo or-
den, G actua por conjugacion en X, y a partir del teorema anterior la accién
es transitiva. ...
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2
Anillos

2.1. Anillos: definiciones basicas y ejemplos

Si G es un grupo finito de n elementos, siempre puede identificarse a G

con un subgrupo del grupo de permutaciones S,, de la siguiente forma:
SiG = {xy,...,z,},dadoun g € G, la multiplicacién por g es una biyeccion de
G en G (con inversa multiplicar por g~'), luego existe una tinica permutacién
o, € Sy tal que g.7; = x5,y Vi = 1,...,n. La funcién g — o, es claramente
un monomorfismo.

A su vez, S,, puede pensarse como un subgrupo de las transformaciones
lineales biyectivas de un espacio vectorial V' de dimensién n, simplemente
eligiendo una base {vy, ..., v,} y permutando esos elementos. Es decir: a cada
o € S, se le asocia la tinica transformacion lineal ¢, tal que ¢,(v;) = v,(;). Se
dice entonces que (V, (o +— t,)) es una representacion de S, es decir, los
elementos de S, se “representan” como transformaciones lineales de algtin
espacio vectorial.

Los anillos son objetos que generalizan la nocién de grupo (en el sentido
de que a cada grupo se le puede asociar un anillo del grupo, y que tienen
una teoria de “representaciones” natural, de manera analoga a lo que sucede
con los grupos (o subgrupos) de permutaciones. Cada una de estas repre-
sentaciones se llamarda un médulo. Muchas de las propiedades de un anillo
pueden describirse conociendo la clase de moédulos que el mismo admite, es
decir, sus representaciones.

Definicién 2.1.1. Una terna (A,+,.) donde (A,+) es un grupo abeliano y

41
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.: AXx A — A se dira un anillo con unidad si se verifican las siguientes
propiedades:

1. (Asociatividad del producto) Va,b,c € A, (a.b).c = a(b.c)

2. (Unidad) Eziste un elemento en A distinto del cero de (A,+) que lla-
maremos 14 (o simplemente 1) tal que 1.a = a,1 = a Va € A.

3. (Distributividad) Va,b,c € A, a.(b+c¢) = a.b+a.c y (a+b).c = a.c+b.c.

Si ademas se satisface a.b = b.a para todo par a,b € A, el anillo se dird con-
mutativo.

Observaciones:

1) En la definicién, se pide 1 # 0, porque si fuera 1 = 0 resultaria que
a = a,1 = a,0 =0 para cualquier elemento a € A, luego A = {0}.

2) Dado (A, +,.) un anillo unitario, el elemento 14 es tnico.

3) Si (A4, +,.) es una terna que satisface todos los puntos de la definicién
de anillo salvo la de existencia del 14, A se llamara un anillo sin unidad. Sin
embargo, todo anillo sin unidad puede incluirse en un anillo con unidad, esta
afirmacién se precisard en los ejercicios.

Son ejemplos de anillos (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.), (C,+,.), (Zn,+,.),
(k[z],+,.)(con k un anillo).

Si (A,+,.) es un anillo, entonces también lo es M, (A) = { matrices de
n x n con coeficientes en A} con suma coeficiente a coeficiente y el producto
usual de matrices.

Si X es un conjunto, A% = {f : X — A} hereda de A una estructura de
anillo sumando y multiplicando punto a punto. Restringiendo las operaciones
definidas en el ejemplo anterior, también son anillos C'(R"), C*(R"), y sus
variantes tomando subconjuntos adecuados de R".

Considerando los ejemplos Q, R, C con las operaciones habituales, vemos
que en esos casos el producto satisface una propiedad adicional, ya que para
todo elemento a no nulo existe otro elemento a’ tal que a.a’ = a’.a = 1.

Es decir que todo elemento no nulo de A tiene un inverso a izquierda
(0 sea, dado a € A, existe a’ € A tal que a’.a = 1) y un inverso a derecha,
que en estos ejemplos coinciden (y en general, coinciden?).

Observacion: Si a es inversible a izquierda, dados z,y € A, ax = ay implica
x=y.



M. A. Farinati — A. L. Solotar 43

Si todo elemento de A es inversible a izquierda y a derecha, A se dird un
anillo de division.

Observacién: Existen anillos de divisién no conmutativos, por ejemplo, los
cuaterniones.

00
es claramente no nulo, sin embargo existen matrices no nulas z € M>(Q) tales
que z.z = 0 (en este caso z se llamard un divisor de cero a izquierda y z se

Consideremos ahora el anillo de matrices M(Q). El elemento x = L0 )

. .. . 10
llamara un divisor de cero a derecha. Se ve facilmente que z = ( 00
no puede tener un inverso a izquierda.

Generalizando este razonamiento a un anillo cualquiera A, es claro que si
un elemento es inversible a izquierda, entonces no puede ser divisor de cero

a izquierda (andlogamente a derecha).

Definicién 2.1.2. Un anillo A sin divisores de cero se dice un anillo inte-
gro. Si ademds el producto en A es conmutativo, A se dird un dominio
integro.

Observacién: Un dominio integro que es un anillo de divisién resulta un
cuerpo.

Ejemplos:

1. (de anillo integro no conmutativo) Sea k un cuerpo, consideremos k{x, d, },
el anillo de polinomios (no conmutativos) en z y d,, donde z y J, veri-
fican la relacién d,.x — x.0, = 1.

2. (de dominio integro que no es anillo de divisién) k[z] con k cuerpo.

3. (de anillo de divisién que no es conmutativo) El anillo de cuaterniones.

Consideremos ahora los anillos (Z, +,.) y (R, +,.). Se observa que la suma
y el producto de enteros es en realidad la restriccién de la suma y el producto
en R al subconjunto Z, y que 17 = 1p. Es decir que Z hereda su estructura
de anillo por ser un subconjunto de R que cumple ciertas propiedades.

Definicién 2.1.3. Dados un anillo (A,+,.) y un subconjunto B de A, se
dice que B es un subanillo de A si y solo si:
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1. (B,+) es un subgrupo de (A, +).

2. 14€B.
3. B es cerrado para el producto, es decir, dados x,y € B, entonces x.,y €
B.
Ejemplos:

1. (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.), (C,+,.) son subanillos de cada uno de los
siguientes.

2.k es subanillo de k[x].
3. El conjunto de funciones constantes de R en R es un subanillo de C'(R).
Observaciones:

1. Todo subanillo de un anillo integro es integro. Sin embargo, si B es
subanillo de A y B es integro, A puede no serlo.

2. Veremos mas adelante que si A es un dominio integro, puede encon-
trarse un cuerpo K del cual A resulte un subanillo (por ejemplo, los
enteros como subanillo de los racionales).

A continuacién, se construird un importante ejemplo de anillo (ya que ten-
er un modulo sobre este anillo serd equivalente a tener un k-espacio vectorial
sobre el cual un grupo G actue):

Ejemplo: Dado un grupo GG y un anillo de base k, se le puede asociar de
manera natural un anillo llamado anillo del grupo G y notado k[G]. Los
elementos de k[G] son combinaciones lineales finitas con coeficientes en k de
elementos del grupo G, es decir que como conjunto:

kG| = {Z Ag.g, tal que \; € k 'y A\, = 0 salvo para finitos elementos de G }
geG

Notacién: {g € G / A, # 0} se llama soporte de > ;A9
La suma en k[G] se define pensando que los elementos de G forman una
base, es decir:

Z Ag-g + Zﬂh-h = Z()‘g + 1g)-9

ged heaG geG
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Observacion: si las dos primeras sumas son finitas, la tercera también lo es.
El producto se define a partir del producto de G, de la estructura de anillo
de k, y del hecho de que el producto tiene que ser distributivo con respecto
a la suma, es decir:

O Ag9)- O pmh) = > Agn)-gh =Y O Agnr-14))-g

geCG heG h,geG geG heG

Por ejemplo, si se tienen dos elementos A.g, p.h € k[G], el producto de estos
dos es simplemente (\.g).(u.h) = (An).(g.h), y si se tienen sumas finitas de
elementos de este tipo, el producto se calcula a partir de los productos de
cada sumando imponiendo la ley distributiva.

(Ejercicio) Verificar que con esas operaciones (k[G], +, .) resulta un anillo
con unidad. ;Cudl es el neutro de la suma y el del producto? ;Y el inverso
aditivo de un elemento? ;Hay elementos que tengan inverso multiplicativo?
.Cuéndo k[G] es un anillo conmutativo?

Observacién: En la construccién anterior no se utilizé el hecho de que G
fuera un grupo, sino sélamente un monoide con elemento neutro. La aso-
ciatividad de G implica la asociatividad del producto de k[G], el elemento
neutro de G funciona como unidad del producto de k[G]. Se puede definir
entonces el anillo de un monoide (con elemento neutro) M, notado también
k[M]. Por ejemplo k[Ny]; este anillo se llama anillo de polinomios en una
variable a coeficientes en k.

2.2. Morfismos

En un anillo existen una estructura de grupo abeliano y una multipli-
cacion, luego, asi como en el caso de grupos interesaban particularmente las
funciones que respetaban la estructura de grupo, dentro de la clase de fun-
ciones entre anillos que sean morfismos de grupos abelianos, nos interesaran
aquellas que también respeten la estructura multiplicativa.

Definicién 2.2.1. Dados dos anillos unitarios (A, +a4,.4) y (B,+5,.5), un
morfismo de anillos unitarios entre A y B es una funcion f : A — B que
verifica:

1. f: (A, +4) — (B,+5) es un morfismo de grupos.
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2. fla.xd') = f(a).pf(a') para todo a,a’ € A.

5. f(la)=1p

Un morfismo se dirda monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo si

lo es como morfismo de la estructura de grupo abeliano subyacente.

Ejemplos:

1. Las inclusiones Z C Q C R € C C H son todas morfismos de anillos.

2. Sea k un anillo con 1, Gy H grupos y f : G — H un morfismo de
grupos. Si se define el morfismo “k[f]”, k[f] : k[G] — k[H] a partir de
la férmula:

7 (S o) = S0
geG geG

entonces k[f] es un morfismo de anillos unitarios. Ademas vale que
klidg] = idy) y si f y h son dos morfismos de grupos con dominios
tales que se puede componer, entonces k[f o h] = k[f] o k[h], es decir,
la asignacién k[—| : Gr — Any, G — k[G] es funtorial.

3. La funcién 7 : Z — Z, (r — T) es un morfismo de anillos.

4. Si A es un anillo existe un tnico morfismo de anillos f:Z — A

5. Sea X un abierto de R", zp € X y A = C(X) 6 C"(X) 6 C*(X),
entonces ev,, : A — R (f — f(20)) es un morfismo de anillos.

6. Sea Aun anillo,a € A, ev, : Z[X] — A, P =" jNat — > Nad

es un morfismo de anillos.

Observaciones: La composicion de dos morfismos de anillos es también
un morfismo de anillos, y dado un anillo A, id4 es trivialmente un morfis-
mo de anillos, luego la clase de objetos formada por los anillos junto con
los morfismos de anillos forman una categoria (ver apéndice de categorias).
Remarcamos entonces que una categoria conlleva sus propias definiciones de
epimorfismo, monomorfismo e isomorfismo, que no tienen necesariamente que
coincidir con las definiciones que dimos anteriormente, ya que para hacer esas
definiciones solo se tuvo en cuenta la estructura de grupo abeliano subyacente
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y se “olvidé” la multiplicacién. Sin embargo, las nociones de monomorfismo
e isomorfismo definidas antes y las nociones categéricas coinciden en este
caso. Dejamos como ejercicio los monomorfismos, haremos la cuenta para
isomorfismos.

Sea f : A — B un isomorfismo de anillos, es decir un morfismo de anillos,
que como morfismo de grupos abelianos es un isomorfismo. Luego existe
g : B — A morfismo de grupos abelianos tal que fog =1idgy go f =ida,
basta ver que ¢ es morfismo de anillos. Sean b, € B, entonces

f(g(b) = idp(b.b) = b.b" = idp(b).idp(V') = f(g(b)).f(9(t)) = f(g(b).g(V'))

como f es isomorfismo, en particular inyectiva, resulta g(b.t') = g(b).g(¥).
Ademds como f(14) = 1p, 14 = ida(14) = g(f(14)) = g(15).

Ejemplo: Sea la inclusion 7 : QQ — R, que es un morfismo de anillos. ;Hay
otros morfismos de anillos ademas de ese? La respuesta es no, porque si
f Q@ — R es un morfismo, al ser aditivo resulta f (%) = m.f (%), como
ademds f(1) =1y 1= n% =1=n.f (%), al estar en un cuerpo se puede
dividir por n y se obtiene f (%) = %, es decir, f es la inclusion. Si en cambio
buscamos morfismos en el otro sentido, f : R — Q, para un x € R no nulo se
tiene 1 = f(1) = f(z.x™') = f(z).f(z™'), es decir, f(x) no puede ser cero si
x no lo era, por lo tanto todo morfismo de anillos que sale de R tiene nicleo
cero y por lo tanto es inyectivo (esto sucede para todo morfismo de anillos
unitarios que “sale” de un cuerpo), pero una razén puramente conjuntista
nos recuerda que no puede haber ninguna funcién inyectiva de R en Q ya
que R tiene cardinal estrictamente mayor que Q.

Los epimorfismos categdricos no tienen por qué ser necesariamente fun-
ciones suryectivas. A partir del ejemplo anterior con Q, se puede ver facil-
mente que todo morfismo de anillos que “salga” de Q queda univocamente
determinado por la condicién f(1) = 1. De este hecho se desprenden dos
cosas:

= Dado un anillo B, o bien existe un inico morfismo de anillos f : Q — B
o bien no existe ninguno. ;jCuando si y cudndo no? (Sugerencia: ver
primero que dado cualquier anillo B, siempre existe un tinico morfismo
de anillos Z — B.)

= La inclusién i : Z — Q es un epimorfismo categérico (en la categoria
de anillos unitarios y morfismos de anillos unitarios).
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A diferencia del caso de grupos, en el que dados dos grupos siempre
habia por lo menos un morfismo de grupos entre ellos (el morfismo nulo),
en este caso la condicién de “f(1)=1" (mds la de multiplicatividad) restringe
muchisimo las posibilidades de morfismos entre anillos, hasta tal punto en
que dados dos anillos puede no haber morfismos de anillos entre ellos, o haber
s6lo uno.

2.3. Ideales bilateros

Dado un morfismo de anillos f : A — B, es claro (verificar) que Im(f) C
B ademas de ser un subgrupo de B, también es un subanillo, sin embargo,
Ker(f) no es un subanillo, porque por ejemplo 1 ¢ Ker(f) (f(1) = 1 #
0), aunque si sigue siendo un subgrupo. Para el caso de grupos, habiamos
visto que no todo subgrupo es nucleo de un morfismo de grupos, sino que
esto sélo sucede para los subgrupos invariantes. En un anillo, la estructura
subyacente de grupo es conmutativa, por lo tanto todo subgrupo es invariante,
sin embargo no todo subgrupo es el nicleo de un morfismo de anillos. Si A
es un anillo e I es un subgrupo de (A,+), A/I es un grupo abeliano, la
definicion que daremos ahora es la que clasifica exactamente a los subgrupos
I de un anillo tales que A/I hereda de A una estructura de anillo (de hecho al
igual que en el caso de grupos, tal estructura es tinica) tal que la proyeccién
al cociente A — A/I sea un morfismo de anillos:

Definicién 2.3.1. Sea A un anillo e I un subgrupo de (A,+). I se lla-
mard ideal bilatero si y sdlo si para todo x € I, a € A tanto a.x como x.a
pertenecen a 1.

Nota: Si sélo se pide la condicion “a.x € I Vo € I, a € A” el ideal se
llamara ideal a izquierda, y si se pide sélo la condicion “z.a € IVx € I, a €
A” el ideal se llamara ideal a derecha, estas distinciones se desvanecen si
el anillo es conmutativo, pero en el caso general pueden no coincidir.

El ejemplo fundamental es el siguiente: sea f : A — B morfismo de
anillos, entonces Ker(f) es un ideal bilatero. Es claro que es un subgrupo de
A, ysiz el yae A entonces

flax) = f(a).f(x) = f(a),0 =0=0.f(a) = f(z).f(a) = f(z.0)

es decir, a.x y x.a estan también en el nicleo de f. Notar que aunque el anillo
A no sea conmutativo, si f : A — B, Ker(f) es siempre un ideal bildtero,
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porque cero multiplicado por cualquier cosa da cero, sin importar que se lo
multiplique a derecha o a izquierda.

Ejemplos:

1. Sea A un anillo conmutativo y b € A, entonces el conjunto de los multi-
plos de b, notado (b) = {b.a /a € A} es un ideal bilatero. Subejemplos
de éste son m.Z, o en k[X] los miltiplos de un polinomio fijo P.

2. Notar que todo subgrupo de Z es m.Z para algin m, y todos ellos
son ideales. Si k es un cuerpo, entonces todos los ideales de k[X] son
como en el ejemplo anterior, es decir, los multiplos de un polinomio fijo
(ejercicio: demostrarlo, sugerencia: tomar la funcién “grado” e imitar la
demostraciéon de que en Z los unicos subgrupos son m.Z). Si tomamos
en cambio k[ X, Y] eso ya no es més cierto, tampoco es cierto para Z[X].

3. Si [ es un ideal bilatero de A, M, (I) := { matrices de n X n que en
cada lugar tiene elementos de I}, es un ideal bildtero del anillo M,,(A).

4. Sea X unabiertode R"y xp € X y A = C*(X), entonces I,, = {f € A
tal que f(zg) = 0} es un ideal de A (de hecho, es el nicleo de la
evaluacién en xg).

5. Sea A = C(R), entonces I = {f € A / sop(f) es acotado } es un ideal
de A (sop(f) = {x / f(z) # 0}).

Observaciones: 1) Si [ es un ideal y 1 € I entonces I = A, lo mismo
si a € I yaes una unidad. Un anillo A siempre tiene por lo menos dos
ideales bildteros, {0} (corresponde a Ker(idy : A — A)) y todo A (que no
es un nucleo a menos que incluyamos anillos con 1 = 0), sin embargo, puede
suceder que éstos sean los tinicos (por ejemplo si A es un cuerpo o un anillo
de divisién), en ese caso A se dird un anillo simple. Todo anillo conmutativo
simple es un cuerpo (ejercicio), pero en el caso no conmutativo hay anillos
simples que no son de divisién, por ejemplo M, (k) con k cuerpo o anillo de
division.

2)Si f: A — B es un isomorfismo de anillos, entonces los ideales bildteros
de A estéan en correspondencia 1-1 con los ideales bilateros de B. Un hecho
notable con las matrices es que si I C A es un ideal bilatero de A entonces
M, (I) es un ideal bilatero de M, (A), y ademés esos son todos los ideales
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bildteros de M,(A), sin embargo A y M,(A) (n > 1) nunca son isomorfos
como anillos. De cualquier manera, los anillos A y M,,(A) comparten muchas
otras propiedades; este hecho sera tratado en el Capitulo de Teoremas de
Morita.

3) Si Iy J son ideales de A, sea I.J = {> "  z,.y;/x; € Iy, € J}.
Entonces I.J es un ideal (bildtero?) e I..J esta contenido en [ y en J.

4) Si Iy J son ideales de A, sea [ +J = {z+y/x € I,y € J}. Entonces
I+ J es un ideal.

5) La interseccién de ideales es un ideal.
6)Si I, Ji,...,J, sonideales de A, entonces I.(J1+...+J,,) = [.J1+...+1.J,

7) Dado un elemento a € A, se obtiene un ideal (por ejemplo a izquierda)
de A de la siguiente forma:

Sea (a) = {zx.a/x € A}. Este es el menor ideal a izquierda de A que
contiene a a, se llama el ideal principal generado por a.

8) Sea A un anillo integro. Dados a,b € A (ambos no nulos), entonces
(a) = (b) & Ju € U(A) tal que a = ub.
9)Siay,...,a, € A, el ideal generado por ay, ..., a,, (denotado (ay, ..., a,))

es la interseccién de los ideales de A que contienen a todos los a;. Por ejemplo,
enZ, (2,3) =7, (2,4) =2.Z, en Qz], (xr — 2,z — 3) = Q[z].

Definicién 2.3.2. Sea I un ideal bilatero, diremos que I es un ideal bilatero
maximal si [ # A y, dado J ideal bilatero de A, entonces I C J implica
J=1o0oJ=A.

2.4. Cocientes

Vimos que todo nucleo de un morfismo de anillos es un ideal bilatero.
Como en el caso de grupos, veremos que dado un ideal bildatero cualquiera I
de un anillo A, siempre existe un anillo B y un morfismo f : A — B tal que
I = Ker(f). La construccién es similar al caso de grupos, se trata de definir
una relacién de equivalencia entre los elementos de A de manera de que el
conjunto cociente admita una estructura de anillo.

Dado I, decimos entonces que dos elementos a y a’ de A estan relacionados
< a—a € 1. Sea A/I el conjunto de clases de equivalencia, A/I ={a / a €
A}.
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Sabemos que, como I es un subgrupo (normal) de (A,+), A/I es un
grupo abeliano y que 7 : A — A/l es un morfismo de grupos. La estructura
de grupo sobre A/I estd definida por @+ a’ = a + a’. Definimos un producto
en A/I por la féormula:

a.a = a.a

Hay que ver que:

» La multiplicacién estd bien definida en el cociente, i.e.siag =by a’ = b’

hay que verificar que a.a’ = b.b'.
» (A/I,+,.) esun anillo (con 1,y 1 #0si I # A).
= 7:A— A/l es un morfismo de anillos con Ker(7) = 1.

Una vez vista la buena definicién, el hecho de que (A/I,+,.) es un anillo con
unidad es obvio. También es obvio que 7 es un morfismo de anillos, ya que
la multiplicacién en A/I esté definida como la tnica posible para la cual 7
es multiplicativa, y que Ker(r) = I, viendo sélo las estructuras de grupos.
Veamos entonces la buena definicion:

Sean a,a’,b,b' € A tales que @ = by o = V. Llamando z = a — b e
y = a — U, tenemos que la condicién @ = b es equivalente a la condicién
x € I, y lo mismo para y. Cuando hacemos la cuenta a.a’ y calculamos a
partir de b y b’ tenemos:

a.a' = (b+x).00' +y) =0V + (by+ 20 +2y)

Al ser I un ideal bilatero tanto b.y como x.b' y z.y pertenecen a I, por lo
tanto a.a’ = b.b/ + by + 2./ + 2.y = bl +0 = b.b'. Aqui fue fundamental el
hecho de que I sea un ideal bilatero, y no sélo a izquierda, o a derecha. Si
I es un ideal a izquierda pero no bilatero, entonces A/I no admite ninguna
estructura de anillo tal que la proyeccién al cociente sea un morfismo de
anillos.

Observacién: Como en el caso de grupos, el anillo cociente es una construc-
cion que resuelve un problema de tipo universal con respecto ahora a los
morfismos de anillos.

Proposiciéon 2.4.1. (Propiedad universal) Dado un anillo A y un ideal
bilatero I, el par (A,m : A — A/I) tiene las siguientes dos propiedades:
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» m:A— A/l es un morfismo de anillos con I C Ker(m).

» 51 B es un anillo cualquiera y f : A — B un morfismo tal que I C
Ker(f) entonces existe un inico morfismo de anillos f : A/I — B tal
que [ = fom. El diagrama correspondiente es:

AT .p

7
v
™ s
J//f

AJI

Demostracién: El primer punto de la proposicion es claro. Supongamos
que se tiene f : A — B un morfismo de anillos con la propiedad I C Ker(f).
Como 7w : A — A/I sigue siendo un morfismo de grupos con su propiedad
universal, y f es en particular un morfismo de grupos, se tiene asegurada la
existencia y unicidad de la funcién f, y ademds también sabemos que es un
morfismo de grupos, asi que sélo falta ver que es multiplicativa. Recordamos
que f estd definida por

J@) = f(a) Va € A

A partir de esa férmula y de la multiplicacién en el cociente es claro que f
es multiplicativa cuando f lo es pues

(
(
(

/

flaa) =

— —

.a
.a

)-F(

fla).f(a')

2 2
Q

I
<= =

)
Como siempre dos objetos que verifican una misma propiedad universal
resultardan isomorfos (verificar! sugerencia: calcar la demostracién de grupos).

Corolario 2.4.2. Sea f: A — B un morfismo de anillos, entonces se tiene
el isomorfismo de anillos

A/ Ker(f) = Tm(f)
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Demostracién: basta notar que Im(f) es un subanillo de B y que f: A —
Im(f) también es un morfismo de anillos. Ya sabemos que f : A/ Ker(f) —
Im(f) da un isomorfismo de grupos abelianos, pero como Ker(f) es un ideal
bilatero, la propiedad del cociente asegura que f también respeta el 1 y la
estructura multiplicativa.

Ejemplos:
1. SineN, Z,=7Z/nZ (isomorfismo de anillos).
2. Sikesunanilloya€k, ev, : k[X] — k es un epimorfismo de anillos
con nucleo (X — a) (verificar!), luego k[ X]|/(X —a) = k.
3. Consideremos R[X], i € C, y la evaluacion ev; : R[X]| — C definida por
Skt o 3
k=0 k=0
El polinomio X2 + 1 estd en el niicleo de ev;, verificar que en realidad
Ker(ev;) = (X? + 1), y por lo tanto R[X]/(X?+ 1) 2 C.
4. Si X esun abiertode R" y xy € X entonces C'(X)/{f € C(X) / f(xo) =
0} =R
5. Si I C A es un ideal bildtero entonces M,,(A)/M,(I) = M,(A/I).
6. Sea A un anilloy e € A un elemento tal que e? = e (notar que si e? = ¢

entonces (1—e)? = (1—e)). Este elemento permite construir otro anillo
asociado a A que es el conjunto e.A.e = {e.x.e / x € A}. Este es un
anillo con 1.4, = e utilizando la multiplicaciéon de A restringida a
e.A.e. Notar que nunca es subanillo a menos que e = 1 y por lo tanto
e.A.e = A, y que el uno no es cero en e.A.e siempre que e # 0. Ver que
si e conmuta con los elementos de A entonces 7. : A — e.Ae = ¢c. A
definida por 7.(z) = e.x.e = e.z es un morfismo de anillos suryectivo
con nucleo Ker(r,) = (1 —e).A, es decir e. A = A/(1 —e).A.

1 sii=j=1
0  otro caso
Verificar que e* = e y que e.A.e = k Sin embargo 7. : M, (k) —
e.M,(k).e = k no es multiplicativo, ;por qué?

» Sea A = M, (k) ye = (e;;);; definido por e;; =

2
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Si H<aG y k es un anillo, entonces k[r| : k|G| — k[G/H] induce un
isomorfismo k[G]/{((1—h) : h € H) = k[G/H].

Sea k un cuerpo y () un grafo orientado, es decir, se tienen dados
dos conjuntos Qg y (1, los elementos de (g se llaman vértices, los
elementos de ()7 se llaman flechas, y el dato que determina el grafo
orientado (o Quiver, o Carcaj) son dos funciones s, t : Q1 — @, que
son las que determinan origen y fin de una flecha (“source” y “target”).
Por ejemplo, en el grafo siguiente:

€1 —— €3 L) €4
N
€2

Los conjuntos son Qg = {e1,eq,e3}, Q1 = {a, 3,7}, las funciones s
y t estan definidas por s(a) = ey, t(a) = es3, s(8) = e, t(B) = eq,
s(y) = e3, t(y) = e4. Se define el anillo kQ) como el k-espacio vectorial
con base los caminos del grafo (los vértices se consideran como caminos
de largo cero), donde un camino es, por definicién, una composicién de
flechas consecutivas. El producto se define en esa base de caminos, y
esta dado por la yuxtaposicion, en el caso del producto de dos caminos
consecutivos, y cero en otro caso. En el ejemplo del grafo anterior se
tiene kQ = k.ey ® k.es ® k.es D k.ey ® k.a ® k.0 D k.y ® k.fa. Los
productos estan determinados por €? =¢; (i = 1,...,4), B.a = Ba, el
producto e;a de un vértice e; con la flecha « coincide con « en caso
de que ¢; sea igual a t(a), idem multiplicando a derecha por el vértice
en donde empiece «, los otros dan cero, de manera similar las otras
flechas con los otros vértices. Y los productos de dos flechas dan cero
salvo (.a.

Sea el grafo @) el grafo
€1 . €9

entonces k() = ke ® kes ® ko, resulta un anillo isomorfo al subanillo de

. . . 1
matrices triangulares de dos por dos via el morfismo e; +— ( 0 ),

0 0
o (00N (01
2 0 1) 00 )
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2.5. Producto de anillos

Sean (Aa, +as-a) (o € I) una coleccién de anillos indexados por los el-
ementos de un conjunto no vacio I. Para dar una estructura de anillo al
producto cartesiano de los A,, consideramos la suma y el producto definidos
coordenada a coordenada. Es facil ver que con estas operaciones obtenemos
un anillo denotado (J],c; Aa,+, )

Este anillo tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo 8 € I existe un epimorfismo Ilg : [ ., Aa — Ag (la proyec-
cién en la coordenada [3).

2. Si A’ es un anillo provisto de morfismos de anillos fz : A" — Ag(Vp3 €
I), entonces existe un tnico morfismo f: A" — A tal que Iz o f = f5.
O sea, el siguiente diagrama conmutativo se completa de manera tinica
por la flecha punteada:

f
AIL)AB

ITAq

ael

Es decir que para definir un morfismo de un anillo A" en [ ., A, basta
definir morfismos de A" en cada uno de los Ag (5 € I).

Se observa que esta es otra construccién de tipo “universal” (como por
ejemplo el cociente), y que cualquier otro anillo que verificara (1) y (2) seria
necesariamente isomorfo al producto [],.; Aa-

Un caso particular de esta construccién resulta cuando A, = A, para
todo a € I. En esta situacién, [[,.; Aq es el anillo de funciones A’ (recordar
que en este anillo el producto y la suma se definen a partir de las operaciones

de A).

Ejemplo: Si G es un grupo y k un anillo, tomar k%.
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2.6. Localizacion

En esta secciéon analizaremos la construccion de Q a partir de Z “agregan-
do” inversos multiplicativos a Z, veremos generalizaciones de esta construc-
cién y la interpretacién geométrica que se le puede dar en ciertos ejemplos,
lo que motiva el nombre de dicha construccion.

Cuando se trabaja con niimeros enteros, hay operaciones que no se pueden
realizar, como invertir elementos que no sean ni 1 ni —1, por ejemplo una
ecuacion que se escribe

a.xr=2»o

no siempre se puede resolver, porque no es valido “pasar a dividiendo”. Si uno
mira esa ecuacién en (Q no tiene ningtin problema, la resuelve, y el resultado
da en Q. Lo que se realizé al pasar de Z a QQ es invertir todos los elementos
de Z (salvo el 0). Ademés Q es de alguna manera un anillo minimal con la
propiedad de contener a Z y a los inversos de los nimeros no nulos. Mas
precisamente (0 més categéricamente),

Proposicién 2.6.1. Elpar (Z,i : 7 — Q) tiene las siguientes dos propiedades:

» Sin € Z es un elemento no nulo, entonces i(n) = 2 es una unidad de

1
Q.
» Si f:7Z — B es un morfismo de anillos tal que f(n) es una unidad de
B ¥n # 0, entonces existe un tunico morfismo de anillos f : Q — B tal
que foi= f.
Demostracion: Es claro que si existe un morfismo de anillos de Q en otro

anillo B, éste debe ser Unico a partir de la condicién f (%) = 1g. Para ver la
existencia, basta definir

(=) = Fm).f)”

que tiene sentido porque la hipdtesis es que f(n) es inversible para todo n # 0.
Queda como ejercicio verificar que este morfismo f cumple las condiciones

pedidas (por ejemplo f (2) = f(m).f(1)~' = f(m),1 = f(m)).

La construccion en general se hard segin las siguientes lineas: dado un
subconjunto S (con ciertas propiedades) de un anillo conmutativo A se bus-
card otro anillo y una aplicacién de A en éste de manera tal que la imagen
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de S esté incluida en las unidades. La construccion seguira la intuiciéon de
escribir fracciones ¢ con elementos a € Ay s € S, sumando y multiplicando
como fracciones.

Definicion 2.6.2. Sea S C A un subconjunto de un anillo A. S se dird un
subconjunto multiplicativamente cerrado si:

= Para todo par s,t € S, st € S.
mles.

La primera propiedad es la que le da el nombre de multiplicativamente
cerrado, si S verifica la primer propiedad pero 1 ¢ S, entonces S = S U {1}
verifica las dos.

Se trata de construir a partir de A y S un anillo Ag en el que todo
elemento de S sea inversible (en el caso anterior, A = Z, S = Z — {0} ,
Ag = Q) y tal que exista un morfismo de anillos A — Ag que factorice todo
morfismo de anillos que salga de A en el que las imagenes de los s € S sean
inversibles.

Definimos entonces Ag:

Como conjunto, As = {(a,s) € Ax Ala € A,s € S}/ ~, donde (a, s) es
equivalente a (a/,s') < 3t € S tal que (as’ — a’s)t = 0 (verificar que es una
relacién de equivalencia, ;Qué propiedades de S se usan para eso?).

Usaremos la siguiente notacion (a, s) = a/s.

Definiendo en Ag las siguientes suma y producto, se tendrd una estructura
de anillo:

m a/s+d /s = (as' +a's)/ss

= (a/s).(a'/s') = (ad'[ss")

Ejercicio: verificar que las operaciones estan bien definidas y que (Ag, +, .)
resulta un anillo con elemento neutro 1/1.

Se tiene entonces un morfismo de anillos i : A — Ag (a — a/1) tal que
la imagen por i de un elemento s € S es inversible, de inverso 1/s. Ademas,
si B es otro anilloy f : A — B un morfismo tal que f(s) € U(B),Vs € S,
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entonces existe una tinica f : Ag — B tal que foi = f (f estd definida por

fla/s) = f(a).(f(s))7H).

Ejemplos:
1. Si A es un anillo conmutativo y S C U(A), entonces Ag = A.
2. Si0e€ S, entonces Ag = {0} porque a/s = 0/1 si y sélo si existe t € S
tal que t(a — s) = 0, lo cual siempre se verifica si se permite ¢ = 0.
3. Sea A=17Z,5=1{1,2,2%2 ..} = {2 / i € Ng}. Entonces Ag = {m/2" :
meZ, iely=13
4. Sea X un espacio topoldgico (por ejemplo R con la topologia usual),

A=CX)ysean xg € X, S ={f € A: f(xy) # 0}. Entonces
As =A{f/g: f,9: X — R, g(x) # 0}/ ~. (la notacién f/g se usa en
este caso de forma coherente con la notacién dada para localizaciones
y no para indicar cociente de funciones definidas sobre X). En Ag,

fi/g1 ~ f2/g2 < Th € S tal que h(f1g2 — fog1) = 0.

Pero h € S quiere decir que h(zg) # 0. Como h es continua, debe existir
un entorno U de zp en X tal que h|U # 0. Entonces, si x € U, h(x) es
inversible en R, pero:

() (f1(2)ga(x) = fo(x)g1(2)) = 0 entonces (fi(x)/g1(x) = fa(2)/g2(x))

(Observar que existen entornos U; y Us de xq tales que si z € Uy N Uy
entonces g1(z) # 0 # go(z), luego se toma U’ = U; N Uy N U entorno
de zo).

Por lo tanto, dos funciones coinciden como elementos de Ag si y solo
si existe un entorno U’ de x( sobre el cual coinciden.

Este ultimo ejemplo (ademés de motivar el nombre de localizacién mues-

tra que la aplicacién i : A — Ag no siempre es inyectiva.
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Ejercicios

Sea (A, +,.) un anillo. Ver que el producto en M, (A) dado por
(mn)” = Zmiknkj
k=1

(m y n son dos matrices con coeficientes en A, (m);; = m;;, idem n) es un producto
asociativo, poniendo ademads la suma coordenada a coordenada, M,,(A) es un anillo.
Ver que si n > 1, M, (A) nunca es conmutativo, sin importar si A lo es o no.

Sea A un anillo conmutativo. Convencerse de que det : M, (A) — A es una funcién
multiplicativa, es decir, que la misma demostraciéon que se usé en algebra lineal
para ver que det(M.N) = det(M). det(N) vale. Ver que M € M, (A) es inversible
si y sélo si det(M) es una unidad. Encuentre todos los elementos de U(Mz(Z4)).

Sea G3 = {1,t,t%, con t3 = 1}, A = R[G3].

a) Seae=x(l1+t+1t%)ye =(1—e). Ver que e® =e, d?=¢yee =0=¢cc.
b) Sea B el anillo e.A y C el anillo ¢’.A con la multiplicacién inducida por la de
A. (¢por qué no son subanillos de A?). Probar que la aplicacién
A— Bx(C
a— (e.a, e .a)
define un isomorfismo de anillos, en donde B x C tiene la suma y producto
coordenada a coordenada (b, c)(b', ") = (bV', cc’).

¢) Ver que B tiene dimensioén (sobre R) 1y C' tiene dimensién 2, una base de B
es por ejemplo {e}, y una base de C es {¢/, f} donde f =t —t> = ¢.(t — t?).
Ver que valen los siguientes isomorfismos de anillos:

1) B=R (e(z,l +yt+2t}) —a+y+2)
2) f?=-3.¢,luego C = C via (a.€/ +b.j) — a + b.i, donde j = %

Sea A = C[G3], w € C una raiz ctubica primitiva de la unidad, e; = %(1 +t+t2),
ez = 2(1+wt+w?t?), e3 = £(1 + w?t + w.t?). Probar que:
a) e.ej=0sii#j, el =¢ (1,j=1,2,3)yer +es+e3=1

b) Los anillos e;.A tienen dimensién (sobre C) igual a uno y son isomorfos a C
(isomorfismo de anillos).

¢) La aplicacién

A—>€1CX€2CX 63(C

a— (ey.a,es.a,e3.a)

es un isomorfismo de anillos tomando en e;C x e5C x e3C la suma y el producto
coordenada a coordenada (es decir, con la estructura producto).
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Sea A un anillo y A[[z]] (lamado series formales con coeficientes en A e indetermi-
nada x) el siguiente conjunto:

Allz]] = ANo = { funciones de Ny en A}

donde se adopta por notacién Y a,z™ = la funcién que a cada n € Ny le asigna
an € A. Se define en A[[z]] la operacidn:

n
(Z anx”).(z bpa™) = Z(Z ag.bp—g)x"
k=0
Ver que estd bien definida y si definimos la suma como

O anz™) + (O _bpa™) == (an + by)a"

entonces A[[z]] resulta un anillo. ;Quién es 14,717 Sea s € A[[z]], entonces 1 + z.s
es inversible en A[[z]].

Sea A un anillo, probar:

a) Sia€ A—U(A) entonces existe un ideal a izquierda maximal que contiene a
a.

b) Sia € A es un elemento nilpotente, es decir, existe n € N tal que a™ = 0,
entonces 1 — a es una unidad.

¢) 1—a.bes unidad si y sélo si 1 — b.a es unidad. (sug.: demuéstrelo primero
suponiendo que a.b es nilpotente para asi hallar una relacién entre (1 —a.b)™!
y (1 —b.a)~1, ver despues que esa relacién vale en general).

Hallar todas las unidades de Z[z]/(z3).

Sea P C A un ideal bildtero de un anillo A. Diremos que P es un ideal primo si
cada vez que a.b € P entonces a € P o b € P. Demuestre:

s Si A=7Z eI =n.Z entonces I es un ideal primo si y sélo si n es un ntimero
primo.

= Todo ideal maximal es primo.

= ] es un ideal primo si y sélo si A/I es integro.

= [ es un ideal maximal si y sélo si A/ es simple.
Si I es un ideal bildtero de A entonces M, (I) es ideal bildtero de M,,(A) y My, (A)/M,,(I) =
M, (A/I).

Sea A = klz], f € AeI = (f). Ver que A/(f) es un cuerpo si y sélo si f es
irreducible.



M. A. Farinati — A. L. Solotar 61

11.

12.

13.

14.

15.

Sea k un cuerpo y sea k[i] un k-espacio vectorial de dimensién 2, con base {1,i},
o sea, todo elemento de k[i] es de la forma a,1 + b.i con a,b € k, que también
notaremos a + b.i. Definimos el producto

(a+0.4).(c+ d.i) :== ac — bd + (ad + bc).i
Ver que k[i] es un anillo. Si k = Zs 6 Zs, entonces k[i] no es un cuerpo, si k = Zs
sf es un cuerpo, también si k = Zr.

Un anillo A se llama anillo de Boole si todos sus elementos son idempotentes (i.e.

x? = x para todo z € A). Probar:

a) Todo anillo de Boole es conmutativo y Va € A,a = —a.
b) Todo subanillo y todo cociente de un anillo de Boole es anillo de Boole.

¢) Si X es un conjunto, entonces P(X) (las partes de X con la operacién + =
diferencia simétrica, y producto = interseccién), es un anillo de Boole.

d) Todo anillo de Boole es un Zs-espacio vectorial.

e) Sea X un conjunto, entonces Zg( = Func(X,Z2) es un anillo de Boole.

Sea f: R — R un morfismo de anillos. Ver:

a) f(QcQy flg:Q— Q es la identidad.
b) f:R — R es necesariamente creciente.

Sea k un cuerpo. Basdndose en la demostracién de que Z es un dominio principal y
usando la funcién grado gr : (k[z] — {0}) — Ny ver que k[z] es también un dominio
principal.

Enteros de Gauf3. Sea Z[i] 1a subalgebra de C generada por i, es decir, los elementos
de C de la forma a + b.i con a y b en Z. Sea N : Z[i] — Ny la funcién (llamada
norma) definida por

N(a+b.i) = |a + b.i]* = a® + b

a) Ver que N(z.y) = N(x).N(y) Vz,y € Z[i].

b) Ver que si z,y € Z][i] entonces existen (no necesariamente dnicos) q,r € ZJ[i]
tales que = ¢q.y+r donde N(r) < N(y). (sugerencia: hacer primero la cuenta
en Q[i] y después volver (como pueda) a Z[i]).

¢) Deducir que Z[i] es un dominio principal, por lo tanto de factorizacién unica.

d) Ver que Z[i]/{5) = Z5[i] que no es un cuerpo, por lo tanto (5) no es un ideal
maximal, luego 5 se puede factorizar, factoricelo.
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16.

17.

18.

19.

20.
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Sea A integro, entonces j : A — Ag (a — §) es inyectiva para cualquier S subcon-
junto multiplicativamente cerrado (de aqui en adelante se entiende que 0 ¢ S). En
general, j : A — Ag es inyectiva si y solo si S no tiene divisores de cero. Dar un
ejemplo en que j no sea inyectiva.

Sea P C A un ideal primo, entonces Sp := A\ P es un subconjunto multiplicati-
vamente cerrado. Idem con M C A un ideal maximal y Syq = A\ M. NOTACION:
para estos casos, se escribird Ap := A4\ p, idem Apg.

Sea A = C(R) el anillo de funciones continuas sobre R y zy € R. Sea M = {f €
A/ f(xo) = 0}. Ver que es un ideal maximal, y que { = 4 en A siy sdlo si existe
un entorno de xg en donde f y g coinciden.

Sea la aplicacion A — ]\ max. Am dada por a — {{}ar max. en donde cada §
pertenece al A g correspondiente. Ver que esa aplicacién es inyectiva. (sugerencia:

si a es una unidad, ver que { es distinto de cero en cualquier localizacién; si a no

es una unidad, entonces existe un maximal M que contiene a a, ver que § # 0 en

el localizado por ese maximal).
Sea A=C(R),U =(0,1), Sy ={f €A/ f(t) #0Vt e (0,1)}. Probar

a) Sy es un subconjunto multiplicativamente cerrado.

b) Seares:C(R) — C(0,1) el morfismo f +— f[(,1). Ver que es un morfismo de
anillos, y que Sy se mapea en unidades, luego ese morfismo se factoriza por
As,

C(R) e C(0,1)
.
7 -

Ver que la flecha punteada es inyectiva.

¢) (opcional) Suryectividad de la flecha punteada: si f € A, f = f4 — f— con f4
y f_ mayores o iguales que cero, asi que para ver que toda funcion continua
sobre (0, 1) es el cociente de una continua sobre R dividida por otra continua
que no se anula sobre (0,1) basta demostrarlo para las funciones positivas.
Ahora dada f € C(0,1), f > 0, se define f1(z) := max{l, f(x)} y g:= f— f1.
Ver que tanto f; como g pertenecen a C(0,1), ademds f; se puede extender
a una funcién continua globalmente definida.
Sea s : R — R definida por

0 siz ¢ (0,1)
s(x) = x si0<z<1/2
l—2z sil/2<z<1

Ver que s es continua y que s € Sy. Ademds s.g es una funciéon que puede ser
definida de manera continua sobre todo R, y la funcién f original en C(0, 1)

proviene del elemento le + (S—f)



3
Modulos

3.1. Moébdulos: primeras definiciones y ejemp-
los

Dado un anillo A, nos interesa estudiar su categoria de representaciones,
que esta formada por objetos llamados moédulos en los cuales A actua, y por
funciones entre tales objetos que respetan la accién de A.

Sabemos que si (M, +) es un grupo abeliano, entonces End(M) = {f :
M—M/ f(x+y)=f(z)+ f(y) Vz,y € M} es un anillo con el producto
dado por composicién de funciones.

Definicién 3.1.1. Un A-médulo a izquierda es un grupo abeliano (M, +)
provisto de un morfismo de anillos

p:A— End(M)

a— pPq

Es decir, dar una estructura de A-moédulo a un grupo abeliano M es
asignar a cada elemento a € A una transformacion del grupo M. La condicién
de que esta asignacion sea un morfismo de anillos dice que

2. Pab = Pa O Pb-
3. Parb = pa+ po (i.e. pars(m) = pa(m) + pp(m) para todo m € M).

63
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Ejemplos:

1. M=Ay p,(b) =ab.

2. Si A=k esun cuerpo y V un k-espacio vectorial, py(v) = A.v.

3. Dado M un grupo abeliano, End(M) es un anillo y por lo tanto ex-
iste un tnico morfismo de anillos Z — End(M). Luego todo grupo
abeliano es, de manera tnica, un Z-modulo. Explicitamente, el morfis-
mo de estructura esta dado, por ejemplo para los n > 0, por p,(m) =
m -+ m + ... +m n-veces.

4. Si G es un grupo que actia por morfismos de grupos en un grupo
abeliano M, entonces M es un Z|G]-médulo tomando p,(m) = g.m
(9 € Gyme M)y extendiendo p linealmente. El médulo M también
se denomina una representacion de G.

5. SiV es un k-espacio vectorial y G es un subgrupo de GL(V'), entonces

V' es un k[G]-médulo.

Otra manera de mirar la estructura de A-moddulo a izquierda de un grupo

abeliano (M, +) es pensar que se tiene una funcién A x M — M que asigna
un par (a,m) a un elemento “a.m”, donde a.m es una notaciéon para designar
a pa(m). El hecho de que p sea un morfismo de anillos entre A y End(M) se
escribe en esta notacién como: (a,b € A, x,y € M)

1.
2.
3.
4.

l.x = x.
(ab).m = a.(b.m).
(a+0b).m = a.m+b.m.

y teniendo en cuenta que p, € End(M), a.(x +vy) = a.x + a.y.

Se puede a tomar estas tultimas 4 propiedades de una funciéon A x M — M
como definicién estructura de A-mddulo a izquierda, la equivalencia entre las
dos definiciones es inmediata.

Ejemplos:

1.

El grupo abeliano {0} es un A-médulo para cualquier anillo A.
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2. Si M es un grupo abeliano y A = End (M) entonces M es un A-mddulo
con la acciéon End(M) x M — M dada por (f,m) — f(m). Verificar
que esta accién corresponde al morfismo de anillos id : A — End(M).

3. Sil esun conjunto y M un A-médulo, se define, en el grupo abeliano
M? = { funciones f : I — M}, una estructura de A-médulo por
a{m;}icr := {a.m;}ier (donde como siempre {m;}ic; es la notacién
para la funcién i — m;).

4. M,(A) es un A-médulo con (a.m);; = a.m;.

5. Si V es un k-espacio vectorial de dimensién n, entonces es un M, (k)-
modulo (jpor qué?).

Observaciones: En un A-mdédulo M (ejercicio) se verifican:

1. a,0=0VacA.
2. O0m=0VmeM.
3. (—a)m = —(a.m).

De manera similar se puede definir un A-médulo a derecha a partir de
una funcion M x A — M que verifique propiedades anédlogas a 1.- 4.
Ejercicio: escribir la definicién de A-mdédulo a derecha, ver que equivale
a tener una funcion A — End(M) con ciertas propiedades, escriba esas
propiedades.

Si A es un anillo conmutativo y M es un A-médulo a izquierda, entonces
se puede definir sobre M una estructura de A-mdédulo a derecha mediante
m.a := a.m. Las propiedades 1.- 4. se verifican porque A es conmutativo.
.qué propiedades dejan de valer cuando A no es conmutativo?

Ejemplo: Sea A = M,(C) y M un M, (C)-mdédulo a izquierda (por ejemplo
un C-espacio vectorial de dimensién n). Se puede dotar a M de una estructura
de A-médulo a derecha definiendo M x M,,(C) — M a través de (m, (a;5)) —
(@;;)".m. Verificar que esto efectivamente da una estructura de A-médulo a
derecha. jQué propiedades de la funcién (-)* se usaron?

Definicién 3.1.2. Sean A y B dos anillos, M un A-mddulo a izquierda
y B-mddulo a derecha. Diremos que M es un A-B-bimddulo si para todo
a€ A be B yme M se verifica

(a.m).b = a.(m.b)
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Ejemplos:
1. Si A es conmutativo, todo A-médulo M es un A-A-bimdédulo.
2. Todo A-médulo (por ejemplo a izquierda) es un A — Z-bimédulo.

3. A esun A-A-bimddulo.

4. Sea M = Zs®Zs, que es naturalmente un Ms(Zs)-moédulo a derecha con
la accién dada por la multiplicacién de matrices. Sea (=)' : My(Zs) —
My(Zsy) la aplicacién tomar traspuesta, verificar que como (—)' ‘da
vuelta’ los productos, entonces (a;;).x := x.(a;;)" (x € Zo®Zo y (aij) €
My(Zs)) define una estructura de My (Zs)-médulo a izquierda. Ejercicio
con estas dos acciones a derecha y a izquierda verificar que Zy @ Zo no
es un bimdédulo.

Ejercicio: Sea M un A-mdédulo a derecha y B = Ends(M). Ver que la
accion Ends(M) x M — M, (f,m) — f(m) define sobre M estructura de
End4(M)-médulo a izquierda, ademés M resulta un End 4 (M) — A-bimédulo
(i.e. las dos estructuras son compatibles. Si M = A™*! (0 sea A" visto como
"vector columna’) es un A-médulo a derecha, ver que M ademés es un M, (A)-
modulo a izquierda con la multiplicacién usual de matrices. Ver que esta
estructura coincide con la definida antes, identificando End4(A") = M, (A).

Nota: En adelante, A-mdédulo querrd decir A-mddulo a izquierda.

Definicién 3.1.3. Dado un anillo A, un subconjunto N de un A-mddulo M
se dird un submaodulo s:

» N es un subgrupo de (M, +).

mane€NVaeA neN.

En particular, si N es un submodulo, entonces es en si mismo A-médulo.
Ejemplos:

1. {0} y M son siempre submddulos de M. En caso de que un médulo M
tenga solamente a {0} y M como submdédulos se llamard simple (por
ejemplo un k-espacio vectorial de dimension 1 es un k-médulo simple).
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2. Si G esun grupoy H C G es un subgrupo, entonces k[G] es un k[H|-
modulo y k[H] es un k[H]-submédulo de k[G].

3. Sea G =G3={1,w,w?} y R® con la estructura de R[G5]-médulo dada
por w.(z,y, z) = (y, z,7). Entonces N = {(z,9,2) € R® /o +y+2z =0}
es un R[G53]-submoddulo, ademés N es un médulo simple.

4. Si N C M es un A-submédulo e I un conjunto, entonces N? C M? es
un A-submédulo.

5. Si M es un A-médulo e I un conjunto se define M@ como el subcon-
junto de M formado por los elementos {m;}ic; tales que m; = 0 para

todos los elementos ¢ de I salvo eventualmente una cantidad finita de
ellos. (Verificar) M es un submédulo de M.

6. Si M = M,(A) con la estructura de A-médulo coordenada a coordena-
da, entonces sl(A) :={A € A /tr(A) = 0} es un A-submddulo.

Observacién: Si N; y N, son dos submédulos de M, entonces Ny + Ny :=
{z+y /x € Ny ey € Ny} es un submédulo. También NyN Ny es un submédulo.

Dados {z1, ..., z,,} elementos de un A-médulo M, siempre se puede hallar
el menor submédulo de M (menor en el sentido de la inclusién) que contenga a
{x1,...,x, }. Es claro que si N es un submdédulo que contiene a esos elementos
y aq, ..., a, son elementos cualesquiera de A entonces a1x1 + ... + a,,.x, € N,
por lo tanto el conjunto S = {a121+...+a,.x, /a; € A} C Ny S (verificar) es
un submdédulo, luego S es el submédulo buscado. Notacién: S := (xy, ..., T,,)
y se llamard el submédulo generado por {z1,...,z,}.

Ejercicios:

1. (z1, ., xn) = N N
{z1,...zn }CN
Nsubmédulo de M

2. Sean By C dos anillos y A = B x C con la suma y el producto coordenada
a coordenada. Ver que e; = (1,0) y e = (0,1) son dos idempotentes que
conmutan entre si. Si M es un A-mdédulo, a partir de esos dos idempotentes
ver que M = M; x My donde M; es un B-médulo y My es un C-moédu-
lo. Si {z1,...,z,} es un sistema de generadores de M; como B-mdédulo, e
{y1,...,ym} es un sistemq de generqdores de My como C-médulo, ver que
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(24, yj)lgign;lgjgm es un sistema de generadores de M1 x My como B x C-
moédulo. De hecho, el conjunto {(z1,0),..., (zn,0)} U{(0,y1),...,(0,ym)}
también es un sistema de generadores de M7 X My como B x C-mébdulo.

3. Sea el anillo A = k x k con la suma y el producto coordenada a coordenada
(donde k es otro anillo cualquiera). Ver que el morfismo diagonal k — k x k
(A — (A, A)) es un morfismo de anillos por lo tanto todo A-médulo es un
k-médulo. Ver que k x {0} y {0} x k son dos A-submddulos de A, que son
isomorfos como k-médulos pero no como A-mdédulos.

3.2. Submoddulos maximales

Dado un A-médulo M, cuando existan z1, ..., z, € M tales que (x1, ..., z,) =
M, M se dira finitamente generado (f.g.) o de tipo finito sobre A. Todo
anillo A considerado como moédulo sobre si mismo es trivialmente finitamente
generado, con generador {1}, pero por ejemplo k[X] no es finitamente gen-
erado sobre k.

Vimos usando el lema de Zorn que dado un ideal propio a izquierda de
un anillo, siempre existe un ideal maximal (a izquierda) que lo contiene.
Los ideales a izquierda de A son exactamente los A-submédulos de A visto
como modulo a izquierda, este resultado sobre ideales se generaliza a médulos
finitamente generados:

Proposicion 3.2.1. Si M es un A-mddulo finitamente generado y N es
un submaodulo propio de M, entonces N estd contenido en un submodulo
mazximal.

La demostracion es andloga al caso de ideales. La idea es construir un
conjunto P parcialmente ordenado, probar que es inductivo superiormente
para asi tener un elemento maximal en el orden de P, y después ver que ese
elemento maximal respecto al orden de P sirve como submédulo maximal.

Demostracién: Sea P = {S / S es submddulo propio de M y N C S},
parcialmente ordenado por inclusién. P es no vacio porque N € P. Sea
ahora C una cadena no vacia en P y sea V' = U C. Del hecho de que la
cadena es creciente se tiene que V' es un submédulo, también es claro que
contiene a S y que contiene también a todos los elementos de la cadena,
para ver que es un elemento de P basta ver que es un submaddulo propio.
Como M = (x1,...,x,), si V = M todos los x; € V = U C, entonces cada x;
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pertenece a algin elemento de la cadena, como la cadena es creciente cada
vez que un x; estd en un elemento de la cadena, digamos un C,, entonces
estd en los Cs con B > a. Como son una cantidad finita, podemos tomar
un Cg que contenga a todos los x;, pero entonces como los z; generan, ese
Cs = M lo que contradice que la cadena esté formada por elementos de P.
Luego P tiene un elemento maximal con respecto al orden que es la inclusion,
por lo tanto ese elemento es un submodulo maximal como se buscaba.

Ejemplo: Consideremos un conjunto X provisto con una accién de un grupo
G. Sea k un anillo y k&) = {37, _, A;.z de soporte finito } es un k-mdédulo,
que ademés es un k[GJ-médulo (verificar!) con la accién

g9-(Ax) = A(g())

que se extiende linealmente. Por ejemplo X = {zy,...z,} v G = Z, =
(t) (escrito multiplicativamente, G = {1,¢,%, ....t""'}) que acttia sobre X
mediante

Tir1 Sli<n
t..fl?i: o .o
T sit=mn

Luego kX) 22 k" es un k[Z,]-médulo extendiendo linealmente esta accion.

; Cudles son los k[G]-submédulos de k4X)? Por ejemplo si S es un submédu-
lo que contiene a un z;,, entonces t.x;, = x;,+1 € S y andlogamente todos
los z; € S, luego S = M. De esta manera vemos que ningin submoédulo
propio puede contener a alguno de los z;. En cambio (21 + 22 + ... + x,) =
{A(x1+ ...+ x,) / XA € k} si es un submé6dulo propio (n > 1).

Ejercicio: si k tiene una raiz n-ésima de la unidad w (por ejemplo w = 1,
éw:—1sinespary27éOenk,éw:e% si k = C) entonces el k
submdédulo generado por Y w'.z; es también un k[GJ-submédulo de k%),

3.3. Morfismos

Dado un anillo A, tomando como objetos los A-moédulos se puede formar
una categoria obvia definiendo los morfismos como las funciones entre los
A-moédulos que respeten la estructura de A-mdédulos, mas precisamente:

Definicion 3.3.1. Sean A un anillo, M y N dos A-mddulos y f: M — N
una funcion. Diremos que [ es un morfismo de A-mddulos si es morfismo
de grupos abelianos y A lineal, es decir:
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» flrty)=flz)+ fly) Va,ye M.

» fla.x)=a.f(x)Vae A o€ M (notar que en esta igualdad, la accion
en la izquierda es la de M y en la derecha es la de N ).

Ejemplos:

1. Para todo A-médulo M, Id : M — M es un morfismo de A-mdédulos,
ysif: M — Nyg: N — T son dos morfismos de A-moédulos entonces
(verificar) g o f : M — T también es morfismo de A-mdédulos, por lo tanto
los A-mddulos con sus morfismos como flechas forman una categoria.

2. Si V es un k-espacio vectorial y ¢t : V' — V un endomorfismo, entonces
V' (a través de t) es un k[X]-médulo definiendo P(x).v := P(t)(v). Sea W
otro espacio vectorial y s : W — W un endomorfismo de W, si se considera
a W como k[X]-médulo a través de s, entonces una transformacién lineal
f:V — W es un morfismo de k[X]-mddulos si y sélosi fot=so f.

3.Si M y N son dos grupos abelianos considerados como Z-mddulos (dado
que ambas categorias son equivalentes), entonces los morfismos de Z-médulos
entre M y N son exactamente los morfismos de grupos abelianos.

Observacién: Si f : M — N es un morfismo de A-médulos, entonces Ker( f)
e Im(f) son dos submédulos (de M y N resp.). Més ain, por cada submédulo

S de M, f(S) es un submédulo de N, y por cada submédulo T'de N, f~1(T)
es un submaédulo de M.

Definicién 3.3.2. Un morfismo de A-mddulos se dird monomorfismo si
es inyectivo, epimorfismo si es sobreyectivo e isomorfismo si es una biyec-
cion.

En la siguiente proposicién se daran varias caracterizaciones de monomor-
fismo:

Proposicion 3.3.3. Sean M y N dos A-maédulos y f: M — N un morfismo
de A-mddulos. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es monomorfismo.
2. Ker(f) =0.

3. Para todo A-mddulo T vy todo par de morfismos g,h : T — M, la
iqualdad f og= foh implica g = h.
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4. Para todo A-maodulo T y para todo morfismo g : T — M, la igualdad
fog=0implica g =0.

Demostracion: 1. < 2. supongamos f un monomorfismo, es decir inyectivo.
Sea x € M tal que f(x) =0 = f(0), como f es inyectivo resulta = = 0, es
decir Ker(f) = 0.

Suponiendo ahora Ker(f) = 0, sea x # y, por lo tanto z — y # 0. Como
el tinico elemento del nicleo de f es el cero, f(x) — f(y) = f(z —y) # 0 por

lo tanto f(z) # f(y).

2. = 3. Supongamos Ker(f) =0y g,h: T — M tal que fog = fohy sea
x € T un elemento cualquiera. Por la igualdad anterior, f(g(x)) = f(h(x)) o
equivalentemente f(g(x) — h(z)) = 0, por lo tanto g(x) — h(z) € Ker(f) =0
entonces g(z) —h(z) = 0y el x era cualquier elemento de T', entonces g = h.

3. = 4. Es claro tomando h = 0.

4. = 2. Supongamos 4. y consideremos el caso particular 7' = Ker(f) y g
la inclusion i : Ker(f) — M. Es claro que f oix = 0, por lo tanto ix = 0,
como ix es inyectiva y tiene imagen 0 resulta Ker(f) = 0.

Observacién: La afirmacién 3. de la proposicion dice que la nocién de
monomorfismo dada aqui coincide con la nociéon de monomorfismo categorico
(ver apéndice) en la categoria de A-mddulos. En la categoria de A-médulos
las nociones de epimorfismo e isomorfismo dadas son las mismas que las no-
ciones categéricas. Para los isomorfismos basta notar (verificarlo) que si un
morfismo de A-mddulos es biyectivo, entonces la funcién inversa tambien es
un morfismo de A-mddulos. Para los epimorfismos veremos mas adelante,
una vez que hayamos caracterizado los objetos cociente.

Definicién 3.3.4. Sean (M,),c7 una sucesion de A-mddulos junto con mor-
fismos f, : M, — M, _1. Diremos que la sucesion

fn+2 fn+1 fn fn—l

I My P M, T M T

es exacta en el lugar n si Ker(f,) = Im(f,11). Si la sucesion es exacta en
todo lugar diremos simplemente que la sucesion es exacta.

Observaciones:

. f . , .
1. La sucesion ——= M —— N es exacta en M si y sélo si f es un
monomorfismo.
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2. Dualmente, la sucesion M I N —0 es exacta en N siy solo si

f es un epimorfismo.

3. Un tipo particular de sucesiones exactas que aparecera a menudo son
las llamadas sucesiones exactas cortas, que son las del tipo

f g

0 M N T 0

Decir que esta sucesion es exacta equivale a decir que f es monomor-
fismo, que g es un epimorfismo, y que Im(f) = Ker(g).

3.4. Cocientes

Consideramos un espacio vectorial V' sobre un cuerpo k, dado un sube-
spacio S de V, siempre existe T' subespacio tal que V=S ® T. Si M es un
A-médulo, dado un submédulo S no es cierto que siempre exista un comple-
mento (observar el ejemplo A = M =Z y S = 2.7Z). En el caso de espacios
vectoriales, al tener V' = S@T uno se puede contruir un proyector p : V-— V
tal que Im(p) = T', Ker(p) = Sy p|r = ldr. De esta manera, aplicando p uno
“olvida” a los elementos de S, identificando dos elementos de V' que difieran
entre si por un elemento de S.

En el caso de mdédulos, este tltimo punto de vista de identificar elementos
que difieran en “un resto” de un submoédulo S puede ser llevado a cabo,
uno encontrard una aplicaciéon sobreyectiva m : M — T cuyo nucleo sea
exactamente S. El modulo T se llamara el cociente de M por S, y en general
no habra una manera de identificarlo con ningtin submédulo de M.

Construccion del cociente: Dado un A-médulo M y un submédulo S, es
claro que S es un subgrupo de M (normal porque M es abeliano) luego
M/S es un grupo abeliano y se tiene un morfismo sobreyectivo de grupos
abelianos 7 : M — M/S. Para competar la construccién sélo hay que ver que
es posible dar a M /S una estructura de A-mé6dulo tal que la proyeccién sea
un morfismo de A-médulos. Como 7 es suryectiva, esta estructura, de existir,
es unica. Definimos pues la accién a.m = @.m donde a € Ay m € M/S
(7 = m(m)).

Lema 3.4.1. Con las notaciones anteriores, la accion de A sobre M/S
estd bien definida.
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Demostracién: Supongamos m = n o sea m —n = s € S. Por lo tanto

am —an = a.s € 9, luego aom — an = am —a.n = a.s = 0, es decir,
a.m = a.m.

Ejercicio: Ver que con esa accién, M/S es un A-médulo y que 7 es A-
lineal. Observar que en la demostracién del lema se utilizé el hecho de que
el subgrupo por el que se cocienta es un submoédulo. Si M es un A-médulo
y S un subgrupo que no es submédulo, no es cierto que M/S admita una
estructura de A-mdédulo.

Ejemplos:

1. Sitomamos A = Z, la nocién de cociente de Z-mddulos coincide con la
nocion de cociente de grupos abelianos.

2. Sea A=7=M,S = 2Z, entonces M/S = Z,, que no es isomorfo a
ningun submédulo de M.

3. Si V es un espacio vectorial y V =S @ T entonces V/S = T.

4. SiM =A=Fk[X]y S = (r—a) = { miltiplos de x — a}, entonces
ev, : k[X] — k (P — P(a)) es un morfismo sobreyectivo por lo tanto
k[X]/{x —a) = k. La accién de k[X] sobre k en este caso estd dada por
P\ := P(a)A.

Como toda nocién de cociente, M /S queda caracterizado por una propiedad
universal:

Proposicién 3.4.2. Dados un A-mddulo M y un submddulo S, el par (M/S, s :
M — M/S) tiene las siguientes dos propiedades:

» S CKer(rg: M — M/S).

= Sif: M — N es un morfismo de A-mddulos tal que S C Ker(f),
entonces el siguiente diagrama de flechas llenas se completa de manera
unica por la flecha punteada:

M-t N
l 7.7
7TS ~
7

M/S
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o sea, si f(S) = 0, existe un tnico morfismo f : M/S — N tal que

f=fomg.

De manera completamente andloga al caso de grupos se tiene el siguiente

Corolario 3.4.3. (Teoremas de isomorfismo)

1.

Sean M y N dos A-maédulos y f : M — N un morfismo de A-maodulos.
Entonces M/ Ker(f) = Im(f).

2. St T CSC M son submddulos de M, entonces MT o M/S.

3. SiS yT son dos submddulos de M, entonces

ST —

S+T ~ _T
S T SnT-

Demostracion: La cuenta es idéntica al caso de grupos, queda como ejercicio
verificar que todos los morfismos que aparecen son A-lineales.

Ejemplos:

1.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y £ : V' — V un endo-
morfismo.

Supongamos que ademas existe en V' un vector ciclico, es decir un vy €
V con ({wo, t(vo), t2(v0), ... }) = V (por ejemplo V = R® t(x,y,z2) =
(y,z,2) y vo = (1,0,0)). Consideremos la aplicaciéon k[X] — V dada
por P(z) — P(t)(vy). Como vy es un vector ciclico la aplicacién es
sobreyectiva. Ker(k[X] — V) = (m,,(t)) donde m,,(t) es el polinomio
monico de grado minimo que anula a t evaluado en vy. Notar que en
este caso, por ser vy un vector ciclico, m,, coincide con el polinomio
minimal y con el caracteristico Por otro lado, (V,t) es un k[X]-mddulo
a través de t. Verificar que la accion en el cociente estd dada justamente
por t, es decir (V,t) = k[X]/{m,,(t)) como k[X]-mbdulos.

Sea I C R un cerrado y X C R un abierto que contiene al cerrado I.
Se sabe que toda funcién continua definida sobre I se puede extender a
todo R, en particlar a X, esto dice que el morfismo restriccién C(X) —
C(I) es sobreyectivo, el ntcleo de esta aplicacién se lo nota I° = {f :
X >R/ f(y) =0V y € I}. Se tiene entonces C(X)/I° = C(I); el
isomorfismo es de C'(X)-mddulos.
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Ejercicio: Caracterizar el cociente Z & Z por el Z submédulo generado por
(2,4) v (0,3). (Sugerencia: trate de encontrar un morfismo cuyo dominio sea
Z ® 7 y que tenga por nucleo el submédulo generado por (2,4) y (0,3),
después mire la imagen).

Observacion: (Submddulos del cociente) Si S € M es un A-submédulo,
uno tiene el morfismo 7 : M — M/S, luego por cada submédulo T de M,
7(T) es un submédulo de M/S. Esta correspondencia no es en general 1-1
pues si T C S, claramente 7(T) = {0}, si tomamos 7" un submédulo de
M/S, 7=YT") es un submédulo de M, pero ademés S C 7 '(T”). Queda
como ejercicio verificar que para los submoédulos T' de M vale la igualdad:

7w (T)) = (T,8) = T+ 8
Demostrar también que a través de 7 y 7!, los submddulos de M/S estan

en correspondencia 1-1 con los submodulos de M que contienen a S.

Veremos ahora una caracterizacién de los epimorfismos:

Proposicion 3.4.4. Sean M, N dos A-maédulos, f : M — N un morfismo
de A-mddulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un epimorfismo.
2. Coker(f):= N/Im(f) =0.

3. Para todo A-mddulo T y para todo par de morfismos g,h: N — T, la
igualdad g o f = ho f implica g = h.

4. Para todo A-mddulo T y para todo morfismo g : N — T, la igualdad
go f =0 implica g = 0.

Demostracién: 1. < 2. es claro, pues N/Im(f) =0 < N = Im(f).

2. = 3. Sean € Ny gh como en 3., al ser Im(f) = N, existe un
m € M tal que n = f(m), ahora la identidad que verifican g y h dice que
g(f(m)) = h(f(m)) es decir g(n) = h(n) para cualquier n € N, luego g = h.

3. = 4. Es claro tomando A = 0.

4. = 2. Suponemos que vale 4., tomamos en particular 7' = N/Im(f)
yg=m:N — N/Im(f). Claramente o f = 0, luego # = 0, pero 7 es
suryectiva, entonces N/Im(f) = 0.
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Observacion: La parte 3. de esta proposicién demuestra, como fue antic-
ipado, que la nocién de epimorfismo definida anteriormente coincide con la
nocién de epimorfismo categérico. Esto no sucede en otras categorias, por
ejemplo en la categoria de espacios métricos y funciones continuas como mor-
fismos, categoria, una funciéon con imagen densa es un epimorfismo categorico.
Un ejemplo mas algebraico el la categoria de anillos y morfismos de anillos.
En esta categoria, dado un anillo B y un morfismo Q — B, la imagen del
1 tiene que ser 1. Por linealidad, queda univocamente determinado en 7Z,
y por multiplicatividad queda determinado en Q. En particular, queda de-
terminado por su restriccion a Z, por lo tanto la inclusion Z — Q es un
epimorfismo categérico.

. . . . f g -y
Ejercicio: Si ( M N T (0 es una suceslon exacta corta,

entonces M = Ker(g) y T = Coker(f).

Terminamos esta seccion mencionando otra direccion hacia la que se
pueden generalizar las nociones de monomorfismo y epimorfismo en el con-
texto de espacios vectoriales.

Si f:V — W es una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales
que es un monomorfismo, entonces f induce un isomorfismo entre V' e Im(f)
que es un subespacio de W. Como para cualquier subespacio de un espacio
vectorial uno le puede encontrar un complemento, si escribimos W = Im( f)®
T podemos definir una transformacién lineal r : W — V como r(w) = f~(w)
siw € Im(f) y r(w) = 0si w € T. Para un w cualquiera escribimos (de
manera Unica) w = wy + wy con wy € Im(f) y wy € Ty definimos r(w) :=
r(wy). Esta transformacion lineal verifica r o f = Idy .

Dualmente, si f : V — W es un epimorfismo, Ker(f) C V es un sube-
spacio, uno puede encontrar un complemento y escribir V' = Ker(f) & S.
Es un ejercicio sencillo verificar que f|g es un monomorfismo y que f(S) =
f(V) =W, por lo tanto f|s : S — W es un isomorfismo. Podemos definir
entonces una transformacion lineal s : W — V' a partir de la composicion
W(M SN pa Aqui verificamos sin dificultad f o s = Idy,.

Definicién 3.4.5. Sea f : M — N un morfismo entre dos A-mddulos. El
morfismo [ se dird

= una seccion si existe un morfismo g : N — M tal que go f = Idy,.

= yna retraccion si existe un morfismo g : N — M tal que fog = Idy.
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Observacién: Si f es una seccién entonces es inyectiva porque si f(m) =
0=xz=g(f(m)) =g(0)=0= Ker(f) =0.Si f es una retraccién entonces
es sobreyectiva porque dado un n € N, n = f(g(n)), luego n € Im(f).

Como corolario de los comentarios de los dos parrafos anteriores, las no-
ciones de epimorfismo / retracciéon y monomorfismo / seccién coinciden en
la categoria de espacios vectoriales. En la categoria de A-mdédulos con A un
anillo cualquiera no sucede lo mismo, queda como ejercicio verificar que la
proyeccion al cociente Z — Zs es un epimorfismo que no es una retraccion,
y que la inclusion 2.Z — Z es un monomorfismo que no es una seccién. Otro
ejemplo puede ser fabricado tomando los grupos abelianos Zs v Z4, se deja
como ejercicio encontrar morfismos entre estos grupos que sean monomorfis-
mos o epimorfismos pero que no sean ni secciones ni retracciones.

3.5. Suma y producto

Sea I un conjunto de indices, A un anillo, y (M;);c; una familia de A-
modulos. Entonces el producto cartesiano [ [, ., M; es un A-médulo definiendo

a{mitier == {a.m;}ier
Recordamos que el producto cartesiano esta definido como

HMi ={f : I — Uje;M; tales que f(i) € M; Vi € I}

el

Este modulo producto viene provisto de morfismos A-lineales que son las
proyecciones a cada coordenada, y tiene la propiedad de que para definir
un morfismo ¢ : N — [[..; M; (donde N es un A-médulo cualquiera) basta
definir “sus coordenadas”, es decir, para cada ¢ € I un morfismo ¢; : N — M,;.
Observacién: La estructura de A-mddulo del producto cartesiano es la tinica
estructura posible que hace de las proyecciones a las coordenadas morfis-
mos de A-moédulos. Ademés, la propiedad mencionada en el parrafo anterior
es una propiedad universal que caracteriza completamente al producto (ver
definicién 9.2.1 del capitulo de categorias).

Notamos que considerando en [],.; M; los elementos de la forma (m;);cs
donde m; = 0 para todo 7 salvo eventualmente un 7y, el médulo M;, puede
identificarse con un submaodulo del producto.



78 Anillos y sus categorias de representaciones

De esta manera podemos definir el submédulo de ],.;, M; “generado por
los M;”, que es, de alguna manera, el médulo mas chico que contiene a los
M; sin relaciones extra. Mas precisamente, definimos la suma directa de
los M; como:

@ M; = {(m;)icr tales que m; = 0 salvo eventualmente un nimero finito de indices}
icl

Es un submédulo del producto (por lo tanto un A-médulo), y para cada
1o € I se tienen inyecciones j;, : M;, — @ierM;. Si el conjunto de indices es
finito, la suma directa obviamente coincide con el producto directo.

Si se tienen definidos morfismos ¢; : M; — N donde N es un A-mddulo
cualquiera, como @,<; M; esta generado por los M;, extendiendo por linealidad
se tiene un unico morfismo ¢ : @;c;M; — N tal que restringido a cada M;,
coincide con ¢;,. Esta propiedad, de hecho, es una propiedad universal que
caracteriza en términos categéricos a la suma directa (ver definicién 9.2.3 y
sus propiedades fundamentales en el capitulo de categorias).

Una proposicién que da una idea de como la nocion de seccion y retraccion
se distingue de la de monomorfismo y epimorfismo es la siguiente:
. ea ! g C .
Proposicion 3.5.1. Sea ( M N T 0 una sucesion ex-
acta corta de A-mddulos. Son equivalentes:

1. f es una seccion.
2. g es una retraccion.

3. La sucesion exacta es trivial, mds precisamente, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

~

0o—M—T N2 7~
].

0—M—>MeT—T—0

En esa situacion, la sucesion exacta se dira escindida, también diremos
Y )
que la sucesion se parte, o que es “split”, la seccion de g o la retraccion de f
se denominan “splittings”.
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Demostraciéon: Mirando la condicién 3., es claro que 7 es una retraccion,
tanto como que j es una seccién, usando el isomorfismo N = M @ T del
diagrama se tiene que 3. implica 1. y 2.

Veremos que 1. implica 3. y dejaremos como ejercicio ver que por ejemplo
2. implica 3. Sea h : N — M una retracciéon de f (o sea ho f = Idy).
Definimos ¢ : N — M & T por ¢(n) := (h(n), g(n)). Afirmamos que ¢ es un
isomorfismo y que hace del diagrama en 3. un diagrama conmutativo.

Es claro que m o ¢ = g (conmutatividad del cuadrado de la derecha), y
la propiedad de que h sea retraccion de f es la conmutatividad del cuadrado
de la izquierda.

Para ver que ¢ es un monomorfismo, si n € Ker(¢) entonces en partic-
ular n € Ker(g) = Im(f), escribiendo n = f(m) se tiene que 0 = h(n) =
h(f(m)) = m, por lo tanto n = 0.

Para ver que ¢ es un epimorfismo, sea m € M y t € T. Como g es
epimorfismo, existe n € N tal que g(n) = t. Consideramos f(m)— f(h(n))+
n € N, este elemento verifica ¢(f(m) — f(h(n)) +n) = (m, ).

Concluimos el capitulo de generalidades de modulos con la caracterizacion
de médulos generados por un tinico elemento:

3.6. Mobdulos ciclicos

En el caso de grupos abelianos se tenia una descripcién muy concisa de
los grupos ciclicos, todos son un cociente de Z. Como los subgrupos de Z son
conocidos, entonces son conocidos todos los grupos abelianos ciclicos.

Si se tiene ahora un A-moédulo ciclico M, es decir, un A-mddulo en el que
exista un elemento x € M con A.x = (x) = M, podemos definir un morfismo
sobreyectivo de A en M a través de a — a.z. El nicleo de esta aplicacién es
un submédulo (a izquierda) del A-mddulo A, es decir, un ideal a izquierda
de A, llamando I = Ker(A — M), se tiene M = A/I.

Reciprocamente, si I es un ideal a izquierda de A entonces es un A-
submédulo de A, y A/I es un A-médulo (a izquierda), que ademads es ciclico,
pues A/I = (1). Luego todo médulo ciclico es isomorfo a un cociente de A
por un ideal a izquierda. Se conocen asi todos los A-mdédulos ciclicos siempre
que se tenga una caracterizacion de los ideales a izquierda de A.
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3.7. Ejercicios

1. Definicién: dado un anillo A y un A-médulo M, M se dice divisible si para
cualquier 0 # a € Ay m € M existe un m’ € M tal que a.m’ = m. Sea
Goo = UG, CS.

neN

a) Probar que es un subgrupo (abeliano) de S! por lo tanto un Z-médulo.
Ver que es divisible.

b) Ver que Gpe = UNGpn es un submodulo de G, y que también es
ne
divisible.

2. Sea A un anillo conmutativo y M un A-moédulo. Se define la torsion de M
como t(M) := {m € M tal que 3a € Acona #0yam =0} SiAes
integro ver que t(M) es un submdédulo. jdénde se usa que A sea integro?

3. Sea A integro, M y N dos submédulos y f : M — N un morfismo A-lineal.
Ver que f(t(M)) C t(N) y por lo tanto la asignaciéon M — t(M) es funtorial.
Ver que t(t(M)) =t(M) y t(M/t(M)) = 0.

4. Viendo al grupo abeliano M = (C — {0},.) como Z-mé6dulo, encontrar los
elementos de torsion.

5. Caracterizar M = Z ® Z/((4,6)) calcular t(M) y M/t(M).

6. Sea A integro y M un A-mddulo divisible y sin torsién. Ver que entonces
M admite una estructura de k-espacio vectorial donde k es el cuerpo de
fracciones de A.

7. Sea k un cuerpo, y C la categoria formada por:

» Obj(C) = pares (V, ¢) donde V es un k-espacio vectorial y ¢ : V. — V
es un endomorfismo.

= Para cada par de objetos (V, ¢) y (W, ), Homc((V, ¢), (W,4¢)) = {f :
V — W transformacion lineal tal que f(¢(v)) = ¢ (f(v)) Vv e V}.

a) Ver que esta categoria se identifica con la categoria de k[X]-mddulos.
Probar que (V,¢) = (V,4) como k[X]-médulos si y sélo si ¢ es un
endomorfismo conjugado a ¢, es decir, que existe un a € Auty (V') tal
que ¢ = ool
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b)

Sea (V, ¢) como antes. Ver que los subespacios ¢-estables se correspon-
den univocamente con los k[X]-submédulos de V', y que hallar una
base en la que la matriz de ¢ se escriba en bloques equivale a hallar
una descomposicién de V' en k[X]-sumandos directos.

Encontrar un k[X]-médulo de dimensién 2 (sobre k) que no admita
sumandos directos no triviales.

Si A€k, evy : k[X] — k (P +— P(\)) es un morfismo de anillos,
por lo tanto induce una estructura de k[X]-médulo sobre k. Sea k) el
k[X]-médulo definido de esa manera, jes ky = ky como k[X]-mdédulo

siA#N?

Sea V un espacio vectorial de dimension finita, ¢ un endomorfismo
de V. Entonces ¢ es diagonalizable si y sélo si V' se descompone como
k[ X]-médulo en suma directa de submdédulos isomorfos a los ky (A € k).

Si M es un k[X]-médulo ciclico, entonces o bien es de dimensién finita,
o bien es isomorfo a k[X] (sug. ver el teorema de ‘clasificacién’ de
grupos ciclicos y copiar la idea).

8. (Localizacién de médulos) Sea A un anillo, S C Z(A) un subconjunto mul-
tiplicativamente cerrado y M un A-mddulo a izquierda. Se define Mg como
el cociente de los pares (m,s) con m € M y s € S bajo la relacién de equiv-
alencia (m,s) = (m/,s') & 3t e S tal que t(s'.-m — s.m’) = 0. La clase del

elemento (m, s) bajo esta relacién se lo denotard (como era de esperar) =,

m

y Mg :={(m,s) :meM, scS}/~={" : meM, scS}

a)

b)

Ver que Mg es naturalmente un A-moédulo a izquierda y que la funcién
m

Jum i M — Mg m— T es A-lineal.

Ver que ademds Mg es un Ag-médulo bajo la accién obvia .7 = #3 y

que ademds jps : M — Mg tiene la siguiente propiedad: Si NV es un Ag-
médulo (y por lo tanto tambien un A-médulo (;porqué?))y f: M — N
es una morfismo A-lineal entonces existe una tnica f : Mg — N que
factoriza a f a través de jy, es decir, que f = f o jy. (diagrama de
rigor:)
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9.

10.

11.
12.

13.

14.
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¢) Porcada s € S sea M.2:= M. Ver que Mg = @M1/<tm——m1>

La funci(’)n Jjm bajo este 1som0rﬁsm0 es la composicién M = M % —
DsesM.L =7 @yesM.1/{tm. g —m.3).

d) Interpretar y demostrar la frase ‘la asignacién M — Mg es funtorial’.

(Polinomios de Laurent) Sea S C k[X], S = {1, X, X2 X3 .., X", ..}. En-
tonces:

a) k[X]s = kX, X 2EX,Y]/(XY —-1).
b) Si(V,¢) es un k[X]-mddulo, Vg =V < ¢ es un isomorfismo.

¢) Sea V es de dimension finita, Ker(¢™) C V' es un k[X]-submédulo de
V para todo n, sea t(V) := U, .y Ker(¢"). Entonces ¢(V') coincide con
Ker(V — Vg) y ademés Vg = V/t(V). (Sugerencia: ver que ¢ : V. — V
induce un isomorfismo V/¢(V) — V/t(V) para asi obtener un morfismo

natural Vg — V/t(V), para el morfismo en el otro sentido usar que
t(V) = Ker(V — Vs).)

Sea k un cuerpo, probar que para P € k[X, X 1], la funcién I (I de ‘largo’)
tal que P =Y, magz® — m —n =: [(P) donde P = >_1"_ axz" es una
escritura tal que a, y a,, son ambos distintos de cero hace de k[X, X 1]
un dominio euclideano (sugerencia: para obtener un algoritmo de divisién
primero multiplicar por una potencia conveniente de x, hacer la cuenta en
k[X] y después volver). Ver que todo k[X, X ~!]-médulo ciclico o bien es de
dimensién finita o bien es isomorfo a k[X, X 1.

Sea (V, ¢) un k[X]-médulo con ¢ nilpotente. (Es (V, ¢) un k[[X]]-mddulo?

Sabiendo que en k[[X]] los elementos de la forma A + z.p con p € k[[X]] y
0 # XA € k son unidades (si no lo sabe, demuéstrelo), probar que los todos
los ideales de k[[X]] son 0, y (™) con n € Ny.

Sea M un k[[X]]-mdédulo (por lo tanto un k[X]-md6dulo).

a) Si M es ciclico entonces M = (M, ¢) con M de dimensién finita y ¢
nilpotente, o bien M = k[[X]].

b) Si M es de dimensién finita entonces el endomorfismo ‘multiplicar por
2’ es nilpotente en M.

(Ideales a izq. de matrices) Sea k un cuerpo, consideremos el anillo M3(k) y

a
0

e € M3(k) la matriz 0 |. Ver lo siguiente:

0

S O =
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15.

16.

a) e =e, el ideal a derecha e.M3(k) consiste de las matrices de la forma

Xk %
0 0 0 |, elideal aizquierda Mjz(k).e consiste de las matrices de
0 0 0
* 0 0
la forma ( x 0 0 |,y elideal bildtero generado por e es M3(k).
* 0 0

* ok X
b) Seal C Aunideal aizquierda,y sea Sy el subespacioe. C | 0 0 0 |,
0 00
entonces el ideal generado por Sy (i.e. M3(k).Sy) coincide exactamente
con [.

c) Los ideales a izquierda de M3(k) estédn en correspondencia 1-1 con los
subespacios de k3. Encuentre los ideales asociados a los subespacios
generados respectivamente por (0,0,1), (0,1,0) y (1,0,0).

d) Generalizacién 1: demuestre que los ideales a izquierda de M, (k) estan
en correspondencia biyectiva con los subespacios de k" (con n € N).
Generalizacién 2: si A es un anillo cualquiera demuestre que los ide-
ales a izquierda de M, (A) estdn en correspondencia biyectiva con los
submédulos a izquierda de A™.

Sea k un cuerpo y n € N, los tnicos ideales bildteros de M, (k) son 0 y
M, (k). Si A es un anillo, los dnicos ideales bilateros de M, (A) son de la
forma M,,(I) con I C A un ideal bildtero (sug. si e es una matriz tipo la
del ejercicio anterior, entonces para J C M,(A), la asignacién J — e.J.e
da una matriz ‘concentrada’ en el lugar 11 y establece una biyeccién entre
ideales bilateros de A y de M, (A)). ;puede haber un morfismo de anillos
M, (k) — k?

Sea M un A-médulo a derechay B = End 4(M). Ver que la accién End 4 (M) x
M — M, (f,m) — f(m) define sobre M estructura de End4 (M )-mddulo a
izquierda, ademdas M resulta un End4(M) — A-bimédulo (i.e. las dos estruc-
turas son compatibles. Si M = A™*! (o sea A™ visto como "vector columna’)
es un A-médulo a derecha, ver que M ademads es un M,,(A)-médulo a izquier-
da con la multiplicacién usual de matrices. Ver que esta estructura coincide
con la definida antes, identificando End4(A™) = M, (A).
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4

Moédulos noetherianos y
artinianos

4.1. Mobdulos noetherianos

En el contexto de espacios vectoriales sobre un cuerpo k, puede consid-
erarse la dimension como funcion de los espacios en los niimeros naturales.
Esta funcién es mondtona con respecto a la inclusiéon, es decir, si S es un
subespacio de V entonces dimy(S) < dimy(V'). En particular si V' es finita-
mente generado, entonces todos sus subespacios también lo son. En el caso de
modulos sobre un anillo arbitrario no existe una nocién anéloga a dimension,
y la propiedad de ser finitamente generado no tiene por que ser hereditaria, es
decir, submédulos de un médulo finitamente generado no tienen por qué ser
finitamente generados.

El ejemplo clasico es el siguiente: sea A = R% = {f:[0,1] — R}, con
la estructura usual de anillo de funciones, M = Ay S = {f € A/ f(x) #
0 sé6lo para finitos valores de z}. El conjunto S es un ideal de A, por lo tanto
un A-submédulo de M. M esté generado por la funcién constante 1, sin em-
bargo S no es un A-médulo finitamente generado. Para ver esto, supongamos
que existieran fi,..., f, € S tales que (fi1,..., f,) = S. Sea {z1,... 25} C
[0, 1] la unién de todos los puntos x tales que existe alguna f; con f;(z) # 0

(que claramente es un conjunto finito) y sea xo € [0,1] — {zy,...,z5}. Si
definimos ¢ : [0,1] — R por ¢(zg) =1y ¢(z) = 0 si x # o entonces ¢ € S
pero ¢ nunca puede pertenecer a {(fi, ..., fn)-

Tampoco puede asegurarse, dado un anillo A arbitrario, que si dos A-
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modulos My y My son de tipo finito (i.e. finitamente generados) entonces
M; N M, sea de tipo finito. Sin embargo, para algunos anillos A (ademés
de los cuerpos) y ciertos A-médulos M puede afirmarse que la propiedad de
ser de tipo finito es hereditaria. Por ejemplo los anillos principales, como Z
o k[X] (k cuerpo) tienen la propiedad siguiente: todo ideal estd generado
por un elemento. De esta manera todo Z-submoédulo de Z es finitamente
generado, y lo mismo con los k[X]-submédulos de k[X].

La situacién para cocientes es mas sencilla, porque todo cociente de un
modulo finitamente generado es finitamente generado. Mas generalmente:

Proposicién 4.1.1. Sea A un anillo cualquiera y

f

0 M, M, I M; 0

una sucesion ezxacta corta de A-mddulos. Entonces:
1. M, de tipo finito = Ms es de tipo finito.
2. My y Mj de tipo finito = M es de tipo finito.

Demostracién: 1. Sea {y1,...,y,} un conjunto de generadores de M, y
z € M. Como g es un epimorfismo, existe y € M, con g(y) = z. Ahora,
Y = Z?:l a;y; para ciertos a; € A, entonces z = Z?:l a;g9(yi), por lo tanto
{9(y1), -+, 9(yn)} genera Ms.

2. Sean My = (xy,...,2,), M3 = (z1,...,25) y sean y,...,ys elementos

de M tales que g(y;) = z; (i = 1,...,s). Afirmamos que My = (f(x1),..., f(z:),v1,- -

En efecto, sea y € My, g(y) € M; entonces existen ay,...,a; € A con
g(y) =>°7_  a;z. Como g(y) = (> ;_, aiy;) entonces g(y—> ;_, a;y;) = 0. El
elemento y' = y—> "7 | a;y; estd en la imagen de f, que es un médulo isomorfo
a M via f, en consecuencia Im(f) = (f(x1),..., f(z,)) y existen by,...,b,

cony' =>"_ b f(x;). Despejando y se tiene y = Y ., bif(z;) + D _, aivi.

Corolario 4.1.2. Si ¢ : M — N es un morfismo de A-mddulos tal que
Ker(¢) e Im(¢) son de tipo finito, entonces M es de tipo finito.

Definicién 4.1.3. Dado un anillo A, un A-mddulo M se dird noetheriano
sty solo si todo submddulo de M es finitamente generado (en particular M
mismo es de tipo finito).

Ejemplos:

 Ys)-
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1. Los A-médulos nulos, simples, finitos (como conjuntos, por ejemplo los
Zy, como Z-médulos) y A-médulos con un nimero finito de submddulos
son noetherianos.

2. Si A es principal, entonces A es un A-médulo noetheriano.

3. Dado un cuerpo k, un espacio vectorial V' es noetheriano si y sélo si
dimy(V) < 0.

La propiedad “ser noetheriano” puede expresarse de manera equivalente
mediante cualquiera de las siguientes afirmaciones:

1. Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento maxi-
mal (respecto a la inclusién).

2. Toda sucesién (no vacia) creciente de submédulos se estaciona.

Veamos que 1. y 2. son equivalentes:

1 = 2: Se toma como conjunto no vacio de submodulos de M al conjunto
de submédulos que aparece en la sucesion. Este conjunto tiene un elemento
maximal, que es un elemento de la sucesién, luego la sucesién se estaciona
en ese elemento.

2 = 1: Sea C # () un conjunto de submédulos de M sin elemento maximal.
Como C # 0, 3S; € C, y como S; no es maximal = 355 € C tal que S; C S,
y la inclusién es estricta. Siguiendo inductivamente se puede encontrar una
sucesion de elementos S; de C tales que S; C S;y1 (inclusiones estrictas), lo
que es un absurdo, porque seria una sucesion que no se estaciona.

Veamos ahora que 1. y 2. equivalen a la definicion de noetheriano:

Sea M que verifica 1 y N un submoédulo de M, queremos ver que N es
finitamente generado. Definimos para ésto C = { submddulos de M de tipo
finito contenidos en N}. Como {0} € C, entonces C no es vacio. Por 1, C
tiene un elemeno maximal que llamaremos Ny. Veamos que Ny = N. Si no,
sea x € N — Ny, y sea N| = Ny + (z). Entonces N| es de tipo finito y N
esta contenido estrictamente en N{j, absurdo. Luego Ny = N.

Supongamos ahora M noetheriano y Ny C Ny C -+ C N C ... una
cadena creciente de submoddulos. Como es creciente, N = U, ny/V; es un
submodulo, que es finitamente generado porque M es noetheriano. Sean
T1,...,2, € N tales que (z1,...,2,) = N = U,nVi, luego, para cada
i =1,...,n 3k; / z; € Ng,. Si ng es el maximo de los k; entonces por
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ser la sucesiéon creciente, todos los z; € Ny cada vez que k > ng, luego

Observacion: Como la propiedad de un A-mddulo de ser noetheriano se
enuncia en términos de todos los los submoddulos de M, resulta que un
submoddulo S de un A-mddulo noetheriano es noetheriano. Por otro lado,
los submdédulos del cociente M/S de M estén en correspondencia con los
submoédulos de M que contienen a S. Luego, un cociente de un noetheriano
es también noetheriano. Més generalmente:

Proposiciéon 4.1.4. Sea () M’ ! M —2= M 0 una sucesion

exacta de A-mddulos. Entonces

» M noetheriano = M’ y M" son noetherianos.

» My M" son noetherianos = M noetheriano.

Demostracién: Dado que (al ser f un monomorfismo) M’ = Im(f) que es
un submdédulo de M y que (al ser g epimorfismo) M” = M/ Ker(g), el primer
item ya se ha demostrado.

Supongamos ahora M"” y M’ noetherianos. Sea N un submdédulo de M,
queremos ver que es finitamente generado. Consideramos la siguiente sucesion
exacta corta:

0— F (V) S N — Tm(gly) —0
Como M" y M’ son noetherianos, tanto Im(g) como f~1(N) son finitamente
generados, por lo tanto N es finitamente generado (Proposicién 4.1.1).

Observacion: Ser noetheriano es una propiedad que se preserva por sumas
directas finitas, ya que si My,..., M, son médulos noetherianos, se tiene la
sucesion exacta corta

0— M — & M, — & M; — 0

y lo enunciado se sigue inductivamente. Sin embargo, ser noetheriano no se
preserva por sumas directas infinitas ni por productos infinitos, por ejemplo Z
es un Z-mdédulo noetheriano (ya que es principal), pero ZM 1o es noetheriano
porque no es finitamente generado (considerar la cadena creciente (e;) C
(€1,€9) C (e1,e9,e3) C ...). Como Z™ es un submédulo de ZY, entonces
ZN tampoco es noetheriano.
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Definicién 4.1.5. Un anillo A se dird un anillo noetheriano si y sélo si
A es un A-maédulo noetheriano.

Ejemplos:
1. Zy k[z] (k cuerpo) son anillos noetherianos porque son principales.

2. k[xy,...,2,,...] es un anillo que no es noetheriano, sin embargo es
integro, por lo que se lo puede considerar como un subanillo de su
cuerpo de fracciones, que es trivialmente noetheriano. Esto muestra
que subanillos de anillos noetherianos no tienen por que ser anillos
noetherianos.

Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo. jPodemos afirmar que
M es noetheriano? En principio M deberia ser finitamente generado, por lo
tanto no todo A-mdédulo serda noetheriano. Pero como demostraremos ahora,
esa es la unica obstruccion para serlo:

Proposicion 4.1.6. Sea A un anillo noetheriano, M un A-mddulo de tipo
finito, entonces M es noetheriano.

Demostracion: Como M es de tipo finito, existe un epimorfismo A™ — M
para algin n € N. Si A" fuera noetheriano entonces la demostracién estaria
completa. Pero es consecuencia de que A" = @I ;A, A es un A-mdédulo
noetheriano, y “ser noetheriano” se preserva por sumas directas finitas.

Ejercicios:

1. Si A es un anillo noetheriano y S C Z(A) es un subconjunto multiplicativa-
mente cerrado, entonces Ag es un anillo noetheriano porque los ideales de
Ag estan en correspondencia con los ideales de A que no contienen a S (y
esa correspondencia preserva la inclusién). Sea M un A-médulo noetheriano,
jes cierto que Mg es un Ag-moédulo noetheriano?

2. Sea A un anillo y J un ideal bildtero. Caracterizar los ideales (a izquierda)
de A/J en términos de los ideales (a izquierda) de A. Concluir que si A es
un anillo noetheriano, entonces A/.J es un anillo noetheriano.

4.2. Teorema de Hilbert

EL siguiente teorema es una herramienta poderosa y no trivial para pro-
bar, en casos especificos, la noetherianidad de un anillo.
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Teorema 4.2.1. (Hilbert) Sea A un anillo noetheriano, entonces Alzx] es un
anillo noetheriano.

Demostracién: Sea J un ideal de A[x], queremos ver que J es finitamente
generado sobre A[z]. Consideramos para eso el siguiente ideal de A:

Sea I ={a€ A/ IpecJC Alz] conp=az™+ 37" ax’}, es decir, I
es el “ideal de coeficientes principales de los polinomios de J”.

Ante todo veamos que [ es un ideal (a izquierda) de A:

Sean a,a’ € I, luego existen p,p’ € J con p = a.x™ + Zi”igl a;xt y
p=d.a™ + ZZO_ ! alz’. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
m > m’ (sino se multiplica a p por alguna potencia de x suficientemente
grande) y resulta entonces que a + a’ es el coeficiente principal del polinomio
p+ 2™ ™ ' que pertenece a J y por lo tanto a + a’ € I.

Sibelyaée A, sea p un polinomio en J con coeficiente principal b,
entonces a.p € J y consecuentemente a.b € I.

Ahora que sabemos que I es un ideal a izquierda de A, como A es noe-
theriano, I es finitamente generado sobre A. Sean aq,...,a, un sistema de
generadores (sobre A) de I, y sean py,...,p, polinomios en J tal que el co-
eficiente principal de cada p; es a;, los cuales supondremos todos del mismo
grado m (sino, se multiplica a cada p; por 2™~97%4P) donde m es el maximo
de los grados de los p;). Veremos que estos polinomios “casi generan” a J en
el siguiente sentido:

Sea N el A-médulo formado por los elementos de J de grado menor que
m, es decir, N = J N A_,[z]. J estard generado por los p; “a menos de
N”. Como A, [z] es un A-mddulo finitamente generado, A es noetheriano
y N C A_,,[x] es un submodulo, entonces N es finitamente generado (co-
mo A-médulo). Sea entonces {qi,...,¢s} C N un sistema de generadores
(sobre A) de N; afirmamos que J estd generado (como A[z]-médulo) por
{p1, - prars - 4}

Demostremos esta iltima afirmacion. Sea p un polinomio de J, si gra(p) <
m entonces p € N = (q1,.-.,¢)a C (q1,---, )4 Sigra(p) = g > m
razonaremos inductivamente. Sea a el coeficiente principal de p, luego a € I
y se lo puede escribir como a = Z:Zl Aia; donde \; € A y los a; son los
generadores de I. Ahora bien, los a; son los corficientes principales de los p;
que tienen todos grado m < g, luego el polinomio p = z9~™. %7 | A\;p; es un
polinomio que pertenece a J y que tiene como coeficiente principal a a, de
hecho, p € (p1,...,Pr) Al Si consideramos el polinomio p—p, es un polinomio
en J con grado menor estricto que el grado de p, por hipdtesis inductiva este
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polinomio pertenece al ideal generado por {p1,...,pr,q1,...,qs}. Como p €
(P1,-- - Pr)a) € P1,--,Pr 1, - -5 Qs), despejando p resulta que también
esta en el generado por esos mismos polinomios.

Corolario 4.2.2. 1. Si A es un anillo noetheriano entonces Alzy, ..., x,]
es anillo noetheriano, en particular, para k un cuerpo, k[z1, ..., x,] es
noetheriano.

2. Sea B un anillo y A un subanillo de B que es noetheriano como anillo.
Supongamos que existe un b € B tal que b conmuta con los elementos
de A y b genera a B como A-dlgebra, es decir, que todo elemento de B
se escribe como combinacién lineal de potencias de b (incluido 1 = b°)
con coeficientes en A. Entonces B es noetheriano. Lo mismo se puede
decir de B si estuviera generado como A-dlgebra por finitos elementos
que conmuten entre si .

Demostracién: 1. Es claro escribiendo Alzy, ..., x,] = (Alzy, ..., 2n-1]) 2],
y aplicando induccién mas el teorema de Hilbert.

2. Sea b € B que genera a B como A-algebra. La definicién de “genera
como A-dlgebra” es equivalente a que el morfismo de anillos evy, : A[z] — B
(p — p(b)) sea sobreyectivo. Como A es noetheriano, por el teorema an-
terior A[z] es noetheriano, luego B es un anillo noetheriano porque existe
un epimorfismo de anillos de un noetheriano en B. La aserciéon con varios
generadores es idéntica sustituyendo A[x] por Alzy, ..., x,].

Ejemplo: Sea d € Z un nimero que no es un cuadrado, v/d una rafz compleja
de d y sea Z[Vd] = {a+ b./d / a,b € Z}. Este subconjunto de C de hecho
un subanillo de C (verificar que la multiplicacion de dos elementos de Z[/d]
es de nuevo un elemento de Z[v/d]). Por otro lado, existe un epimorfismo de
anillos Z[x] — Z[v/d] determinado por (z — v/d). Como Z es noetheriano,
Z[\/d] resulta también un anillo noetheriano.

4.3. Modulos artinianos

Los modulos artinianos se suelen presentar dentro del marco de una teoria
dual a la teoria de médulos noetherianos. Dado un A-mdédulo M, cudl es la
afirmacion “dual” a “M es finitamente generado”? Observemos que decir que
M sea finitamente generado es equivalente a decir que existe un n € N y un
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epimorfismo 7w : A" — M (un sistema de generadores corresponde a tomar
{m(e1),...,m(ey)}). Si tomamos un A-médulo arbitrario M, siempre existe
un conjunto I y un epimorfismo AY) — M, pues siempre existe un sistema
de generadores (por ejemplo I = M). Lo que dice el hecho de que M sea
finitamente generado es que se puede extraer un subconjunto finito de I, de
digamos n elementos, de manera tal que la proyeccion A — M siga siendo
un epimorfismo. Mas atn, en esta afirmacion, se puede cambiar el médulo
que aparece sumado con el indice I (es decir A) para pasar a un enunciado
mas genérico:

Proposicion 4.3.1. Sea M un A-mddulo, son equivalentes:

1. M es finitamente generado.

2. Si{Ni}ier es una familia arbitraria de A-modulos y f : @,.; Ny — M
es un epimorfismo, entonces existe ' C I un subconjunto finito tal que
flasern: @iep Ni = M es un epimorfismo.

Demostracién: 2.= 1. es claro tomando el epimorfismo A — M (e,
m). Extrayendo un subconjunto finito de indices se obtiene precisamente un
subconjunto finito de generadores.

1.= 2. Sea f : @,.; Ni — M un epimorfismo, y sean {my,...,m,} un
sistema de generadores de M. Por cada my, existe un 2% = (2F);e; € @,; N
tal que f((2F)ier) = > ic; f(2F) =my, (k=1,...,r). Ahora bien, como z* =
(2F)icr € @,c; Ni — M, cada ¥ es combinacién lineal finita de elementos de
N;. Sea F la unién para k = 1,...,r de los indices i € I tales que los 2F son
no nulos. Si tomamos ahora f|a, .n, : @;cp Ni — M, como los 2% € ®;crN;
entonces los my € Im(f|g,.,n,), ¥ se tiene un epimorfismo porque los my,
generan M.

Esta condicion equivalente a ser finitamente generado puede ser dualizada
(en el sentido categorico) sin problemas.

Definicién 4.3.2. Diremos que un A-maodulo M es finitamente cogenera-
do si dada una familia arbitraria de A-mddulos {N;}ic; y un monomorfismo
[ =1L fi : M — [l,c; Ni, entonces existe un subconjunto finito F' C I tal
que [[,ep fi i M — [l,cp Ni es un monomorfismo.

Observamos que si M es un A-médulo finitamente cogenerado y N C M
es un submodulo, entonces N es finitamente cogenerado, pero cocientes de
finitamente cogenerados no tienen por qué ser finitamente cogenerados.



M. A. Farinati — A. L. Solotar 93

Definicién 4.3.3. Se dice que un A-mddulo M es artiniano si y solo si
todo cociente de M es finitamente cogenerado. FEl anillo A se dird un anillo
artiniano en caso de que A sea artiniano como A-mddulo.

Ejemplo: Z no es un Z-médulo artiniano, porque dado a € Z, a # 0,1, —1,
la aplicacion Z — [],.n%/(a") definida por & +— {T}, N es un monomor-
fismo, pues dado un m € Z basta tomar un n € N tal que |m| < |a|™ para
que su clase modulo a".Z sea distinta de cero. Sin embargo, para cualquier
subconjunto finito ' C N, Z — [], . Z/(a") no es un monomorfismo.

A continuaciéon daremos propiedades equivalentes a la definicién de médu-
lo artiniano, que permitirdn encontar mas facilmente ejemplos de tales modu-
los.

Observacién: Si M es finitamente cogenerado, entonces M tiene la siguiente
propiedad:

(1) Para toda familia {M;};cr de A-submédulos de M, N;eM; = 0 implica
que existe un subconjunto finito F' C I con N;epM; =0

(tomar [[m; : M — [[,c; M/M; y mirar los niicleos).

Reciprocamente, si M verifica la propiedad (}) entonces M es finitamente
cogenerado.

Al igual que en el contexto de médulos noetherianos, la condicién de ser
artiniano puede expresarse en términos del reticulado de submodulos :

Proposicion 4.3.4. Sea M un A-mddulo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. M es artiniano.

2. (Condicion de cadena descendente.) Toda cadena decreciente de submddu-
los de M se estaciona.

3. Todo conjunto no vacio de submoddulos de M tiene un elemento mini-

mal.
Demostracion:
1.= 2. Supongamos M artiniano y sea C una cadena decreciente L; D
Ly O ... de submddulos de M. Sea K = N,,cnLy, que es justamente el nicleo

de la aplicacién [, cnmn @ M — [],cny M/Ly,. Consideremos la aplicacién
inducida M/K — [],cn M/L, que es un monomorfismo. Como M /K es fini-
tamente cogenerado, existe un m € N tal que tal que M/K — [] M/L,

n<m
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es monomorfismo, por lo tanto K = N, cnLn = Np<mln = Lp—1, €s decir, a
partir de L,, ; la cadena se estaciona.

2.= 3. Supongamos que M verifica la condicién de cadena descendente
y sea & un subconjunto no vacio de submoédulos de M. Supongamos que S
no tiene elemento minimal, entonces VL € S el conjunto {L' € § / L' C L
(inclusién estricta)} es no vacio. Fijando L arbitrario, sea Ly = L y L; un
elemento del conjunto anterior, como L; no es minimal, el conjunto {L" €
S / L" C Ly (inclusién estricta)} es no vacio, sea Ly un elemento de ese
conjunto. Con este proceso se obtiene una cadena Lo D L1 D Ly D ... que
no se estaciona, lo cual es absurdo, luego S tiene algin elemento minimal.

3.= 1. Supongamos que todo conjunto no vacio de submédulos de M ten-
ga un submédulo minimal. Sea X' C M un subméduloy f: M/K — [[..; N;
un monomorfismo. Sea M;, el nicleo de la composicion M — M/K —
[Lic; Ni — Ni,. Vale que K = M M;. Bastard probar entonces que si
K C M es un submodulo y S es una coleccién de submédulos de M con
K = NyresM’, entonces K = M?_; M} para algin ntimero n € N y elemen-
tos M; € S. Sea P = {NyrerM’ : F C S es un conjunto finito }. Por
la propiedad 3., P tiene un elemento minimal correspondiente a un Fy y

K - mM/GFOM,.
Ejemplos:

1. Zy~ = Gpe es un Z-moédulo artiniano. Para ver esto, notamos que sus
tnicos submédulos son {1}, Gpee y los (Gpn),eN que estan todos “en-
cajados”, luego toda cadena descendente de submodulos se estaciona
porque los Gp» son finitos.

2. Sik es un cuerpo, V un k-espacio vectorial, V' es artiniano si y solo si
es de dimensién finita.

3. Sea A un anillo que contiene un cuerpo k, y M un A-médulo (por
lo tanto un k-espacio vectorial). Si M es de dimensién finita sobre k
entonces M es artiniano.

Una de las propiedades mas importantes de los médulos noetherianos
y/o artinianos es que admiten una descomposicién en suma directa finita de
submoédulos indescomponibles, cosa que no es cierta si sélo se pide que el
modulo sea finitamente generado. Un médulo se dice indescomponible si
no admite sumandos directos propios.
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Proposicién 4.3.5. Sea M un A-mddulo noetheriano (o artiniano) no nulo.
Entonces existen submodulos indescomponibles My, ..., M, tales que M =

@?:1 M;.

Demostracion: Sea M # 0. Si M es indescomponible no hay nada que
demostrar, si no, supongamos que M no verifica la propiedad del enunciado.
Luego existe M’ un sumando directo propio de M que no tiene una de-
scomposicién en suma directa finita de submédulos indescomponibles (un tal
submédulo existe porque si no M la tendria). Como M’ es un médulo no nulo
noetheriano (es submoédulo de un noetheriano) y no es suma directa finita
de indescomponibles, entonces existe M” un sumando directo propio de M’
que no tiene una descomposicion en suma directa finita de indescomponibles.
Llamemos a N’ al complemento de M" i.e. M = N'EM', M' = N" P M".
Continuando con este proceso se consiguen cadenas de submoédulos propios

M>M >M'> ... y NCNeN c NoN'@eN" C ...

que no se estacionan, con lo cual resulta que M no es noetheriano ni artiniano,
lo que es absurdo.
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5

Modulos libres, proyectivos e
inyectivos

5.1. Moddulos libres

En el caso de espacios vectoriales, la existencia de bases es una herramien-
ta que permite, por ejemplo, definir transformaciones lineales indicando su
valor en los elementos de una base, y luego extendiendo por linealidad. A su
vez esto asegura, entre otras cosas, que si V y W son k-espacios vectoriales
yt:V — W es una transformacion lineal suryectiva, existe entonces una
transformacion lineal f : W — V tal que t o f = Idy,. En otras palabras,
las nociones de epimorfismo y retraccién coinciden en la categoria de espa-
cios vectoriales. Sabemos que existen anillos A tales que ésto no sucede en
la categoria de A-mdédulos, por lo tanto, habrd moédulos en los que no se
pueda encontrar subconjuntos privilegiados que jueguen el rol de las bases
en los espacios vectoriales sobre los cuales por ejemplo uno pueda definir
una “vuelta” de un epimorfismo. Aun conociendo un sistema de generadores,
las posibles relaciones que pudiera haber entre ellos hacen que uno no pue-
da extender por linealidad funciones definidas sobre este subconjunto. Esto
mismo sucedia con los sistemas de generadores de un espacio vectorial, pero
el problema desaparecia eligiendo un subconjunto de generadores que fuera
linealmente independiente. Este proceso no puede copiarse al caso general,
el siguiente ejemplo muestra que la nocién de base en un A-moédulo es més
sutil que en espacios vectoriales:

Ejemplo: Consideremos Z como Z-mdédulo. El conjunto {2, 3} es un sistema

97
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de generadores de Z que no es “linealmente independiente” sobre Z (es claro
que por ejemplo 3,2+ (—2),3 = 0) y sin embargo es minimal en el sentido de
que si se extrae un subconjunto propio, deja de ser un sistema de generadores.
Por otro lado, {1} (también {—1}) es un sistema de generadores minimal que
merece ser llamado base.

Definicién 5.1.1. Dado un anillo A, un A-modulo M y un subconjunto
S C M diremos que S es un conjunto linealmente independiente de A
si toda combinacion lineal finita de elementos de S con coeficientes en A no
todos nulos, es no nula.
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Ejemplos:

1.

Si M = A, el conjunto {1} es linealmente independiente. Si a € A es

un divisor de cero, entonces {a} no es linealmente independiente.

Si A= My(k)y M = {( 8 :yc ) = Mg(k’)} M es un A-mdédulo a
1

00

minimal, que no es linealmente independiente. Probar que no existe
ningun conjunto de generadores linealmente independiente.

izquierda, y el conjunto {( >} es un sistema de generadores

Si A=7Zy M = Z, entonces ningiin subconjunto de M es linealmente
independiente.

Sir s € Z, entonces {r, s} es siempre un conjunto linealmente depen-
diente.

Sean A =Zy M = Q. Sea 0 # r € Q, entonces {r} es un conjun-
to linealmente independiente. Si r,s € Q entonces {r,s} es siempre
linealmente dependiente.

Observacién: A partir del ejemplo 3. se observa que un subconjunto lineal-
mente independiente (1.i.) no puede tener elementos de torsion. En el ejemplo
1., {1} no sélo es Li. sino que ademads genera.

Algunas de las propiedades que tienen los subconjuntos l.i. y los conjun-

tos de generadores de un espacio vectorial pueden generalizarse al caso de
modulos sobre un anillo A con demostraciones analogas, por ejemplo:

Proposicion 5.1.2. Sea f: M — N un morfismo de A méodulos y S C M
un subconjunto.

1.
2.

Si S es un conjunto l.d. entonces f(S) es un conjunto l.d..

Si S es un conjunto l.i. y f es monomorfismo, entonces f(S) es un
conjunto l.1..

Si S es un congunto de generadores y f es epimorfismo entonces f(S)
es un conjunto de generadores de N.

Diremos que un subconjunto S C M es una base de M si y sélo si S es

Li. y S genera M.
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Definicién 5.1.3. Un A-mdédulo M se dice libre si y solo si M admite una
base.

Ejemplos:
1. Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es libre.

2. Si A es un anillo, entonces A es un A-médulo libre, una base es por
ejemplo {1}.

3. @ no es un Z-médulo libre ya que todo par de elementos es 1.d. (y Q
no es ciclico).

4. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita y ¢ : V — V una
transformacion lineal. El par (V,t) es un k[z]-mddulo que no es libre, ya
que todo elemento es de torsién (si p = my, entonces pv =0V v € V).

Observaciones:

1. Un cociente de un A-médulo libre M no tiene por qué ser libre, por
ejemplo Z,, = Z/n.Z no es Z-libre.

2. Un submédulo de un A-médulo libre no es necesariamente libre. Por
ejemplo si un A-médulo libre contiene un elemento de torsién, entonces
el submédulo generado por ese elemento no es libre. Como ejemplo con-

creto tomemos M = A = My(Z), que es A-libre con base {( (1) ? )}

. Sin embargo, N :{( Z 8 > ,a,b € Z} es un submédulo de torsion de

M, por lo tanto no puede tener una base como A-médulo.

3. Sean M y N A-médulos. Si M es un A-médulo librey f: M — N es
un isomorfismo entonces N es libre.

4. Sea AY) = {f: 1 — A/ sop(f) < oo}. AD es un A-médulo libre
con base {e;};cr, donde, para todo i € I, e; es la funcién definida por

ei(j) = 0.

A continuacién caracterizaremos los A-modulos libres, viendo que todo
A-médulo libre es isomorfo a un médulo del tipo AY), para algin conjunto
1.
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Proposicion 5.1.4. Dado un A-maodulo M las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. M es un A-mdédulo libre con base {x;}icr.

2. Seap;: A— M (a+— aux;), entonces p := Dicrp; - AD — M es un
isomorfismo.

3. Para todo A-mddulo N y para todo subconjunto {y;}ic; C N, existe un
unico morfismo de A mddulos f: M — N tal que f(x;) = y;.

Demostracién: 1.= 2. Sea z € AU tal que p(z) = 0. Escribamos z =
Y icr ai-e; (donde la familia (a;)ic; C A es una familia con soporte finito).
Entonces 0 = p(z) = ), a;.x;. Como los z; son independientes, los a; deben
ser todos cero, luego z = 0 y consecuentemente p es un monomorfismo. Por
otro lado p(e;) = x;, por lo tanto la imagen de p contiene a un conjunto de
generadores con lo que p resulta también un epimorfismo, luego un isomor-
fismo.

2.= 3. La demostracién es igual que para el caso de espacios vectoriales.
En primer lugar, estd claro que de existir un tal morfismo, es tnico, pues
estd ya definido su valor en los x; y éstos generan. Para demostrar la existencia
se extiende linealmente el valor de f en la base. Si # € M, por ser {z;}ics
un sistema de generadores, x = ) .., a;.x; ( suma con soporte finito) y esa
escritura es tinica debido a la independencia lineal (}_,.;a;.2; = >, aj.%;
= Y el —aj)x; = 0= a; —a; = 0V i € I), luego estd bien definida
la funcién f(x) := >, ; a;.y;. La verificacion de que f es un morfismo de
A-modulos es inmediata.

3.= 1. Veremos que si M verifica 3., entonces M = AU Sean N = AU
e y; = e; para todo i € I. Entonces existe (un tinico) f : M — AW tal que
f(z;) = e;. Consideremos po f : M — M. Como po f(x;) = x;, es claro
que el morfismo p o f coincide con Idys en los z;, luego, (eligiendo N = M
e y, = x;) por unicidad, p o f = Idy. Para la composicién f o p se tiene
fop(Xicraied) = f(Xierai-wi) = 3 e ai-f (%) = 3icr ai-ei, por lo tanto
fop=Idyn que es libre de base {¢;}, ademds resulta que p es también un
isomorfismo, por lo tanto {f(e;)}ier = {2 }icr €s una base de M.

Corolario 5.1.5. Con las notaciones de la proposicion anterior, se verifica:

1. Si{yi}ier es una base de N, entonces f es un isomorfismo.
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2. Dos A-mddulos con bases de igual cardinal son isomorfos.

Las demostraciones son inmediatas, se dejan como ejercicio.

Observacion: Si (M) ,c; es una familia de A-mddulos libres, entonces @ ;¢ ; M,
es un A-médulo libre. Mas atin, si {27 }ier; es una base de M; (j € J), en-

tonces Uje {7} }icr, es una base de @, ; M;.

JjeJ

Vimos que la propiedad de “ser libre” no es estable en general ni por
cocientes ni por subespacios. Veremos ahora sin embargo que todo médulo
es cociente de un libre:

Proposicion 5.1.6. Sea M un A-mddulo. Entonces existe un A-mddulo libre
L y un epimorfismo f: L — M.

Demostracién: Sea {x;};c; un sistema de generadores de M (por ejemplo
{m}men) v sea L := AD. L es un A-médulo libre, y h: AY) — M, definido
por h(e;) = z; es un epimorfismo pues la imagen contiene a un sistema de
generadores. Se tiene ademas M = L/ Ker(h), Ker(h) suele llamarse el nicleo
de relaciones de M.

Observemos que si M es un A-médulo librey f: N — M un epimorfismo,
entonces existe una seccién g : M — N tal que f o g = Idy,. En efecto, dada
una base {z;};cr de M, existen n; € N tales que f(n;) = x; ya que f es un
epimorfismo. Se define entonces g(x;) = n; y se extiende por linealidad. Es
decir, todo epimorfismo con imagen en un médulo libre M es una retracciéon.

De manera analoga, puede probarse que los médulos libres verifican una
propiedad de “levantamiento” de morfismos. Consideremos el siguiente di-
agrama de flechas llenas: M ;Existe entonces un h morfismo en

~

L

i
M1 D M2

la direccién de la flecha punteada que haga el diagrama conmutativo, i.e.
que f o h = h? En principio, de levantarse A a un morfismo h deberfa valer
que Im(h) = Im(f o h) C Im(f), restringiéndonos entonces al submdédulo
Im(f), para plantear correctamente el problema supondremos que f es un
epimorfismo.



M. A. Farinati — A. L. Solotar 103

Proposicién 5.1.7. Sea M un A-modulo libre. Entonces M resuelve el sigu-
tente problema de tipo universal, esquematizado a partir del diagrama:

M

?L/
v
s

M1*f>M2*>O

ara cualquier epimorfismo f : My — My entre dos A-mddulos arbitrarios
P [ M My entre dos A-modul bit
y para cualquier morfismo h : M — My, existe un morfismo (no necesaria-

mente inico) h: M — M, tal que foh = h.

Demostracién: Sea {z;};c; una base de M. Como f es un epimorfismo,
para cada z; existe un m; € M; tal que h(z;) = f(m;). Se define pues
h(z;) = m; y se extiende por linealidad. Como f(h(z;)) = f(mi) = h(z:)
entonces f o h = h (coinciden en una base).

Observamos que la propiedad de que todo epimorfismo con imagen en un
libre es una retraccion puede obtenerse como consecuencia de la proposicién
anterior poniendo My = M y h = Id,.

Corolario 5.1.8. Sea M un A-mdédulo y S C M un submddulo. Si M/S es
libre, entonces S es un sumando directo de M.

Demostracién: Basta ver que la sucesién exacta corta 0 — S —¢ M —7
M/S — 0 se parte. Pero como M/S eslibre, 7 : M — M /S es una retraccion,
es decir, admite una seccién s : M /S — M tal que mos = Idy; /.S, por lo tanto
¢ es una seccion y S es un sumando directo cuyo proyector correspondiente
esp=Idy —som.

Supongamos que A es un anillo tal que todo submdédulo de un A-médulo
libre es libre, en particular todo ideal de A resultard libre. A conticuacion
probaremos que esta afirmacion sobre los ideales de A, que en principio parece
mas débil, resulta sin embargo equivalente a la primera:

Teorema 5.1.9. Sea A un anillo, son equivalentes:

n Todo submddulo de un A-mddulo libre es libre.

n Todo ideal de A es A-libre.
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Nombre: Un anillo tal que todo submoédulo de un libre es libre se denomina
hiperhereditario.

Demostracion: Una de las implicaciones es obvia, supongamos ahora que
todo ideal de A es libre. Sea M # 0 un A-médulo libre con base {z;}icr v
S un submddulo. Por el lema de Zorn, podemos suponer que I (I # ) es
un conjunto bien ordenado (es decir que I tiene un orden tal que todo par
de elementos es comparable y todo subconjunto no vacio de [ tiene primer
elemento).

Sean F; := {&# € M /z es combinacién lineal de los z; con j < i} y
F;:={r € M /x es combinacién lineal de los x; con j < i}. Si i < k, resulta
que F; C Fi y ademéds M = U, F;. Dado z € S, existe i tal que z € SNF;,
luego existen unicos a, € Ay 2’ € SN F; tal que x = 2’ + a,.x;.

Consideremos ahora el morfismo ¢ : SN F; — A definido por ¢(z) = a,.
(Ejercicio: verificar que es una funcién bien definida y que es un morfismo de
A-médulos).

Im(¢) resulta entonces un ideal de A y por lo tanto es un A-médulo libre,

ademds Ker(¢) = SN F;. Como Im(¢) = gﬂff es libre, entonces S N F; es un

sumando directo de S N F;. Esto es equivalente a que exista un submaédulo
C; C M tal que SNF; = SN F; ® C;; queremos ver que S = @;c;C;, luego S
serd libre porque cada C; lo es (notar que C; = Im(¢) que es libre). Es claro
que cada C; es un sumando directo de S, queremos ver que ®;c;C; = S.
Supongamos que no, y sea H={j €1 /3 x € SNF;conz ¢ Dic;Ci}.
Sea jo el primer elemento de J (existe por el buen orden y porque H # ().
Sea z € SNF, tal que z ¢ @;c;C;, entonces existe un tinico 2’ € SN Fj, y un
tnico a € A tal que z = 2’ +a.xj,. Como jj es el primer elemento de H, 2’ es
necesariamente una combinacion lineal de x con k < jo, luego 2’ € ®;c;C;,
y por lo tanto z € ®,;;C;, lo que es absurdo. En consecuencia S = ®;¢;C;.

Corolario 5.1.10. Sea A un dip, es decir, un dominio integro tal que todo
wdeal es principal. Entonces todo submodulo de un libre es libre. En particular,
esto dird que todo maodulo proyectivo es libre.

Demostracion: Sea 0 # [ C A un ideal. Como A es principal, 3 a € A tal
que I = (a). Como A es integro {a} es linealmente independiente (a # 0,
luego b.a = 0 = b = 0) por lo tanto {a} es una base, es decir que I es libre.
Como todo ideal de A es libre, la primera asercién se debe ahora al teorema
anterior. Como todo médulo proyectivo es isomorfo a un sumando directo de
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un libre (en particular a un submédulo), resulta que todo médulo proyectivo
es libre.

Como ejemplos en donde se aplica el corolario anterior, tenemos que to-
do subgrupo de un grupo abeliano libre es libre, en particular todo grupo
abeliano proyectivo es libre. Andlogamente todo k[z]-submédulo de un k[xz]-
modulo libre (k cuerpo) es k[x]-libre. Lo mismo sucede con los anillos k[x, 27 1]

y K{[=]]-

5.1.1. Nocién de rango

Definicién 5.1.11. Sea A un anillo, diremos que A tiene nocién de rango
si: A 2 AY) implica #1 = 4J.

Ejemplo: Si A es un cuerpo, o mas generalmente si A es un anillo de division,
entonces A tiene nocién de rango.

La siguiente proposicién da otros ejemplos de anillos con nocion de rango.

Proposicion 5.1.12. Sea A un anillo tal que existe un anillo de division D
y un morfismo de anillos f : A — D, entonces A tiene nocion de rango.

Demostracion: D admite una estructura de A-modulo a partir de f. Sea
L un A-médulo libre y {z;}icr, {v;}jes dos bases de L. Sea g : L — AW
un isomorfismo, se tiene que {g(x;)}ic; es una base de AY). Sea {e;};es la
base canénica de A) entonces existen elementos a;; € A tales que para
todo j € J:e; = >, ai;9(x;). El morfismo de A-médulos f : A — D
induce h = f) : AY) — DU) | que sobre la base canénica resulta h(e;) =
{£(6;1)}jes = {06 }jes, es decir que da la base canénica de DY), Como

h(ex) = h (Z aikg(xi)> = Zaikhg(xi)

iel iel
obtenemos que {hg(z;)}ier genera DY) sobre D, por lo tanto #1 > #.J. La
otra desigualdad es andloga, luego #1I = #.J.

Corolario 5.1.13. Si A es un anillo conmutativo, entonces A tiene nocion
de rango.

Demostracion: A admite algun ideal maximal M, consideramos entonces
A— A/M.
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Proposicion 5.1.14. Sea A un anillo con nocion de rango, M = @B;cr M; un
A-madulo tal que todos los A-mddulos M; son libres, entonces M es libre y

rg(M) =2 i rg(M).
Demostracién: Si {z;; };cs, es una base de M;, entonces es claro que {z;, :
i€l, j€ J;} esuna base de M.

Proposicion 5.1.15. Sea A un dominio principal, L un A-mddulo libre de
rango finito n y M un submddulo de L. Entonces M es libre y rg(M) < n.

Demostracién: Sea {x,...,x,} una base de L, sea M; = M N {(xq,...,x;).
En particular M; = M N (x;) es un submddulo de (x;), y por lo tanto existe
a € A tal que My = (az). Si a =0 entonces M; =0y si no rg(M;) =1, en
todo caso rg(M;) < 1. Veamos inductivamente que para todo r, rg(M,) < r.

Supongamos que M, es libre de rango menor o igual que r, y sea A = {a €
A:3by,...,bp e Acony . bixi+ax, 41 € M,4q}. Se verifica facilmente que
A es un ideal de A, y como A es principal existe a,;1 € A tal que A = (a,11).
Si ar+1 = 0 entonces M, = M, y por lo tanto rg(M,1) < r < r—+ 1. Si no,
dado x € M, escribimos x = Z::ll cix;, el coeficiente ¢, resulta entonces
divisible por a,,1, luego existe a € A tal que z — aa, 12,11 € M,. Esto dice
que M,y = M,+{a,17,11), pero ademads esta suma es directa porque porque
los x; son linealmente independientes, por lo tanto rg(M, 1) = rg(M,)+1 <

r+ 1.

Ejercicio: Sea G un grupo y consideremos el anillo de grupo Z[G]. Se define
el morfismo € : Z|G| — Z a través de g — 1V g € G.

1. Probar que € es un morfismo de anillos.
2. Probar que Ker(e) estd generado por {(g — 1)}4ec-

3. Probar que si {g;}ic; es un sistema de generadores de G (generadores

como grupo), entonces {(g; — 1)}ier es un sistema de generadores de
Ker(e).

4. Sea G un grupo libre con generadores {g;}ics, probar entonces que el
morfismo

Z|G)"D — Ker(e)
el el

es un isomorfismo.
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Este ejercicio muestra que existen anillos en donde hay mddulos libres de
“rango” uno (e.g. Z[G] con G grupo libre) que tienen submddulos libres de
rango mayor que uno.

5.2. EIl funtor Hom

Dados M y N dos A-modulos a izquierda, consideremos el conjunto
Homy(M,N) = {f : M — N : f(m+m') = f(m) + f(m') y flam) =
a.f(m) ¥V m,m' € M, a € A}, que es un grupo abeliano, sumando punto a
punto (i.e. es un subgrupo de M%).

En el caso de espacios vectoriales, si k es un cuerpo, V un k-espacio vec-
torial de dimension n y W un k-espacio vectorial de dimension m, entonces
uno sabe que Homy(V, W), ademds de ser un grupo abeliano, en realidad es
un espacio vectorial de dimensién n.m. Volviendo al caso general de médulos
sobre un anillo A, uno se pregunta sobre la estructura de Hom (M, N). En
general, no es posible darle siempre una estructura de A-médulo. Consider-
aremos a continuacion, las posibles estructuras de médulo sobre algin anillo
que puede admitir Hom4 (M, N).

Sea B el anillo End (M) y C' = End4(N)°. M no sélo es un A-mdédulo
a izquierda sino también un B-moddulo a derecha, y las acciones conmutan
(es decir, M es un A-B-bimddulo). Analogamente N es un A-C-bimddulo.

Como la composicion de morfismos A-lineales es un morfismo A-lineal,
tenemos que la aplicacion

Enda(M) x Homa (M, N) x Ends(N) — Hom4 (M, N)
(f,9.h) = fogoh

provee a Homy (M, N) de una estructura de End, (M )-End 4 (NV)-bimédulo.
Supongamos en general que M no sélo es un A-mddulo sino que existe
un anillo B tal que M es un A-B-bimédulo. Y supongamos también que N
es un A-C-bimédulo para algun anillo C. Para indicar este hecho, usaremos
a veces la notacion sMp y 4Ne.
Se afirma entonces que Homy (M, N) admite una estructura de B-C-

bimédulo, definiendo, para b€ B, c € C'y f € Homy(M, N):
(b.f): M — N por: (b.f)(m) = f(m.b)

(f.c): M — N por: (f.c)(m)= f(m).c
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Ejercicio: Verificar la asociatividad de las acciones y la compatibilidad de
ambas.

Observaciones:

1. Si My N son A-moédulos, siempre puede tomarse B = C' = Z. Entonces
M y N son A—Z-bimdédulos, como se sabia de antes, Hom 4 (4 Mz, 4 N7z)
tiene una estructura de (Z — Z)-bimédulo, es decir, de grupo abeliano
(la misma de antes).

2. Si A es conmutativo, sabemos que a todo A-mdédulo M puede consid-
erarselo como un A-A-bimédulo “simétrico”, definiendo m.a := a.m.
Entonces Homy(4Ma,4 N4) tiene una estructura de A-A-bimédulo.
Notar que la accién de A sobre el Homa(M, N) puede calcularse de
cualquiera de las siguientes maneras:

(a.f)(m) = f(m.a) = f(a.m) = a.(f(m)) = f(m).a = (f.a)(m)
es decir, Homy4 (M, N) resulta un A-A-bimddulo simétrico.

3. Si N = A, que es un A-A-bimédulo y M es un A-médulo a derecha,
entonces M* := Homy (4 My, 4 Aa) es un Z — A-bimédulo, es decir, un
A-médulo a derecha. La estructura estd dada por (f.a)(m) = f(m).a

(donde f e M*,a€ A, me M).

Ejemplo: Sea k un anillo conmutativo, G un grupo (o un semigrupo) y k|G|
el anillo del grupo. Homy(k[G], k) es un k[G]-bimédulo isomorfo a kY. El
isomorfismo esta dado por:

k¢ — Homy (k[G], k)
fr (Z DY Agf<g>>
geG geG
En particular, k[z|* = k[|x|].

Sea ahora 4 Mp un A-B-bimddulo fijo y consideremos el funtor:

HOIIlA(AMB, —) . AMOdC — BMOdC
ANC — I‘IOHIA(]\/[7 N)
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y si f 14 No — 4 N/ es un morfismo de A-C-bimédulos, definimos
Homyu (M, f) := f. : Homs (M, N) — Homyu (M, N')
g fog
Dejamos como ejercicio la verificacién de las siguientes propiedades:
L (fof).=/foof.
2. (ldy) = Idsom ,(v,n)-
3. (f+f)e=ft [L
4. fu(bg) =b.f(g) (b€ B).
5. fulg.c) = fulg).c (c€ O).
Ejemplos:

1. Si M = A, Homa(A, —) es naturalmente isomorfo al funtor identidad,
a través de

Homa(M,N) = N
¢ — ¢(1)

2. SiM =AY Homa(M,N) = Homu (A", N) = Homyu (A, N)" = N,
3. SiA=B=C=2%,M =1Z,, Homy(Z,,N) = {x € N /n.x =0} es el

subgrupo de N formado por los elementos de n-torsién.

4. SiA=B=C =k, kun cuerpoy V y W dos k-espacios vectoriales,
M =V @, W, entonces Homy (V' ®; W, —) es naturalmente isomorfo al
funtor Homy (V, Homy (W, —)).

5. Como caso paricular del anterior, sean V = k[G] y W = k[H] donde G y
H son dos grupos, entonces Homy (k[G'x H], —) = Homy (k[G], Homy (k[H], —)).

Proposicién 5.2.1. El funtor Homa(4Mp, —) es exacto a izquierda, es de-
cir, St

0 X ! Y — > 7 es una sucesion exacta de B-C-bimddulos, entonces

0 —— Homu(M, X) 2> Hom(M,Y) —Z~ Hom (M, Z)

es una sucesion exacta de B-C-bimddulos.
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Demostracion: Por el ejercicio anterior, ya sabemos que f, y g, son mor-
fismos de B-C-bimé6dulos. También sabemos que g, o f, = (go f), = 0, =0,
por lo tanto sélo falta ver que f, es monomorfismo y que Ker(g,) C Im(f,).

Nota: ;Por qué 0, es el morfismo nulo? Esto se sigue por ejemplo de la buena
relacién del funtor (—), con la suma: como 0, = (0 + 0), = 0, + 0,, resulta
que 0, debe ser el elemento neutro en el Hom.

Este resultado, admite la siguiente reciproca:
Lema 5.2.2. Sea A un anillo cualquiera, M, N, T tres A-mddulos. Entonces

iy ! g ) . .
1. La sucesion () M N T es una sucesion exacta st y solo

S1

0 — Hom (R, M) —~ Hom(R, N) —%~ Hom(R, T)
es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo A-mddulo R.

2. La sucesion M ! N2

S1

T 0 es una sucesion exacta si y solo

0 — Homu (T, R) e, Hom (N, R) AN Hom (M, R)
es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo A-mddulo R.

Demostracion: Sélo hace falta demostrar la “vuelta”, ya que la “ida” ha
sido demostrada en la proposicién anterior.

Para el punto 1. tomamos R = A, entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo (verificar que es conmutativo!):

0 M ! N g T

0 — Homu (A, M) L>Hom,4(A, N) L~ Hom(A,T)

en donde las flechas dobles verticales indican los isomorfismos naturales (no-
tar que la definiciéon de naturalidad de estos isomorfismos es justamente la
conmutatividad de estos cuadrados). Luego, al ser exacta la sucesién de aba-
jo, también lo es la de arriba.
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El punto 2. es un poco mas sutil, pero igualmente es facil eligiendo en cada
caso un R conveniente. Vemos por ejemplo que la frase “¢g* : Homy (T, R) —
Hom4 (N, R) es un monomorfismo para todo A-mddulo R es justamente la
definicion categorica de epimorfismo, por lo tanto ya sabemos que g es epi-
morfismo.

Sabemos también que f* o ¢g* = 0, pero entonces (go f)* = f*og* =0
para todo A-médulo R, o sea que si h : R — T es un morfismo cualquiera,
resulta que hogo f : M — T es el morfismo cero. Si tomamos R =T y
h = Idy obtenemos que g o f es cero y por lo tanto Im(f) C Ker(g). Veamos
por ultimo la inclusién al inversa.

Tomando R = N/Im(f), tenemos la sucesién exacta

0 — Homy (7, N/Im(f)) — Homu (N, N/Im(f)) — Homa(M, N/Im(f))

y consideremos el morfismo 7 : N — N/Im(f) (la proyeccién canénica al
cociente). Claramente f*(r) = mwo f = 0, o sea que 7 € Ker(f*) = Im(g").
Esto significa que existe h : T'— N/Im(f) tal que m = h o g. Ahora resulta
claro que Ker(g) C Im(f) pues si n € N, n € Im(f) si y sélo si w(n) = 0,
y a partir de la formula m = h o g se tiene que si n € Ker(g) entonces

n € Ker(m) = Im(f).

Ejemplo: Uno se podria preguntar, dado un epimorfismo de A-mddulos
f:Y — Z un médulo cualquiera M, si el morfismo f, : Homa(M,Y) —
Hom (M, Z) es también un epimorfismo. Esto no tiene por qué suceder en
general, consideremos el siguiente ejemplo: A =Y =7, M = Z = Z,,
f=m:7Z — Z, la proyeccién canénica. Entonces Homy(Z,,7Z) = 0, y por
lo tanto nunca puede haber un epimorfismo en Homy/(Z,,Z,) ya que este
ultimo es no nulo (por ejemplo estd la identidad de Z,).

A pesar del ejemplo anterior, hay muchos casos en que, para un M en
particular, el funtor Hom 4 (M, —) preserva epimorfismos. Por ejemplo si M =
A, el funtor Homy4 (A, —) se identifica con la identidad, asi que trivialmente
preserva epimorfismos. Otro ejemplo es cuando M es libre.

Ejercicio: Si M = AU) para algiin conjunto I, y si f : X — Y es un
epimorfismo de A-médulos, entonces f, : Homa(M,Y) — Homu (M, Z) es
también un epimorfismo.
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5.3. Moébdulos proyectivos

El objetivo de esta seccién es estudiar los modulos M que son tales que
el funtor Hom4 (M, —) es exacto. Comenzamos con una definicién:

Definicién 5.3.1. Un A-mddulo M se llama A-proyectivo si el funtor
Homy (M, —) es exacto.

Es decir, M es proyectivo si y s6lo si Hom 4 (M, —) preserva epimorfismos,
siy solo si, dado el siguiente diagrama de flechas llenas de A-médulos se puede
completar, (de manera no necesariamente tnica) con la flecha punteada, de

modo tal que el diagrama completo sea conmutativo: Y —— Z —0

Observaciones:
1. Vimos en la seccion anterior que todo A-mdédulo libre es proyectivo.

2. Los cocientes de modulos proyectivos no son necesariamente proyectivos
(considerar como ejemplo Z/nZ = Z,,).

3. Los submédulos de proyectivos no son necesariamente proyectivos, por
ejemplo considerar A = M = Z, y el submoédulo 2Z,. Se deja como
ejercicio verificar que 274 no es proyectivo.

4. Las localizaciones de proyectivos no son necesariamente proyectivas:
tomar A= M =27Z,5 ={1,2,4,8,...,2",...} considerar la proyeccién
canénica Z — Zs. Se tiene que Homy (Zg,Z) = 0 pero el morfismo

Zs—>Zg

n JR—
— = n,2"

2n

estd bien definido (2 es el inverso de 2 en Z3) y no es cero, luego no puede
haber un epimorfismo de Homy (Zg,Z) = 0 en Homy (Zg, Z3) # 0.

5. Veremos como corolario de la siguiente proposicién que un sumando
directo de un proyectivo es proyectivo.

Proposicion 5.3.2. Dado un A-mdodulo M, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1. M es un A-maédulo proyectivo.

2. Toda sucesion exacta corta de A modulos del tipo) — X —Y — M —
0 se parte.

3. M es sumando directo de un A-mddulo libre.
Demostracion: 1 = 2. Si M es A-proyectivo, dada una sucesion exacta

0—-X—-Y—-M-—0

se considera el diagrama Y —2 > M ——=0. La existencia de id : M — Y
»

N
M

tal que p oid = Idy; se debe a la proyectividad de M, luego la sucesion se

parte.

2 = 3. Dado M, sabemos que existe un conjunto I y un epimorfismo
7 AU — M. Consideremos la sucesién exacta corta

0 — Ker(n) - AD - M -0

Por hipétesis esta sucesién exacta se parte, es decir existe i : M — AW tal
que 7o = Idy, por lo tanto M es un sumando directo de AU,

3 = 1. Sea M un sumando directo de A, queremos ver que M es proyec-
tivo. Consideramos un epimorfismo f : X — Y y un morfismo cualquiera
g: M — Y, llamamos i : M — AU la inclusién y 7 : AD — M la proyec-
cién. Se quiere ver que existe algin g : M — X tal que fg = g. El diagrama
de rigor es el siguiente:

Xty 0
N
\ g
\
g M
N
\T
\
A

Definimos g : M — X por g = gmi. Es claro que es morfismo de A-médulos,
ademas

fg = f(gmi) = (fgm)i = (gn)i = g(7wi) = gldpr = g
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Por lo tanto M es proyectivo.

Observacion: Si M es finitamente generado, puede elegirse siempre un epi-
morfismo AY) — M con I finito, digamos #I = n, y si ademés M es proyec-
tivo, existe n € N tal que M es sumando directo de A™.

Corolario 5.3.3. Dada una familia de A-mddulos (M;);e; se verifica:
1. @®;erM; es proyectivo si y solo si cada M; es proyectivo.

2. Si[l.e; M; es proyectivo entonces cada M; es proyectivo. La reciproca
no es necesariamente cierta.

Demostracion: 1. Sea f : X — Y un epimorfismo y consideremos el cuadra-
do conmutativo:

Hom 4 (®;erM;, X) LN Homy (®ierM;,Y)

H,’e[ HomA(Mia X) % Hie[ HOIHA(Mi, Y)

Luego la flecha f, de arriba es un epimorfismo si y sélo si la flecha [] f¢ de
abajo lo es, y [] f! es un epimorfismo si y sélo si todas las f! lo son, lo que
demuestra 1.

2. Dado P = [[,.; M; y Mj, se considera @ = {(m;)ier € [[;c; Mi / mio =
0}. Tenemos entonces que P = Q & M;,, y por el punto 1., dado que P es
proyectivo resulta que M;, es proyectivo.

5.3.1. Anillos hereditarios

Vimos ejemplos de mddulos proyectivos con submédulos no proyectivos
(por ejemplo 2Z, C Z4 no es un Zy-mddulo proyectivo).

Definicion 5.3.4. Una anillo A se dice hereditario si y sélo si todo submdodu-
lo de un A-mddulo proyectivo es proyectivo.

El siguiente teorema describe los submédulos de moédulos libres en anillos
hereditarios.
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Teorema 5.3.5. (Kaplansky) Sea A un anillo hereditario, L un A-mddulo
libre y S C L un submodulo. Entonces si L = ®;erA.x;, existe una familia
{A;}icr de ideales de A tales que S = @i A;.

Demostracién: sea {z;};c; una base de L, podemos suponer que I es bien
ordenado y no vacio, con orden <. Dado i € I, sean L, = (z; : j <1i)y
L; = (x; : j <i),entonces L, = L; ® (z;). Se definen morfismos f; : L} — A
por fi(y + ax;) = a donde y € L., a € A. Los f; resultan retracciones de las
inclusiones A = (z;) — L., y Ker(f;) = L;. Sea A; = f;(SNL}), entonces g; :=
filsar; + SN L — A; es epi. Como A; es proyectivo (pues A es hereditario),
entonces g; es una retraccién, y por lo tanto Ker(g;) = Ker(f;) NS = 5N L;
es un sumando directo de SN L;. Sea T; un complemento de SN L; en SN L,
entonces T; = A;. Basta ver que S = ®,;c1A4;, lo que se realizara en dos
partes:

n 5= Zz‘e[ A,

L = UL, por lo tanto, para todo z € L, existen {a;};c; C A tal
que =Y ., a;x;. Six # 0, sea j = max(sop{a;}) (que existe porque
sop({a;}) es un conjunto finito), luego x € L. Si S # > . T;, sea C =
fiel /) SNL; =3 ,c;T; # 0}, que resulta no vacio. Sea jo = min(C)
(que existe por buena ordenacién) y sea z € SNLj —> ", T;. Se puede
escribir x = y 4+ 2z cony € SNLj, y z €T}, entonces y ¢ >.., T; e
y € Lj para algin k < jo, es decir y € SN L, — > ,.,T;, lo que
contradice la minimalidad de 7.

= La suma es directa:
Sea ) .., t; =0, con t; € T;, queremos ver que todos los ; son nulos.

Sea j = max{i / t; # 0}, entonces 0 = t; + >, ¢;. Tenemos que
tj €T;y > ;.;ti € SN Ly, pero sabfamos que (z;) esta en suma directa
con Lj, luego t; = — >, . ; implica ¢; = 0.

Corolario 5.3.6. Un anillo A es hereditario si y sélo si todo ideal de A es
un A-mddulo proyectivo.

Demostracion: la condicion es obviamente necesaria pues A es A-libre.
La suficiencia se ve de la siguiente manera: en primer lugar notemos que el
Teorema de Kaplansky es valido para todo anillo A tal que sus ideales son
A-médulos proyectivos. Ahora si P es un A-mdédulo proyectivo y P/ C P
es un submédulo, sea L libre tal que P es sumando directo de L. Luego
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P’ resulta isomorfo a un submédulo de L, y por el Teorema de Kaplansky
P’ = @1 A; con A; ideales de A. Por hipdtesis los A; son proyectivos, luego
P’ es proyectivo.

Recordando la nocién de hiperhereditario y el Teorema 5.1.9, tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 5.3.7. Dado un anillo A, son equivalentes:
1. A es hiperhereditario (i.e. todo submddulo de un libre es libre).
2. A es hereditario y todo A-mddulo proyectivo es libre.
3. Todo ideal de A es un A-maodulo libre.
Observaciones:
1. Si A es un dominio integro y principal, entonces A es hiperhereditario.

2. Conmutativo + hiperhereditario = principal. En efecto, si A es conmu-
tativo e hiperhereditario, sea I un ideal de A. Dados dos elementos a, b
en I, nunca pueden ser linealmente independientes pues a.b+ (—b).a =
0, luego la cantidad maxima de elementos de una base de I es uno, es
decir, I es principal.

3. Si A esun dominio integro, A es principal si y solo si es hiperhereditario.

5.3.2. Modbdulos proyectivos en dominios principales

Durante esta subseccion A denotara un dominio integro de ideales prin-
cipales (dip).

Recordamos que si M es un A-modulo, entonces la torsion de M es un
A-submédulo, donde la torsién estaba definida por t(M) ={me M /T a €
A, a# 0 con am = 0}.

Proposicion 5.3.8. Sea M un A-mddulo finitamente generado, son equiva-
lentes:

1. M es libre.

2. M es proyectivo.
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3. t(M)=0.

Demostracion: es claro que 1 = 2. Més atn, al ser A un dip es hiperhered-
itario, luego 1. y 2. son equivalentes. Veremos 1 < 3.

1 = 3. Como M es libre finitamente generado, entonces M = A™ para algin

numero natural n. Si m = (ay,...,a,) y a # 0 es tal que a.m = 0, entonces
0 = (a.ay,...,a.a,), es decir que a.a; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Por ser A
integro y a # 0 se concluye que a; =0V i=1,...,n.

3 = 1. Sea M sin torsiéon y consideremos K al cuerpo de fracciones de A.
Necesitaremos el siguiente Lema:

Lema 5.3.9. Sea K el cuerpo de fracciones de A y M C K un A-submddulo
de tipo finito. Entonces existe x € K tal que M = A.x.

Demostracién: Sea M = (xy,...,x,), como M C K existen py,...,pn, q1, - - -

A con los ¢; # 0 tales que x; = %,i: 1,...,n.
Sea g = []'—, ¢;, que por integridad es distinto de cero. Como para todo
j=1,...,n, qx; € A, se sigue que ¢.M es un submoédulo de A, es decir un

ideal, y entonces es principal. Luego existe t € A tal que ¢.M = t. A, es decir
M =LA,
q

Volviendo a la demostracién de 3 = 1., sea jy; : M — Mp el morfismo
canoénico de localizacion:

jMIM—>MK

m
m = —

Sabemos que Ker(jy) = t(M) = 0, luego jas es inyectiva y la imagen de M
en My no es cero. Por lo tanto existe una transformacién lineal My — K
tal que la composicion M — My — K es distinta de cero; llamemos p a esta
composicion, y consideremos la sucesion exacta corta

0 — Ker(p) = M — p(M)—0

Ahora bien, como M es finitamente generado como A-médulo y todos los
morfismos son A-lineales, la imagen de p es finitamente generada como A-
moédulo. Esto implica (por el Lema anterior) que p(M) = A, luego tenemos
que la sucesién anterior se parte, dando M = Ker(p) @& A. Llamando M; :=

yqn €
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Ker(p), tenemos que M; es un submédulo de M, por lo tanto es sin torsion,
ademas es isomorfo a un cociente de M, por lo tanto es finitamente generado,
y se estd de nuevo en las mismas hipotesis. Podemos entonces repetir la
construccién para M; y descomponerlo como M; = My@ A (luego M = (My®
A) @ A). De esta manera obtenemos una cadena creciente de submédulos,
cada uno isomorfo a A, AG A, A AP A, ...,y por noetherianidad de M
esta cadena se estaciona, luego M = A" para algin n € N.

Observacion: De la demostraciéon de la Proposiciéon 5.3.8 se sigue que si M
es finitamente generado, entonces

Homy (M, K) # 0 < My # 0 < M/H(M) #0 < M # t(M)

Corolario 5.3.10. Sea M un A-mddulo finitamente generado, entonces M =
t(M) & A™ para un unico n € Ny.

Demostracidn: se considera la sucesion exacta corta

0—t(M)—M— M/t(M)—0

Como t(M/t(M)) = 0 se sigue que M /t(M) es libre, en particular proyectivo,
por lo tanto la sucesion exacta se parte y M = t(M) & M/t(M). Como
M /t(M) es libre y finitamente generado, entonces es isomorfo a A™ para algun
n € Ny, peron = dimg (M /t(M)) k) = dimg (M), luego estd univocamente
determinado.
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Ejercicios:
1. Sea Aundip,y M un A-mdédulo de tipo finito, se define rg(M) := rg(M/t(M)).

a) M, N de tipo finito, entonces rg(M & N) = rg(M) + rg(N).

b) Mas en general, si 0 — M — N — T — 0 es una sucesioén exacta de
modulos de tipo finito, entonces rg(N) = rg(M) + rg(T).

c) Sea k el cuerpo de fracciones de A y M un A-médulo de tipo finito,
entonces rg(M) = dimy(Homa (M, k)).

d) Ver que rg(M) =rg(M*4) (M es como siempre un A-médulo de tipo
finito).

2. Sea A un dip, M un médulo de tipo finito y 7" un submédulo tal que M /T
es sin torsion. Entonces M es libre si y sélo si T es libre.

5.4. Modbdulos inyectivos

Asi como la nociéon de médulo proyectivo esta relacionada con las propiedades
del funtor Hom4 (P, —), la de médulo inyectivo concierne al funtor Hom 4 (—, I).
Dado M un A-médulo, recordemos que Hom 4(—, M) es exacto a izquier-

. . ‘s f 9
da, es decir, para cualquier sucesién exacta X Y 7 0, la

sucesion

0 —— Homu(Z, M) v, Homa(Y, M) AN Hom (X, M) es exacta. Resul-
ta natural preguntarse, en caso de que f sea monomorfismo, si f* es epimor-
fismo o no. La respuesta es que en general no es cierto, como se puede ver
con el siguiente (contra)ejemplo:

Ejemplo: Tomamos X =Y =27, f : X — Y dada por f(n) = 2n, g la
proyeccion candnica a Z = Zs. Tenemos la siguiente sucecién exacta:

0—-Z—>7Z—7y—0

Aplicando el funtor Homy (—,Zs), se obtiene la sucesién
0 —— Homy(Zy, Zy) ——> Homy,(Z, Zy) —— Homy(Z, Z,)

Ly Ly Lo
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Esta sucesién nunca puede ser exacta porque en ese caso la dimension, como
Zo-espacio vectorial del objeto del medio seria la suma de las dimensiones
de los objetos de las puntas. Igualmente en este caso se puede explicitar f*.
Tenemos que, si ¢ : Z — Zs,

FH(@)(1) = o(f(1)) = ¢(2) = 26(1) = 0

luego f* = 0, y por lo tanto f* no es epimorfismo. Notar que el problema
se debe a la 2-torsiéon de Zo; si hubieramos puesto un Z-mdédulo divisible, el
razonamiento para ver que f* = 0 no habria funcionado. Veremos luego que
si M es un Z-mé6dulo divisible entonces Homy (—, M) es exacto.

Definicién 5.4.1. Un A-mddulo M se llama A-inyectivo si el funtor Homa(—, M) :
aMod — Ab es exacto.

Es decir, M es inyectivo si y s6lo si Hom 4(—, M) transforma monomorfis-
mos en epimorfismos, si y soélo si, dado el siguiente diagrama de flechas llenas
de A-médulos se puede completar, (de manera no necesariamente tinica) con
la flecha punteada, de manera tal que el diagrama completo sea conmutativo:

0—=Y —1>7

7/
ho,7
J//«/h

M

Observacion: Si ademads se tiene un A-B-bimdédulo 4Mpg, el funtor toma
valores en la categoria Mod . Como una sucesiéon de B-mddulos es exacta si
y sélo si es exacta vista como sucesién de grupos abelianos, 4 Mpg es inyectivo
como A-mdédulo si y sélo si el funtor Homa(—, M) : sMod — Modg es exacto.
Ejemplos:

1. Z no es un Z-mdédulo inyectivo. Consideramos, para ver ésto, la in-

clusién Z — Q y la identidad de Z en Z

0—27—Q
idi 5/(/
k
7

es claro que no hay morfismo Q — Z que restringido a Z sea la identidad
pues de hecho no hay ningiin morfismo no nulo de Q en Z.
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4.

Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es k-inyectivo.

Si A es un dominio integro y K es su cuerpo de fracciones, entonces K
es un A-modulo inyectivo:

Para esto recordemos que, en esa situacién, si f : X — Y es un
monomorfismo, entonces fs : Xg — Yg es un monomorfismo, para
cualquier subconjunto multiplicativo S de A. Tomando S = A — {0},
llamemos Xy := X 4_j0}, andlogamente Yg. Si g : X — K es un mor-
fismo cualquiera de A-mdédulos, tenemos el siguiente diagrama:

Las flechas llenas f y g son los datos originales, ix : X — Xy es la

flecha canénica de localizacién x — £, idem i).. Como los elementos de
A — {0} son inversibles en K, el morfismo g : X — K se factoriza a
través de X mediante gx. Si ahora sélo consideramos Xk, Y v K,
el diagrama estd en la categoria de K-espacios vectoriales, en donde
todos los objetos son inyectivos, de ahi la existencia de gx. Tomamos
entonces g : Y — K definida por § = g oiy. Como en el diagrama
anterior, todos los cuadrados y/o tridngulos conmutan, se sigue que

g =go f,es decir, que g extiende a g.

Como caso particular del ejemplo anterior, QQ es un Z-mdédulo inyectivo.

Observacién: Si M es un submédulo de un moédulo inyectivo, entonces M
no tiene por qué ser inyectivo (considerar Z C Q), sin embargo veremos ahora
que un sumando directo de un inyectivo es inyectivo.

Dado que la definiciéon de inyectivo es dual a la definiciéon de proyec-

tivo, muchos de los resultados para proyectivos se dualizan y se obtienen
enunciados de inyectivos, que se demuestran muchas veces dualizando las
demostraciones anteriores:

Proposicién 5.4.2. Sea A un anillo y (M;);e; una familia de A-mddulos.
Entonces:
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1. Tl,e; M es inyectivo si y sélo si cada M; es inyectivo.

2. Si ®;erM; es inyectivo entonces cada M; es inyectivo. La reciproca no
es necesariamente cierta.

Demostracion: 1. Sea f : X — Y un monomorfismo y consideremos el
cuadrado conmutativo

HOHIA Y H

[L;c; Homu (Y, M;

M)HHomA(X [Lic; M)

el

157
i) — [],e; Homyu (X, M;)
Luego la flecha de arriba (f*) es un epimorfismo si y sélo si la flecha de abajo
(ITfF) loes. Y I fi es un epimorfismo si y sélo si todas las f;* lo son, lo que
demuestra 1.
2. Dado M = @®;e;M; y M;,, entonces M = (®;er—fi} M;) [T My, Por 1.,
al ser M inyectivo resulta M,, inyectivo también.

El siguiente resultado dice que para verificar la exactitud a derecha de
Hom 4(—, M), basta aplicar el funtor a las inclusiones J < A, donde J recorre
el conjunto de ideales de A.

Teorema 5.4.3. (Baer) Un A-mddulo M es inyectivo si y sdlo si tiene la
siguiente propiedad: para todo J ideal de A y para todo f: J — M morfismo
de A-mddulos, existe f: A — M tal que f|; = f

O0—J——A

Demostracion: Es claro que si M es inyectivo, entonces tiene la propiedad
del enunciado. Veamos ahora que un M con esa propiedad de extension con
respecto a ideales de A es en efecto un A-moddulo inyectivo.

Dado un diagrama de lineas llenas: ) —= X ——=Y queremos ver que
7/
F7
J/ 27
M
existe f.
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Podemos suponer que X es un submédulo de Y y que g es la inclusién,
si no se reemplaza X por g(X)y f por fog™!

Se define Y = {(Y’, f) /Y’ C Y es un submédulo, f” es un morfismo de
A-médulos con f'|x = f}. Se ordena parcialmente a Y a través de

(Y’,f’) S (Y”, f/l) AN Y/ g Y// y f//|Y/ — f

Se verifica que (Y, <) es un conjunto inductivo superiormente, luego tiene
algin elemento maximal, que llamaremos (Yg, fo). Supongamos que Y; estd in-
cluido estrictamente en Y, sea entonces y € Y — Y, luego (y,Yy) contiene
estrictamente a Y. Sea J = {a € A / ay € Yy}; como Yj es un submédulo de
Y, J resulta un ideal de A (ejercicio: verificarlo!). Sea entonces ¢ : J — M
definida por ¢(a) := fo(ay). Por hipétesis, ¢ se puede extender a ¢ : A — M.
Veamos que fy se puede extender a (y, Yp).
Sea © = ay + yo donde a € A e yg € Yy, definimos

fi(@) = ¢(a) + folyo)

Esta funcién f; : (y, Yy) — M estd bien definida pues si ay + yo = @'y + vy,
entonces (a — a')y =y, — yo € Yo, es decir, que (a —a’) € J, por lo tanto

dla) = () =  dla—d) = ¢la—d)=
= folla=d)y) = folyo—yo) =
= fo(yo) — fo(wo)

Reordenando los términos de estas igualdades obtenemos que ¢(a)+ fo(yo) =
(') + fo(yh). Por lo tanto la funcién estd bien definida, y es claro que
(Yo, fo) < ({y, Yo), f1), lo que contradice la maximalidad de (Yp, fo), luego Yy
debe ser igual a Y.

Ejercicio: Utilizando el teorema anterior, demostrar nuevamente que Q es
un Z-maédulo inyectivo.

Ejemplo: Q/Z es un Z-médulo inyectivo, asi como también Z,~ para cualquier
primo p.

Para obtener mas ejemplos de médulos inyectivos, probaremos los sigu-
ientes dos lemas:
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Lema 5.4.4. Un grupo abeliano G es divisible si y solo si es un Z-maodulo
1myectivo.

Demostracién: =) Utilizaremos el Teorema de Baer, es decir, probaremos
que todo diagrama de grupos abelianos ) ——= ] ——7 (donde I es un
lh
G
ideal de Z) se completa con una flecha Z — G.

Recordamos ahora que todos los ideales de Z son de la forma nZ para
algin n € Ny. Luego, dado I C Z, consideremos el n tal que I = nZ. Si
n = 0 se puede extender siempre el morfismo 0 por 0. Si n # 0, como G es
un grupo abeliano divisible existe v € G tal que h(n) = n.v. Por linealidad,
tenemos que h(j.n) = j.n.v para todo j.n € nZ. Basta definir b : Z — G de
la forma h(m) := m.v.

<) Supongamos que G es un Z-médulo inyectivo. Dado g € G, n € Z,
n # 0, queremos ver que existe ¢’ € G tal que g = n.g'.

Definamos un morfismo hy : Z — G por hy(m) = mg y consideremos el
monomorfismo .n : Z — Z (la multiplicacién por n).

Como G es inyectivo, existe / h_g : Z — G que hace del diagrama anterior un
diagrama conmutativo, i.e. hy(n.m) = hy(m) =mgV m € Z. Si tomamos el
elemento ¢’ := h,(1), éste verifica que

ng' = nhy(1) = hy(n) = hy(1) = g

Proposicion 5.4.5. Si G es un grupo abeliano divisible, entonces el A-mddu-
lo Homy (A, G) es A-inyectivo.

Demostracién: Sea N un submddulo de M y h : N — Homy(A,G) un
morfismo de A-médulos a izquierda. Recordamos que la estructura de A-
modulo a izquierda en Homy (A, G) estda dada por la estructura a derecha
de A, es decir que si ¢ € Homy(A,G) y a, a’ perteneces a A, entonces

(a.0)(d) = ¢(d'a).
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Se define f: N — G por:
f(n):=h(n)(1) V neN

Como G es Z-inyectivo, existe un morfismo de grupos abelianos f : M — G
que extiende a f. Se define una extensién de h como

h: M — Homgy(A,G)
h(m)(a) := f(am)

De esta manera h resulta A-lineal a izquierda (verificarlo!), y el diagrama
conmuta porque dadon € N,

h(n)(a) = f(an) = f(an) = h(an)(1)

por otro lado, como h es A-lineal,

h(an)(1) = (ah(n))(1) = h(n)(a)

Ejercicio: Adaptar los resultados anteriores para demostrar que si A es
un dominio de ideales principales y M es un A-mddulo, entonces M es A-
inyectivo si y sélo si es A-divisible.

Dado un A-mdédulo cualquiera M, siempre se puede encontrar un A-modu-
lo proyectivo P y un epimorfismo P — M. Podemos preguntarnos si el enun-
ciado dual es cierto, es decir: dado un A-moédulo cualquiera M, existe siempre
un A-modulo inyectivo I y un monomorfismo M — I? La respuesta es si,
y se da en dos etapas. Primero resolvamos el problema en la categoria de
grupos abelianos:

Lema 5.4.6. Sea M un grupo abeliano cualquiera, entonces existe un grupo
abeliano divisible D y un monomorfismo M — D.

Demostracién: Primero supongamos que M es ciclico (y no nulo). Entonces
hay dos posibilidades, o bien M = 7Z o bien M = Z,, con n € N.

En el primer caso, M = 7Z — Q. En el segundo caso M = Z, — Q/Z
donde el monomorfismo de Z, en Q/Z est4 definido por 1 — %
Si ahora M es cualquieray m € M, (m) es ciclico y existe un monomorfis-

mo (m) — D,, donde D,,, es un grupo abeliano divisible. Como los mddulos
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divisibles son inyectivos, se puede definir, para cada m € M, un morfismo
M — D, que extienda al monomorfismo anterior: ( (m) M

e
e
27 Im
Dy,
El morfismo f,, no tiene por qué ser inyectivo, sin embargo uno siempre

sabe que m ¢ Ker(f,,).
Se considera ahora D =[] _, () D,, y el morfismo

f:M— H D,,

meM—{0}
T = { fm () fmerr— {0

Como todos los D,, son Z-moédulos inyectivos, D resulta un Z-mdédulo inyec-
tivo, ademas

Ker(f) = Nimem—1o0y Ker(fim)

Pero dado m € M, m ¢ Ker(fmn) 2 Neem—qoy Ker(fy), luego Ker(f) =0, es
decir, f es un monomorfismo.

Proposicién 5.4.7. Sea M un A-mddulo cualquiera, entonces existe un A-
modulo inyectivo I y un monomorfismo M — 1.

Demostracion: Si consideramos a M como grupo abeliano, sabemos que
existe un monomorfismo M — D, donde D es un grupo abeliano divisible. A
partir de este monomorfismo tenemos la siguiente cadena de monomorfismos:

M = Homyu (A, M) — Homy(A, M) — Homy(A, D)

Si llamamos [ := Homy(A, D), resulta de la proposicién 5.4.5que I es A-
inyectivo.

Recordamos que los médulos proyectivos pueden ser caracterizados como
los sumandos directos de un libre. Como tener epimorfismo de un objeto
libre en un modulo cualquiera es equivalente a haber elegido un sistema
de generadores, la manera de dualizar parcialmente esta caracterizacion es
introduciendo la nociéon de cogenerador:

Definicién 5.4.8. Un A-modulo M se dird un cogenerador si para todo
A-médulo X, existe un conjunto J y un monomorfismo X — M.
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El ejemplo tipico es Q/Z. Si M es un Z-modulo ciclico de torsién, digamos
Ly, es claro que hay un monomorfismo Z, — Q/Z. Si M =2 Z, se puede definir

Z — (Q/z)N

1o {1}
N J neN

y resulta inyectiva. Ahora un argumento similar al exhibido en la demostracién
del lema 5.4.6 (utilizando el hecho de que Q/Z es inyectivo) muestra que siem-
pre hay un monomorfismo de M en un producto de Q/Z. Considerando el A-
médulo Homy (A, Q/z) y recordando que Homy (A, Q/z7) = (Homy (A, Q/Z))’
se obtienen ejemplos de cogeneradores en categorias de A-moédulos con A un
anillo cualquiera.

Observacién: El concepto dual del de cogenerador es el de generador, donde
la definicién de generador es la siguiente: un A-médulo es generador si,
para todo A-moédulo X existe un conjunto deindices J y un epimorfismo
M) — X . Por ejemplo el A-médulo 4A es generador, y cualquier médulo
libre también, aunque un generador no es necesariamente libre.

Proposicion 5.4.9. Sea M un A-mddulo, son equivalentes:
1. M es inyectivo.
2. Toda sucesion exacta corta del tipo 0 — M — X — Y — 0 se parte.

Ademds, cualquiera de las dos anteriores implica que M es un sumando di-
recto de un cogenerador.

Demostracion: 1. = 2. Considerando en particular el diagrama
0—M—X
Ve
MMi s
k
M

sabemos que existe la flecha punteada que hace conmutar el diagrama debido
a la inyectividad de M, esto dice que la sucesion

0—-M-—-X—-Y —=0

se parte.
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2 = 1. Dado M, sabemos que existe un monomorfismo f : M — [
donde I es inyectivo. Consideramos la sucesion exacta corta 0 — M — [ —
Coker(f) — 0. Sabemos que esta sucesion se parte, luego M es un sumando
directo de un inyectivo, luego un factor directo, por lo tanto M es inyectivo.

Veamos finalmente que 2. implica que M es sumando directo de un co-
generador:

Sabemos que Homy(A,Q/Z) es un cogenerador en la categoria de A-
modulos. En particular, dado M, existe un conjunto / y un monomorfismo
f: M — Homy(A,Q/z)". Considerando la sucesién exacta

0 — M — Homg(A,Q/z)" — Coker(f) — 0

sabemos que se parte, luego M es un sumando directo de Homy (A, Q/z)!,
y estd claro que si un A-médulo X es cogenerador, también lo es X! para
cualquier conjunto no vacio 1.

Observacion: el A-médulo Homy(A,Q/Z) ademés de ser cogenerador, es
inyectivo, luego todo sumando directo de Homy (A, Q/Z)! también serd in-
yectivo.

5.5. Ejercicios

1. Sea k un cuerpo y G un grupo finito tal que ‘—é' € k. Demostrar que to-
do k[G]-médulo es proyectivo e inyectivo (sug: usar el hecho de que todo
submédulo es un s.d.). (Es todo k[G]-médulo libre?

2. Sea (R", ¢) el R[z]-mddulo que tiene a R como espacio vectorial subyacente
y la multiplicaciéon por x estd definida a través de la transformacién lineal

@.

a) Supongamos que o bien ¢ (en la base candnica) es una matriz simétrica
o bien es una matriz ortogonal. Demostrar que todo R[x]-submd6dulo
de (R", ¢) es un sumando directo.

b) Dar ejemplos de (R",¢) que admitan R[x]-submddulos que no sean

sumandos directos.

3. Sea A un anillo tal que existe un médulo que no es proyectivo. Debe existir
algin modulo ciclico no proyectivo? Debe A tener algtin ideal no proyectivo?
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10.

11.

12.

Sea A un anillo conmutativo, M y N dos A-médulos a izquierda. Si consider-
amos a M y N como A-bimédulos simétricos (i.e. m.a :=a.mVa€ A, m €
M, idem N), Decir todas maneras en que se puede dar a Hom 4 (M, N) una
estructura de A-mdédulo a derecha o a izquierda. Ver que todas coinciden y
por lo tanto Hom (M, N) es unA-médulo simétrico. Probar:

a) M divisible = Hom4 (M, N) no tiene torsion.

b) N no tiene torsién = Hom4 (M, N) no tiene torsion.
Probar que no existe un epimorfismo de grupos

a) de Gpe en Gpeo & Gp.

b) de Qen Gpo @ Gpeo.

c) de Q/Z en Gy & Gy,

Describir todos los Z-mdédulos proyectivos de tipo finito y todos los k[x]-
maédulos proyectivos de tipo finito (k£ un cuerpo).

Probar que si existe un epimorfismo Z" — Z™ entonces n > m. Probar
también que si existe un monomorfismo Z"™ — Z™ entonces n < m.

Probar que si M es un A-mdédulo a izquierda finitamente generado y proyec-
tivo entonces M* = Homa (M, A) es un A-médulo a derecha finitamente
generado y proyectivo.

Sea A un anillo conmutativo, S C A un subconjunto multiplicativo y M un
A-médulo proyectivo de tipo finito. Demuestre que Mg es un Ag-mdédulo
proyectivo de tipo finito.

Probar que M es un A-médulo finitamente generado y proyectivo si y solo
si pueden encontrarse x1,...,2, € My ¢1,...,¢, € M* tal que para todo
me M valem=>"._, ¢;i(m).x;.

Sea M un A-médulo proyectivo de tipo finito. Probar que M es isomorfo
como A-médulo a (M*)*. Es cierto que M es isomorfo como A-médulo a
M*?

Sea A un anillo que contiene en su centro a un cuerpo k.

a) Demuestre que Homy(A4, k) es un A-médulo a izquierda inyectivo.

b) Demuestre en general que si P4 es A-proyectivo, entonces Homy (P, k)
es un A-médulo inyectivo.
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¢) Supongamos que dimg(A) < oo y que P4 es finitamente generado,
entonces P es proyectivo si y sélo si Homy(Py, k) es inyectivo.

13. El objetivo de este ejercicio es proveer ejemplos de médulos inyectivos que
tienen cocientes no inyectivos. Notar que en la categoria de Z-mddulos, un
modulo es inyectivo si y sélo si es divisible, y cocientes de divisibles son di-
visibles, luego un (contra)ejemplo de este tipo no puede darse en la categoria
de Z-mdédulos. Sea k un cuerpoy A = k@ kx @ ky @ kxy el anillo con la
multiplicacién definida por

zx=0;yy=0; zy=2y; yxr=—ay

Sea I = (x,y) = kx ® ky® kxy. Verificar que es un ideal bilatero y demostrar
que no es un sumando directo de A como A-médulo, en particular no es

proyectivo. Demostrar el isomorfismo de A-médulos M := Homy([,k) =
Homy(A, k)/I+ donde I+ = {f : A — k / f|; = 0}. Ver que M no es
inyectivo.

14. Ver que el siguiente diagrama de A-médulos

Pl Pl/
0 X' X X" 0
0 0

con P’ y P” proyectivos y la fila exacta, puede completarse al siguiente
diagrama de filas exactas (con P también necesariamente proyectivo):




M. A. Farinati — A. L. Solotar 131

15.  Ver que el siguiente diagrama de A-moddulos

I/ I//
0 X’ X X" 0
0 0

con I' e I"” inyectivos y la fila exacta, puede completarse al siguiente diagra-
ma de filas exactas (con I también necesariamente inyectivo):

0 r

16. a) Sean
=P —-P—->FP—->M—-0

= Q2= Q1 —Qo—N—0

dos sucesiones exactas de A-mdédulos en donde los P; y los @Q; son
proyectivos (i > 0) y sea f : M — N un morfismo de A-médulos. De-
muestre entonces que f se levanta a un morfismo de sucesiones exactas,
es decir que existe una familia de morfismos { f;}i>o0, fi : P; — Q; tales
que el siguiente diagrama es conmutativo:

Py Py Py M 0

N

Q2 Q1 Qo N 0

b) Sean
0—-M—-Iy—15LH —1,— ...

0—-N—-Jy—>J — Jo— ...



132

17.

18.

19.

20.

21.
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dos sucesiones exactas de A-modulos en donde los I; y los J; son inyec-
tivos (¢ > 0) y sea f : M — N un morfismo de A-médulos. Demuestre
entonces que f se levanta a un morfismo de sucesiones exactas, es decir,
a {fi}i>o, fi : I — J; tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 M Iy I I
lf lfo lfl ifQ
0 N Jo Ji Jo

Sea A un anillo conmutativo y M, N dos A-mddulos finitamente generados y
proyectivos. Probar entonces que Hom 4 (M, N) es un A-mdédulo finitamente
generado y proyectivo.

Sea M = k[z], f € k[z] y S = (f). Demuestre que S° = (k[z]/(f))* (dual
respecto de k).

Sea M un A-médulo y S € M un submédulo. Sea SY = {f € M* tal que
f(s)=0Vse S}
a) Probar que S° es un submédulo (a izquierda de M*) y S° = (M/S)*.
b) Supongamos que S es un sumando directo, probar entonces que:
1) S*= M*/S°.
2) (89S (M)
Sea S el espacio vectorial formado por las sucesiones de nimeros reales que

tienen limite, sea Sy el subespacio formado por las sucesiones que tienden a
cero. Encuentre isomorfismos explicitos S/Sp = R, S = RB Sy, S* = S; B R.

Dado un A-médulo cualquiera M, ver que M* es siempre (via el morfismo
canénico) un sumando directo de M***.
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Teoremas de estructura

Este capitulo tratara dos situaciones diferentes en donde hay una clasifi-
cacién completa de la categoria de médulos (o médulos finitamente genera-
dos). Comenzaremos con los anillos semisimples, y luego veremos el teorema
de estructura de médulos finitamente generados sobre anillos principales.

Estos teoremas de estructura tienen muchisimas aplicaciones. Particu-
larmente, remarcamos el caso de representaciones de grupos finitos sobre
espacios vectoriales como caso de categoria semisimple, e indicamos como
obtener la representacion matricial de las formas de Jordan como aplicacion
del teorema de estructura sobre un dominio principal.

6.1. Anillos semisimples

El punto de vista del capitulo anterior fue: dado un anillo A, cudles son los
A-médulos inyectivos o proyectivos? El problema que planteamos ahora es,
en cierto sentido, inverso: caracterizar los anillos A tales que todo A-mddulo
sea proyectivo, o inyectivo, o libre.

Por ejemplo, para que todo A-moédulo sea proyectivo se necesita que todo
A-modulo sea sumando directo de un libre. En particular, todo ideal de A
debe ser un sumando directo de A.

6.2. Modbdulos y anillos semisimples

Recordamos que un A-médulo M se dice simple si los iinicos submodulos
son {0} y M.

133
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Sea A un anillo con la propiedad de que todo A-mdédulo a izquierda es
proyectivo y sea B un subconjunto de A, maximal para la propiedad: “ b €
B & (b) es simple, y (b)) N (V') = 0 para todo b/ € B, b’ # b”. Sea
M = ®pep(b), veamos que M = A:

Supongamos que no, luego existe un ideal a izquierda I maximal tal que
M C I. Como A/I es un A-mdédulo simple y A/l es (por hipdtesis) un A-
modulo proyectivo, entonces A = [ @ A/I. Pero entonces A/I C M C I, lo
que es un absurdo, luego M = A. Resulta entonces que el A-moédulo 4 A es
suma directa de submodulos simples.

Definicién 6.2.1. 1. Un A-mddulo M se dice semisimple si y sélo si
M es suma directa de submodulos simples.

2. Un anillo A se dice semisimple si y sdlo si A es un A-mddulo
semistmple.

Ejemplos:
1. Todo mdédulo simple es semisimple (en particular {0} es semisimple).
2. Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es semisimple.

3. Sikesuncuerpo,y A=k x---xk (n-veces), entonces A es un anillo
semisimple.

4. 7 mno es un Z-médulo semisimple pues los ideales de Z no son sumandos
directos de Z.

5. G es un grupo abeliano simple si y sélo si G = Z, con p un nimero
primo. G es semisimple si y sélosi G =2 P ng).
P primo

6. Sea M C A un ideal a izquierda maximal, entonces A/M es un A-
modulo simple.

Observacioén: Si M es un A-mdédulo simple, entonces M es ciclico, y esta gen-
erado por cualquiera de sus elementos no nulos, pues si 0 # m € M, (m) es
un submédulo de M que no puede ser propio.

Ejercicio: Sea M un A-mdédulo. Entonces M es simple si y sélo si existe
M C A ideal a izquierda maximal tal que M = A/ M.
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Vimos antes que un anillo A tal que todo A-mddulo es proyectivo es
semisimple. La afirmacion reciproca se demostrard en la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 6.2.2. Sea A un anillo semisimple, entonces todo A-maodulo es
proyectivo.

Demostracion: Sea M un A-moédulo y sea A = ®;c;A; donde los A; son
A-modulos simples. El conjunto I es necesariamente finito pues 1 € A, 1 =
Yoo, cona;, €A, .SixeA r=xl1=>7_ va;, €D} A,.

Sea B un subconjunto de M maximal con respecto a la propiedad: “b €
B & (b) es simple, y (b)) N (V') = 0 para todo b’ € B, b’ # b”. Sea
N = @pep(b), veamos que N = M:

Como B es maximal, entonces N tiene que contener a todo submoddulo
simple de M, y por lo tanto a todo submdédulo semisimple. Pero como A =
DicrA; con A; simple, entonces todo cociente de A es semisimple, luego todo
A-modulo ciclico es semisimple. Por lo tanto N contiene a todo elemento de
M, luego N = M, con lo que resulta M semisimple.

Observacion: Esta proposicién muestra que en particular, todo anillo semisim-
ple es hereditario.

Proposicion 6.2.3. Sea M un A-mddulo, M es semisimple si y solo si todo
submddulo de M es un sumando directo.

Demostraciéon: Supongamos que todo submoédulo de M es un sumando
directo, queremos ver que M es semisimple.

Sea S la familia de submodulos simples de M, queremos probar que M =
DgesS. Llamamos N := @ge55, por hipdtesis N es un sumando directo. Sea
N’ un complemento, es decir, N C M y M = N'@® N. Veamos que si N’ # 0
entonces contiene algin submaédulo simple, lo que seria absurdo.

Podemos suponer que N’ es de tipo finito, entonces tiene algiin submaédulo
maximal M. Consideremos la sucesion exacta corta

0—-M—->N —-N/M-—0

Al ser M maximal en N’| el cociente N’/ M es simple. Veamos que N’/ M es
isomorfo a un sumado directo de N’, y para esto veremos que la propiedad
de que “todo submoddulo es un sumando directo” es hereditaria. Mas precisa-
mente: si X es tal que todo submédulo es un sumando directo e Y C X un
submoddulo, entonces todo submddulo de Y es un sumando directo de Y.
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Consideremos Y’ C Y un submdédulo, entonces es un submédulo de X,
luego sumando directo de X, y por lo tanto existe p : X — Y tal que plyr =
Idy. Llamemos 7 := ply. Es claro que 7 : Y — Y’ y verifica 7|y, = Idy-,
luego Y’ se complementa en Y.

Supongamos ahora que M es semisimple y sea T un submdédulo propio
de M, sabemos que M = @®;c;M; con M; simples. Sea F' = {J C I | @iy
M; N'T = 0}, tenemos que F # () pues existe i € I tal que M; € T, por lo
tanto M; N'T = 0. Ademads F es inductivo superiormente, luego admite un
elemento maximal, que llamamos Jj.

Es claro que (®iej,M;, T) = (®ics,M;) © T, veamos que ademads es igual
a M.

Por la maximalidad de Jy, si k € I, My N ((®iesyM;) ® T) # 0, luego
My, 0O ((Biegy M;) & T) = My, pues M, es simple. Esto dice que todos los
submddulos simples de M estan contenidos en (e, M;) & T, y como M es
semisimple, la suma de los submoédulos simples es todo M.

Corolario 6.2.4. Sea M un A-mddulo semisimple y N un submddulo, en-
tonces N y M/N son también semisimples.

Demostracion: de la prueba de la proposicion anterior, si /N es un submaédu-
lo de M con M semisimple, entonces todo submodulo de N es un sumando
directo, luego N es semisimple.

Por otro lado, como N es un sumando directo de M, entonces M/N es
isomorfo a un sumando directo de M, luego es semisimple.

Ejercicio: Sean A y B dos anillos, entonces A x B es un anillo semisimple
siy sélosi Ay B lo son.

Observacion: Si M es un A-médulo tal que admite un submoédulo semisim-
ple N, y tal que ademéas M /N es semisimple, no es cierto en general que M
tenga que ser semisimple. Un (contra)ejemplo de esta situacion es la exten-
sion 0 — Zy — Zy2 — Z, — 0.

Proposicion 6.2.5. Sea A un anillo, son equivalentes:
1. A es semisimple.
2. Todo A-maodulo es semisimple.

3. Todo A-mdodulo libre es semisimple.
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4. Todo A-mdodulo es proyectivo.

5. Toda extension de A-mddulos es trivial.

6. Todo A-modulo es inyectivo.

7. Todo ideal (a izquierda) de A es inyectivo.
8. Todo cociente de A es proyectivo.

Demostracién: 1 = 2). Todo A-médulo es suma de submddulos ciclicos,
por lo tanto basta ver que todo A-moddulo ciclico es semisimple. Si M es
ciclico, M = A/I para algun ideal (a izquierda) I, por ser A semisimple, M
resulta semisimple pues por el Corolario 6.2.4 todo cociente de un semisimple
es semisimple.

2 = 3). es trivial.

3 = 4). Sea M un A-médulo cualquiera, entonces M es cociente de un
libre. Considerando un epimorfismo p : L — M donde L es libre, Ker(p) es
(Proposicién 6.2.3) un sumando directo de L, luego L/ Ker(p) = M también
es isomorfo a un sumando directo de L, luego M es proyectivo.

4 = 5). Consideramos una extensién de A-moédulos cualquiera 0 — X —
Y — Z — 0. Como en particular Z es proyectivo, esta sucesion se parte.

5 = 6). Sea M un A-mdédulo, como en particular toda sucesién exacta
0— M — X —Y — 0 se parte, M resulta inyectivo.

6 = 7). es trivial

7 = 8). Sea I un ideal, que sabemos que es inyectivo, luego la sucesién
exacta

0—-I—-A—-A/I—->0

se parte. Esto dice que A/ es isomorfo a un sumando directo de A, luego
A/I es proyectivo.

8 = 1). Por la Proposicién 6.2.3 basta ver que todo ideal I de A es un
sumando directo. Considerando de nuevo la sucesion 0 - I — A — A/l —
0, como A/I es proyectivo, esta sucesién se parte, luego I es un sumando
directo, como se queria ver.
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Observaciéon: Si A es semisimple, entonces A es artiniano y noetheriano.
Para ver que es noetheriano, basta ver que todo ideal es finitamente generado,
pero como todo ideal es un sumando directo, entonces todo ideal es isomorfo
a un cociente de A, luego ciclico, luego finitamente generado. Para ver que
es artiniano consideremos una cadena descendente de ideales

]13]23]33...

Como I, es un sumando directo de I, I; = C1®15. A su vez, I3 es un sumando
directo de Iy, luego I, = I3 & C5 y consecuentemente Iy = I3 & Cy & Cs. Si
consideramos la cadena creciente de ideales C; C (C; @ Cy) C (C; & Cy &
C3) C ..., como A es noetheriano se estaciona, luego existe un ny tal que
C, =0V n > ng, lo que significa que I, = I,,.1 V n > ny.
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Ejemplos:

1. (Teorema de Maschke) Sea G un grupo finito, k£ un cuerpo tal que |G| ek,
entonces k|G| es un anillo semisimple.

Demostracién: Sea M un k[G]-médulo y S € M un submdédulo, queremos
ver que S es un sumando directo. Como k es un cuerpo, existe una transfor-
macioén k-lineal 7 : M — S tal que w|g = Idg. Si 7 fuera k[G]-lineal, entonces
S serfa un k[G]-sumando directo. Definamos ¢ : M — S a través de

Zgwg .m)

geG

Veamos que ¢|s = Ids y que es k[G]-lineal:
Si s €9, entonces g7l.s € Sy (g t.s) =g ls, luego

_ _lal
|G|Zg |G|Zgg ‘8‘@925‘@8‘5

geG

Sihed, ¢(h.m) = ﬁ > geq 9m(g~ hm). Llamando ¢’ = hg, tenemos que

) = BT o) — () ) —
= &Y yechgr(g T hm) = L. (zgeggﬂ(g m)>:
= ho(m)

2. Sea D un anillo de divisién y A = My (D).

Llamemos [, ::{(Z 8> / a,b GD}eIQ::{(g Z) / a,b ED}.

Es claro que, como A-modulos a izquierda, A = I, & I,. Ademas son simples,
por ejemplo basta ver que cualquier elemento de I; genera a Iy, (con I5 es la
misma cuenta).

a 0

. at 0 a 0
Sl(b 0)7&0,supongamosquea7éO,entonces< 0 O><b O)_<

0 O a 0 00 a 0 :
Asuvez<a_1 O)(b 0):<1 0).Luego(b 0>genera]1.81

a = 0 entonces necesariamente b # 0, se deja como ejercicio ver que en

este caso ( 2 8 ) también genera I;. Por lo tanto Ms(D) es semisimple.

Andlogamente, M, (D) es semisimple para cualquier n € N.

10
0 0

)
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Ejercicio: (Lema de Schur). Sea M un A-mdédulo simple, entonces el anillo
End4 (M) es un anillo de division, i.e. todo morfismo A-lineal f: M — M o
bien es cero, o bien es un isomorfismo.

Teorema 6.2.6. (Wedderburn) Sea A un anillo semisimple, entonces

N
A = [ M..(D,)

=1

donde D; son los anillos de division D; = Enda(L;) con L; ideales simples
de A.

Demostracion: Como A es semisimple, entonces existen Ly, ..., Ly ideales
simples tales que A = & | (L;)". Llamamos A; := (L;)", afirmamos que son
ideales bilateros:

Es claro que son ideales a izquierda, calculemos A;.A:

N

J=1

Supongamos que ¢ # j, entonces L;.L; = 0. Sino, sea xz € L, tal que L;.z # 0.
Como L; y L; son simples, y el morfismo L; — L; definido por a — a.x es no
nulo, entonces son isomorfos, lo que es una contradiccion. Esto implica que
A;.Aj; = 0 cuando ¢ # 7, por lo tanto A;.A C A;.A; C A;, luego A; es también
ideal a derecha. Tenemos la siguiente cadena de isomorfismos de anillos:

A% = Homy(4 A, 4A) = Homy (@Y | A, @j-vzlAj) = @gj:lHomA(Ai, A;j)
Pero si i # j, Homy(A;, A;) = 0 porque si no habria algin morfismo no nulo
de L; en L; (y por lo tanto un isomorfismo), entonces

N N
@ Homy (A, Aj) = H Endy4(4;)
i,j=1 =1

Calculemos ahora End4(A4;):
Como Az = (LZ.>T1',

End4(A;) = Homu ((L;)", (L;)™) = M, (Enda(L;)) = M,,(D;)

i
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En general, el isomorfismo End 4 (X™) = M, (End4 (X)) estd dado por:
Dada ¢ : X" — X", (x1,...,2,) — (¢1(x1, .., 2n)s oy Pul(T1, .0 20))
se asigna ||¢|| € M, (End(X)) definida por

l|6]]ij(x) == ¢;(0,...,0,2,0...,0) con x en el lugar i.

Se deja como ejercicio ver que siempre esa asignacion es un isomorfismo de
anillos.

Corolario 6.2.7. Sea A un anillo semisimple tal que no tiene ideales bildteros
propios. Entonces A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en
un anillo de division.

Corolario 6.2.8. Sea A un anillo, entonces A es semisimple a izquierda si
y solo si es semisimple a derecha.

Demostracion: Es claro utilizando el Teorema de Wedderburn, y notando
que la trasposicién de matrices da un isomorfismo de anillos:

My (D) = My (D)
Finalmente D es un anillo de division si y sélo si D es un anillo de divisién.

Ejercicio: Descomponer a R|[Zs], R[Z3] v C[Z3] como producto de matrices
sobre algebras de divisién, (como dice el Teorema de Wedderburn). Sug.:
Encontrar médulos simples sobre los respectivos anillos. (nombre: médulos
simples = representaciones irreducibles). Antes de hacer cuentas, sabiendo
que las unicas algebras de dimension finita sobre R son R, C y H, cuales son
las posibilidades?

Ejercicio: Sea A semisimple, probar que rad(A) = 0, donde rad(A) es la
interseccién de todos los ideales a izquierda maximales de A.

Proposicion 6.2.9. Sea A un anillo, entonces A es semisimple si y sélo si
es artiniano y rad(A) = 0.

Demostracion: Ya vimos que si A es semisimple entonces es Artiniano y su
radical es cero. Supongamos ahora que A es artiniano y rad(A) = 0, veamos
que todo ideal de A es un sumando directo:

Sea I C A un ideal de A, consideremos J = {J C A ideal a izquierda de
A tal que I + J = A}. El conjunto J es no vacio pues A € J, estd ordenado
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por la inclusion, y por ser A artiniano, admite un elemento minimal. Sea
J € J un elemento minimal, es claro que I + J = A, veamos que I NJ = 0.

Supongamos que I N J # 0, entonces, dentro del conjunto de los ideales
(a izquierda) no nulos contenidos en I N J existe uno minimal, que llamamos
B.

Como rad(A) = 0, existe un ideal maximal M tal que B Z M, y por
lo tanto A = B + M. Como B C J, resulta que J € M, sea entonces
J'=MnJcCJ. Entonces

A=I+J=I1+B+MNJCI+B+J=1+J
pues B C I. Esto dice que J' € J, lo que contradice la minimalidad de J.

Ejercicio: demostrar que rad(A) es un ideal bildtero.

Corolario 6.2.10. Sea A un anillo artiniano sin ideales bildteros propios.
Entonces A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un anillo
de division (en particular A es semisimple).

Ejercicio: Sea G un grupo finito y k£ un cuerpo. Demostrar que la funcién
k|G| — k (definida por €¢(g) = 1 Vg € G) es un morfismo de anillos, luego
k|G| siempre tiene por lo menos un ideal bildtero propio.

Corolario 6.2.11. Si A es artiniano, entonces A/rad(A) es semisimple.

Demostracién: basta demostrar que rad(A/rad(A)) = 0, que se deja como
ejercicio.

Observacién: En algunos textos, aparece la siguiente definiciéon de anillo
simple: un anillo A se dice simple si es artiniano y no tiene ideales bildteros
propios. Notamos que la condicion de artiniano es esencial si se desea que
la definiciéon de simple implique semisimple, como lo muestra el siguiente
ejemplo:

Sea k un cuerpo de caracteristica cero, el dlgebra de Weyl A, (k) esté defini-
da como la subdlgebra de Endg(k[z]) generada por la multiplicacién por la
variable x, que denotaremos ¢, y la derivada con respecto a z, que deno-
taremos p. Como se verifica la relaciéon de conmutacién [p, q] = 1 (verficar!),
todo elemento del algebra de Weyl se puede escribir como combinacién k-
lineal de monomios de la forma p’¢’ con i y j mayores o iguales que cero. Si
P € Ay(k) se escribe de la forma P =Y . fi(¢)p', en donde cada f; es un
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polinomio en ¢, y f, # 0, diremos que el grado de P es n, el polinomio f, se
llamara coeficiente principal de P.

Ejemplo / Ejercicio:

1. Si P es un elemento del algebra de Weyl de grado n, con coeficiente
principal f,, entonces [P, ¢] es un elemento de grado n — 1, y su coefi-
ciente principal es n.f,.

2. Si f es un polinomio en ¢, entonces [p, f] = f'.

A partir del cédlculo anterior, es facil ver que A;(k) no tiene ideales
bilateros propios:

Sea I un ideal bildtero no nulo, y 0 # P € I. Como [P, q] € I, si el grado
de P es positivo, haciendo el corchete iteradamente uno puede suponer que
I contiene un elemento de grado cero no nulo, es decir, un polinomio en g,
digamos f(q). Si f fuera una constante, entonces I contiene una unidad, luego
I = A. Si f no es una constante, entonces [p, f(q)] = f'(¢) #0y f'(q) € I.
Si f’ es una constante terminamos, si no volvemos a calcular conmutadores
sucesivos hasta obtener una constante.

6.3. Ejercicios

1. Demuestre que rad(A/rad(A)) = 0.

2. Demuestre que rad(A) = {a € A / 1 —z.a es inversible a izquierda para todo

3. Sea A un anillo, probar que si r € rad(A) entonces 1 — r es una unidad de
A.

4. Probar que si A es semisimple y L es un ideal a izquierda de A entonces,

» existe e € A idempotente (i.e. €2 = e) tal que L = A.e.
= A no tiene ideales a izquierda nilpotentes.

» Si L es simple entonces el idempotente es primitivo (i.e. si e = e1 + e
con 612 =e; y er.ea = 0 = eg.e; entonces alguno de los e; es cero).
5. Sea M un A-médulo simple con A semisimple, demostrar que M es isomorfo

a un ideal de A.
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6. Encontar un ejemplo de anillo (necesariamente no semisimple) tal que exista
un médulo simple que no sea isomorfo a ningin ideal de A.

a b . ..
0 ¢ / a, b, ce k} no es un anillo semisim-

ple. Calcular rad(T2(k)) y T2(k)/rad(T2(k)).

7. Seakuncuerpoy Ts(k) = {

8. Sea k un cuerpo, A = kxk con el producto coordenada a coordenada. Ver que
A es semisimple pero no simple. Quiénes son los idempotentes ortogonales
que suman uno?

9. Para que n € N es Z, un anillo semisimple? Para alguno que no sea semisim-
ple, dar un ejemplo de moédulo que no sea proyectivo.

10. Sea v = (vi,...,v,) un vector no nulo en k™ (k cuerpo). Probar que el
conjunto de las matrices de la forma

ai1v; aivy aivy ... a1V,
asvl  agvy ayvsy ... agUn
azv] asvy asvy ... azUy,
anpV1 aApv apvz ... AnUnp,

con los a; € k, forman un ideal (a izquierda) simple.

11. Encontrar en M, (A) una familia {e;,...,e,} de elementos tales que e;e; = 0
siij, el =eiydiqei=ly,a.

12. Sea A un anillo semisimple y M un A-médulo. A partir del teorema de
Wedderburn sabemos que A =[] | M,,(D;) donde cada D; = Enda(L;)°?
es el anillo de endomorfismos del ideal simple L;, y r; es la cantidad de veces
que aparece L; en A como sumando directo. A su vez, M se descompone en
suma directa de submédulos simples, cada uno de ellos isomorfo a algun L;
(porqué?). Dar una condicién necesaria y suficiente sobre la multiplicidad
de cada L; en M para decidir cuando M es libre. Concluir que si A es
semisimple, entonces A tiene nocién de rango.

13. Sea A = M, (k) con k un cuerpo, ver que es un ejemplo de anillo con nocién
de rango pero que no existe ningin morfismo de anillos A — D con D un
anillo de division.

14.  Sea k un cuerpo y G un grupo finito tal que |G| es inversible en k. A partir
de la caracterizaciéon que da el Teorema de Wedderburn, “tomar dimension”
para obtener una férmula que relacione las dimensiones de las algebras de
division y el tamano de las matrices que aparecen con el orden del grupo.
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15. Sea S3 el grupo de permutaciones de tres elementos.

a) Ver que existe una sucesién exacta de grupos 1 — Zg — S — Zg — 1,
mas aun, 83 = ZgX7Zs donde la acciéon de Zo en Z3 es “cambiar de
signo”. Ayuda eso para encontrar representaciones de R[S3] a partir
de representaciones de R[Z3] y de R[Z3]?

b) Calcular el centro de R[S3]. Qué posibilidades de descomposicién en
producto de matrices tiene R[S3]?

¢) Sea M una representacion irreducible de R[S3] con dimp(M) = 2
(cudntas hay?). Calcular el dlgebra de divisién Endgg, (M).

16. Sea k un cuerpo, G un grupo tal que k[H] es semisimple para todo subgrupo
H de G finitamente generado. Probar que k[G] es semisimple.

17. (Una versién del Lema de Schur) Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado,
G un grupo finito tal que |G| es inversible en k. Sea M un k[G]-médulo
simple no nulo. Probar que Endyg (M) = k, es decir, los tinicos morfismos
G-lineales son las homotecias. (Sugerencia: pensar en autovalores)

18. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, G un grupo finito tal que |G|
es inversible en k. Entnces k[G] = @._; My, (k) (por qué aparece k en
las matrices en vez de &lgebras de divisién cualesquiera?). Probar que r =
#(G), es decir, la cantidad de clases de isomorfismo de representaciones
irreducibles de k[G] es la misma que la cantidad de clases de conjugacién de
G. Sugerencia: r = dimy(Z(k[G])) (Z(..)= centro de ...).

19. Con las mismas notaciones del ejercicio anterior, demostrar que dimy (Z(k[G]) =
#(@G) sin usar la hipétesis de k algebraicamente cerrado.

20. Es Zs[Zs] una Zy-algebra semisimple?

6.4. Dominios principales

El teorema principal de esta seccién es el teorema 6.4.7, que caracteriza
completamente los modulos finitamente generados sobre dominios a ideales
principales (dip).

6.4.1. Anillos euclideanos, principales y de factorizacion

Comenzaremos recordando algunas definiciones generales y daremos al-
gunas propiedades basicas de los dominios principales que se utilizaran luego.
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Definicién 6.4.1. Sea A un dominio integro, diremos que A es euclideo si
existe una funcion d : A — {0} — Ny tal que

w d(r) <d(r.s)V r, Vs#0.

» Dados a, b en A, b # 0, entonces existen (no necesariamente inicos)
q, r en A tales que a =bg+1 conr =0 6 d(r) <d(b).

Ejemplos:
1. & un cuerpo con d = 0.
2. Z, con d(m) = |m].
3. k[x] con k un cuerpo y d = gr.

4. Zp donde P = pZ (p un nimero primo) con d (%) =plsim=pim'y
(m:m')=1.

5. Ejercicio: k[z, 27! es euclideo.
6. Zli] con d(a+ bi) = a” + b*.
Proposicion 6.4.2. Si A es euclideano entonces A es principal.

Demostracion: Sea I C A un ideal no nulo, llamemos d a la funcién euclidea
de Aysean € Ny=min{d(x) : x €I—0}. Seay € I tal que d(y) =n, es
claro que (y) C I, dado = € I, si = # 0 se tiene que existen g y r en A con
x = qy+r, donde o bien 7 = 0 o bien d(r) < d(y). Como r = x — qy tenemos
que r € I, luego d(r) < d(y) por la minimalidad de y, esto es un absurdo a
menos que r = 0, es decir que = € (y).

Recordamos que un elemento p en un anillo A se dice primo si y sélo
sipgU(A)y abe (p) = ac (p) 6be (p), equivalentemente p es primo si
y sélo si A/(p) es un dominio integro. Recordamos también que un elemento
q € Asellama irreducible siy sélosi ¢ # 0, q ¢ U(A) y si ¢ = b.c entonces o
bien b o bien ¢ son unidades. Si ¢ es irreducible y u es una unidad, claramente
uq es también irreducible, diremos que uq es un irreducible asociado a q.

Ejercicio: Si p es primo, entonces es irreducible.

Un dominio integro A se dice de factorizacién tdnica (dfu) si satisface:
para todo 0 # a € A, existen ¢y, . .. ¢, elementos irreducibles de Ay u € U(A)
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tales que a = u[[;_, ¢, y esta escritura es dnica a menos de permutacién
y/o cambio de irreducibles por sus asociados.

Observacién: Si A es dfuy g € A es irreducible, entonces ¢ es primo.

Proposicion 6.4.3. Sea A un dominio principal, entonces A es un dominio
de factorizacion unica.

Demostracién: Sea a € A, a # 0, a ¢ U(A) y supongamos que a no se
escribe como producto de irreducibles (en particular a no es irreducible).
Entonces existen a; y b; que no son unidades tales que a = a;b; y ademas
alguno de los dos no es producto de irreducibles, por ejemplo a;. Como a4|a
y by ¢ U(A), entonces (a) C (a1) y la inclusién es estricta. A su vez, como
el a; no es irreducible, se repite el razonamiento anterior y se obtiene una
cadena de ideales estrictamente creciente, lo que es absurdo porque si A es
principal entonces debe ser noetheriano.

La unicidad se demuestra de la misma manera que se demuestra que
todo nimero entero se factoriza como un producto de primos. La mecanica
de la demostracién es la misma usando que, como se esta en un dip, todo
irreducible es primo.

Ejercicio: Mostrar (sin usar que dip = dfu) que en un dip, todo elemento
irreducible es primo.

Ejemplos: todos los dominios euclideos son de factorizaciéon tnica, como Z,
y k[z] con k cuerpo. También k[z,z!] es un dfu, més generalmente, toda
localizacion de un dfu es dfu.

Como resultado folklorico, mencionamos que en los dfu se tiene existencia
de maximo comun divisor, donde, dados a, ..., a,, el maximo comun divisor
estd definido como un elemento que divide a todos los a;, y que es méaximo
con esa propiedad (méximo con respecto al orden de la divisibilidad). En un
anillo arbitrario, en caso de existir un maximo comun divisor, éste esta univo-
camente determinado a menos de multiplicacién por unidades. Observamos
que como la nociéon de dominio euclideano implica dip, que a su vez implica
dfu, en todos estos tipos de anillos hay existencia de maximo comun divisor.

Teorema 6.4.4. Sea A un dfu, entonces Alz| también es dfu.
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Demostracién: Dado f € A[z|, f # 0, escribimos f =c.gconc € Ay g es
tal que el maximo comun divisor de todos sus coeficientes es uno.

Si consideramos g € A[x] C Flz], donde F es el cuerpo de fracciones de
A, como F[x] es dfu (ya que es euclideano, luego dip, luego dfu), entonces
existe una descomposicion g = ¢hy ... h;, donde a, b€ A, b# 0y h; € Flx]
son polinomios irreducibles. Cambiando eventualmente los elementos a y b
se puede suponer que los h; € Alx] y que el mdximo comun divisor de los
coeficientes de cada h; es uno. Pero entonces cada h; es irreducible en A[z],
luego bg = ahy ...hg, y como h;...h; es un polinomio tal que el maximo
comun divisor de sus coeficientes es uno, resulta que a = bu con u € U(A) y
entonces g = uhy ... h;. Por lo tanto f = u.c.hy ... hy. Factorizando ¢ como
producto de irreducibles en A se obtiene una factorizacién completa de f. La
unicidad se sigue de la unicidad de la factorizacion en Flz| (para la parte de
los h;) y de la unicidad de la factorizacién en A (para el c).

Ejemplo: Z[x] es un dfu, y no es principal. Similarmente, si k es un cuerpo,
klxi,...,x,] es un dfu, y no es principal a menos que n = 1.

6.4.2. Moddulos finitamente generados sobre un dip

Hemos visto en la seccion de moédulos libres que si M es un moédulo
finitamente generado sobre un dominio principal A entonces M = t(M) @
A" para un r dado. El objetivo de esta seccién es describir completamente
los modulos sobre un dominio principal que son finitamente generados y de
torsion.

Lema 6.4.5. Sea A un dip, si L es un A-mddulo libre y M C L es un
submddulo no nulo, entonces existen 0 # z € L, un submddulo S de L, y
c € A tales que

» L=z S
» M= {(cz) & (SNM)

» Si f:L— A esuna funcion lineal tal que f(z) =1, entonces f(M) =

(c).

Demostracién: Sea I = {[I ideal no nulo de A tal que I = f(M) para alguna
f € Homa(L, A)}. Este conjunto es no vacio pues en / estan las imagenes de
las funciones coordenadas de L en A, y alguna coordenada de los elementos
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de M es no nula pues M # 0. Como A es noetheriano, I tiene un elemento
maximal que llamamos Iy. Sea h : L — A tal que h(M) = Iy; como A es
principal, existe ¢ € A tal que Iy = c.A. Llamemos u € M a un elemento tal
que h(u) = ¢, afirmamos que u es divisible por ¢ en L.

En efecto, veremos que f;(u) es divisible por ¢ para todo ¢, donde f; son las
funciones coordenadas de L. Dado i, sea d; el maximo comun divisor entre ¢y
fi(u),seanr, s € Atales que d; = re+sfi(u) = rh(u)+sf;(u) = (rh+sf;)(u).
Definimos ¢ = (rh + sf;), la cuenta anterior muestra que ¢(M) contiene al
ideal generado por d;, que a su vez contiene al ideal generado por ¢, esto
contradice la maximalidad de Iy a menos que d; = c. De esta manera vemos
que ¢ divide a f;(u) para todo i, por lo tanto ¢ divide a h(u) (dado que
h es una combinacién lineal de las funciones coordenadas). Llamamos z al
elemento de L tal que u = c.z, es claro que h(z) = 1 (recordar que A es
integro).

Sea ahora S = Ker(h):

= considerando la sucesién exacta 0 — Ker(h) — L — Im(h) — 0, como
Im(h) = A, la sucesién se parte, luego S es un sumando directo, y
un complemento se obtiene a partir de una secciéon de h, que es por
ejemplo enviar el 1 en z, luego L = (2) & S.

» Lainclusién (cz) & (SN M) C M es clara pues c.z = u € M. En el otro
sentido, si x € M entonces h(z)z € (cz) C M, luego se puede escribir
x = h(z).z 4+ (x — h(z).z). Como el elemento h(zx).z € M se sigue que
(x — h(x).z) € M, ademds h(z — h(z).z) = h(z) — h(z).h(z) = 0, luego
(x — h(x). )EMOS.

= Sea f : L — A lineal tal que f(z) = 1. Entonces f(u) = f(c.2) =
cf(z) = ¢, luego (c) C f(M), pero como (c) = Iy es un ideal maximal
con respecto a esa propiedad, entonces son iguales.

Corolario 6.4.6. Sea A un dip, L un A-mddulo libre y M un submaodulo
de tipo finito, entonces existe una base {e;}icr, una subfamila finita {e;, j =
1,...,n} de{e;}ier y elementos ay, . ..a, € A tales ajlaj41 (j=1,...,n—1)
y M = &} (aje,).

Demostracion: Es por induccion en el rango de M. Por la proposicion
anterior, si M # 0, existe z € L, ¢ € Ay S un submédulo de L tales que
L=z &Sy M=/ {cz)®d (SN M). Por lo tanto el rango de SN M es igual
al rango de M menos uno. Aplicamos la hipotesis inductiva a M NS C 9,
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que es libre por ser submédulo de un libre, luego existe una base {zy frexc de

S, una subfamilia finita {3, : [ = 2,...n} y una sucesién aslas|...a, de
elementos de A tales que SN M = @7_,(a;zy,;). Llamamos a; := ¢, zy, = z,

entonces obtenemos que M = @®7_,(a;xy;). Falta ver que ai|ay. Se define
1 sidj/i=1i; .

f:L — Acomo f(e) = 0 si/no 7. Para todo j = 1,...,n,

aj = f(aje;;) € f(M), por el tltimo item de la proposicién anterior, al ser

f(z) =1 tenemos que f(M) = (¢) = (a1), por lo tanto a; € (a1) para todo

j, en particular a;|as.

Teorema 6.4.7. (De estructura de mddulos f.g. sobre un dip) Sea M un
A-mddulo de tipo finito, entonces

1. FEziste una sucesion dy|dsy] ... d, de elementos no inversibles de A tales

que M = @ |A/d;A

2. Si{d;}r_, y{d}7, son dos familias de elementos de A que verifican 1,
entonces n = n' y existen unidades de A, uy,. .., u, tales que d; = u;d,
para todo i =1,...n.

Demostracién: Veamos primero la primer parte, la segunda la demostraremos
luego de exhibir diversos corolarios.

Sea L un A-moédulo libre de tipo finito con un epimorfismo p : L — M,
luego M = L/ Ker(p).

Por diversas razones (por ejemplo noetherianidad, o Teorema 5.1.15),
Ker(p) es de tipo finito. Por el corolario anterior existen {e;}i—1. . , (r =
rg(L)) una base de L, dj|djy1, j = 1,...5 — 1 (s = rg(Ker(p)) < r) una
sucesién de elementos de A tales que {d;e;};—1. s es una base de Ker(p).
Entonces

M = L/ Ker(p) = % = @A/<dz>

donded; =0sit=s4+1,...,7r.

Sea m = max{i / d; € U(A)} (0o m = 0 si el conjunto anterior es vacio).
Luego M = @, ., A/{(d;), ya que si d es una unidad, entonces A/A.d = 0.
Renumerando los d; y tomando n = r — m, obtenemos que los d; no son
unidades que se dividen consecutivamente y que M = @7, A/d;A.
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Corolario 6.4.8. Sea A un dip. Un A-maodulo M es de tipo finito si y solo
st existe una familia C; con @ = 1,....,n de A-mddulos ciclicos tales que

Observaciones: 1. La reciproca es cierta para cualquier anillo, no necesari-
amente un dip.

2. Con las notaciones del teorema de estructura:

HM)=  A/d:A
i=1,...,n
di#0
Corolario 6.4.9. Sea A un dip, M un A-mddulo finitamente generado, en-
tonces existe n € Ny, una familia {p1,...p,} de primos de A, y nimeros
enteros no negativos n} < ---<n? (i=1,...r) tales que

= (EB A/<p?5>> & A"

Demostracion: el n se elige como el rango de la parte libre de M, para la

parte de torsién sabemos que t(M) = &, A/(d;A). Lo que hacemos ahora

es escribir a cada d; como producto de primos, de hecho, como dy|ds|. . . |d,,,

basta factorizar d,, = [];_, p?g, los primos que aparecen en los otros d; son

los mismos, con eventualmente exponentes menores (que pueden ser cero).
Por el teorema chino del resto,

AlqIr)y =D Aare

Ahora el corolario se sigue de reordenar todos los sumandos.

Corolario 6.4.10. Sea A un dip y M un A-mddulo finitamente generado de
torsion, entonces eziste una familia finita de A-mddulos ciclicos {C;}icr, con
cada C; p;-primario (donde los p; primos, que en este caso es lo mismo que
irreducibles).

Observacion: 1. La condicién de ser “de tipo finito” es esencial en la de-
mostracion del teorema, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea A =7y M = Q. Es claro que Q no tiene torsién, si el teorema de
estructura fuera cierto sin la hipotesis de finitud, QQ seria libre. Recordamos
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que Q no es libre, pues cualquier par de elementos es linealmente dependiente,
y Q no es isomorfo ni a Z ni a 0!.

2. La condicién d;|d;;1 es necesaria para la unicidad, por ejemplo Zg = Zy ®
Zs, son dos descomposiciones, pero la segunda descomposicion no es “del
tipo” del teorema de estructura.

Demostraciéon de la parte de unicidad del Teorema 6.4.7.

Sean {I;}1<i<n, {J;}1<j<m sucesiones decrecientes de ideales propios de
A tales que ©F_,A/I; = &L, A/J;. Sea M un ideal maximal cualquiera de
A, a partir de @}, A/I; = &L, A/ J; obtenemos

Hom o(©}yA/Ii, A/ M)  Hom o9, A4/, A/ M)

o bien,
P Homa(A/L;, A/JM) = @5 Homa(A/ J;, A/M)
i=1 j=1

Consideramos los ideales transportadores (M : I;) = {a € A / al; C M}.
Sea

¢: (M :I;) — Homa(A/L;, A/ M)

aHfa:(fHﬁ)

Es un ejercicio sencillo ver que es un epimorfismo, con nicleo M, y por lo
tanto que hay un isomorfismo Hom(A/I;, A/ M) = (M : I;)/ M.

Tomando M un ideal maximal que contenga a Iy, como los I; estaban
encajados, M contiene a todos los I;, por lo tanto (M : [,) = AVi=1,...n,

y
(A/M)" = & (M - J;) [ M

Como M C (M : J;), esto implica que (M : J;) o bien es A o bien es
M. Sea ¢ = #{j /| (M : J;) = A}, entonces (A/M)* = (A/M)? como A-
modulo, luego son isomorfos como A/ M-espacios vectoriales, lo que implica
n = g < m. Anédlogamente m < n, y por lo tanto son iguales.

Partimos ahora de @7, A/I; = @ A/J;, con I; D ;11 y J; O Jii1, para
todoi=1,...n—1.

Para cualquier elemento ¢ de A, el isomorfismo anterior implica
D), c.A/L; =P} c.A/J;. Utilizaremos el siguiente Lema:
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Lema 6.4.11. Sea A un anillo arbitrario, I un ideal de A yc € A, entonces
c.(AJI)= A/(I:c.A)

Demostracion: Ejercicio.

Como los I; formaban una sucesién decreciente, (I; : c.A) D (141 : ¢.A),
idem con los J;. Sea iq = max{i / ¢ € I} y sea ig = maz{i / ¢ € J;},
entonces

P A/LicA)= @ A/(Ji:cA)

i=iq+1 i=ig+1

Por la primer parte de la demostraciéon resulta que i4 = ig, por lo tanto
I; = J; para todo 1.

6.5. Ejercicios

1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k, dimy(V) <occy ¢:V =V
una transformacion lineal. Convencerse del siguiente “diccionario”:

Pares (V, ¢) k[x]-mb6dulos

Y = aga! (V,¢) = (V,9) (iso en j(5ymod)

Existe una base en la que la matriz de  (V, ¢) se descompone en suma directa
¢ se parte en dos bloques de dos k[z]-submddulos

No existe ninguna base en la que ¢ se (V,¢) es un k[z]-médulo indescom-
escriba en bloques ponible, luego ciclico (por qué?)

2. Teorema chino del resto. Sea A un anillo conmutativo, a1, ..., a, elemen-
tos de A. Llamemos b; = a1.a2...a;...a, y supongamos que 1 = Z?:l t;.b;
para ciertos elementos t;. Sea I = aj.az...a,. A, I; = a;.A. I C I; luego A/I;
es un A/I-médulo para todo i = 1,...,n. Demuestre que A/I = ©A/I;.

3. Escribir el Teorema chino del resto en el caso A = Z.

~

4. Sea (V, ¢) un k[z]-médulo indescomponible, luego ciclico (;porqué?), (V, ¢) =
k[z]/(p). Si escribimos a p = ¢! ...¢%* con los ¢; irreducibles y sin repeti-
ciones, considerar a; = ¢;"*. Ver que se estd en las condiciones del teorema
chino del resto (sugerencia: usar argumentos de divisibilidad) Concluir (a
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partir del teorema chino del resto) que existe una base de V' en la que ¢ se
escribe en n bloques, cada uno de ellos correspondiene a un k[x] submdédulo
isomorfo a k[z]/(a;).

-1 -2 6
5. SeaT : Q> — Q3 latransformacién lineal definida por la matriz | —1 0o 3 |,
-1 -1 4

considerar a Q% como Q[z]-médulo a través de T, hallar su descomposicién
en sumandos directos indescomponibles.

6. Calcular (Z® Z)/H donde H = {(z,y) € Z & Z tales que 3z + 6y = 0}
(sugerencia: calcular una base de H que sea “multiplo” de alguna base de
ZEL).

7. Hallar una base de Z ® Z @® Z que permita calcular (Z @& Z & Z)/H donde
H={(z,y,2) € ZOZDZ tales que 3z +6y+2z = 0, y 22 —4y = 0}. Calcule
(Z®7Z @ 7)/H. Encuentre “a 0jo” algin morfismo de grupos con dominio
Z®ZDZy nicleo H.

8. Listar las clases de isomorfismo de los grupos abelianos de orden 16, 18, 20,
189.

9. Caracterizar a todos los grupos abelianos G en cada una de las siguientes
situaciones:

= todo elemento no nulo tiene orden primo.
= todo subgrupo propio es de orden primo.

» |G| = 36, G no tiene elementos de orden 4 y G tiene dos elementos de
orden 3.

10. Sea k un cuerpo finito, considerar el grupo abeliano G = (k — 0, .), es decir,
el grupo multiplicativo de los elementos no nulos de k. Demostrar que G es
ciclico. Para esto se sugieren las siguientes cosas:

a) ver que el subgrupo aditivo generado por el 1 es un subcuerpo, nece-
sariamente isomorfo a Z, para algiin ntimero primo p y conlcuir que
|k| = p™ para algin n.

b) Considerar el grupo abeliano G = (k — {0},.), usar el teorema de
estructura dar todas las posibilidades de G. A través de la traduccién
de la notaciéon aditiva a la multiplicativa, relacione la cantidad de ceros
que pueden tener en k los polinomios, y los érdenes de los elementos
de G.
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6.6. Formas de Jordan

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea (V, ¢) un k[x]-médulo. Sa-
biendo que los polinomios irreducibles son todos de la forma (z — \), a partir
del teorema chino del resto en el contexto de polinomios (ejercicio 4 més arri-
ba) se puede facilmente demostrar que existe una base en la que ¢ se escribe

A 0 0 S 0 0

1 A 0 0 0

0 1 A . .
en bloques de Jordan, es decir, en bloques de la forma | © ° !

. . A A A 0

0 0 e R 1 A

En efecto, esto se consigue calculando en k[z]/((x — A\)™) la matriz del endo-
morfismo “multiplicar por 27 en labase {1, (x — \), (x — \)2, ..., (z — \)"~1}.

Ejercicios:

1. Exhibir un ejemplo de matrices de dos por dos tales que sus polinomios
caracteristicos coincidan, pero que no sean conjugadas.

2. Hallar todos los Clz]-médulos M tales que dimg (M) = 1,2, 3. Decir cudles
de ellos son ciclicos, indescomponibles, simples, suma de simples o suma de
indescomponibles.

3. Hallar todos los R[z]-médulos M tales que dimp (M) = 1,2, 3. Decir cuéles
de ellos son ciclicos, indescomponibles, simples, suma de simples o suma de
indescomponibles.

4. Deducir de la forma normal de Jordan que si A € C"*" entonces A = D+ N
donde D es diagonalizable, N nilpotente, y DN = ND.
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7

Producto tensorial

7.1. Existencia y unicidad del producto ten-
sorial

El producto tensorial de médulos es una construccion que permite “lin-
ealizar” funciones bilineales (o multilineales), mas precisamente, dados dos
A-moédulos M4 y 4N y un grupo abeliano P, consideramos las funciones
¢: M x N — P tales que:

= ¢ es lineal en la primera variable: ¢(m + m/,n) = ¢(m,n) + ¢(m’,n)
para todo m,m’ € M, n € N.

= ¢ es lineal en la segunda variable: ¢(m,n + n') = ¢(m,n) + ¢(m,n’)
para todo m € M, n,n’ € N.

= ¢ es A-balanceada: ¢(ma,n) = ¢(m,an) para todoa € A, m € My
n e N.

Una tal funcion se llamaré bilineal A-balanceada.

Los ejemplos basicos de este tipo de funciones son:
1. M=N=P=A, ¢(a,b) = ab (producto en el anillo).
2. M= Alxn’ N = An><17 P = A, gb((al, Ce ,(ln), (bl, Ce ,bn)) = Z?:l a,bz

3. M =N = (C(X)donde X esuna subvariedad compactade R"y P = R,
&(f,9) = Jx f-9-

157
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4. N un A-médulo a izquierda, M = N*, ¢(f,m) = f(m).

5. Como subejemplo del anterior, si k es un anillo cualquiera y N =
k[z], tomamos M = kNo y en este caso ¢({a,},p) = ST Nt =

f;(lp Vai\; es bilineal, A-balanceada.

El objetivo al construir el producto tensorial M ®4 N es encontrar un
objeto de tipo universal tal que sea lo mismo tener una funcién ¢ : M x N —
P bilineal A-balanceada que una funcién lineal ¢ : M ® 4 N — P, es decir,

que se busca un objeto M ®4 N que verifique
Bil*(M x N, P) = Homy(M @4 N, P)

donde Bil*(M x N, P) denota precisamente a las funciones bilineales A-
balanceadas de M x N en P.

Nos proponemos entonces mostrar que tal objeto existe y es tnico salvo
isomorfismos de grupos abelianos.

Proposiciéon 7.1.1. Dados un A-mddulo a derecha My y un A-mdédulo a
izquierda 4N, existe un grupo abeliano T y una funcion 7: M x N — T con
las siguientes propiedades:

» 7 es bilineal y A-balanceada.

» 51 P es un grupo abeliano cualquiera y ¢ : M x N — P es una funcion
bilineal A-balanceada, entonces existe un unico morfismo de grupos ¢ :
T — P tal que ¢ = ¢, es decir, se completa el siguiente diagrama en
forma conmutativa:

MxN2—sp
~ 7

¢ -
T -
-
-

T

w Si (T, 7") es un par con la misma propiedad, entonces T =T (isomor-
fismo de grupos abelianos).

Demostracién: Ezistencia. Construimos el objeto (7, 7) de la siguiente
manera:
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Sea F = ZM*N) ¢] Z-médulo libre con base el conjunto M x N y sea K
el subgrupo generado por los elementos de la forma

(m+m’,n)—(m,n)—(m',n) ; (m,n+n")—(m,n)—(m,n’) ; (ma,n)—(m,an)

donde m,m’ € M, n,n’ € Ny ac A.

Definimos T := F/K y denotamos por m ® n a la clase de (m,n) en T.
Definimos 7 : M x N — T como 7(m,n) = m®n. Es claro, a partir de cémo
se definié K, que 7 es bilineal y A-balanceada, veamos que 7 verifica ademés
las otras propiedades:

Sea P un grupo abeliano y ¢ : M x N — P una funcién bilineal A-
balanceada. Como F' es libre con base M x N, existe un tnico morfismo de
Z-médulos h : F — P (propiedad universal de la base) tal que el siguiente
diagrama de lineas llenas conmuta:

NZ P

X

- ow !
lw/
F

¢/

/
l /
T
/
F/K

M

Como ¢ es bilineal y balanceada entonces ¢ se anula en K, por lo tanto
induce una flecha ¢ definida sobre el cociente, que verifica ¢ = ¢mi = ¢7.
Notar que ¢ queda univocamente determinada.

Unicidad. Sea (T",7') un objeto con las mismas propiedades de (T, 7). Con-
sideremos el siguiente diagrama

Como (T, 7) tiene la propiedad demostrada anteriormente, existe un tnico
morfismo de grupos 7/ : T — T’ tal que 7/7 = 7’. Anélogamente, existe un
unico morfismo de grupos 7 : T — T tal que 77" = 7. Luego se tiene el
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siguiente diagrama conmutativo

MxN-—=T

=+ 7
- ’7'7'/ .
e
~ 7 ldr

7

Por unicidad, tenemos entonces que 77/ = Idy, andlogamente se demuestra
= ) b
que 7'T = Ildp.

Notacion: el grupo abeliano 7" se llama producto tensorial sobre A de M
con N y se nota M ®4 N.

Observamos que M ®4 N es un grupo abeliano con un conjunto de gen-
eradores {m ® n}mnyemxn que verifican las relaciones

(m+m)Y@n=men+m @n
mn+n)=men+men

ma@Xn=m®an

Notar que no todo elemento de M ®4 N es necesariamente de la forma m®n
para algin m € M y n € N, sino en general una combinacién lineal finita de
ellos con coeficientes en Z; los elementos de M ®4 N de la forma m ® n se
denominan tensores elementales. Ademas, dado un elemento de M ®4 N,
su escritura en términos de tensores elementales no es necesariamente tnica
(por ejemplo 2’ Qy+zrz@y=(z+2")®@y!).

Observacién: Para todo x € M, x ® 0 = 0, y andlogamente 0 ® y = 0 para
todo y € N. Veremos incluso que puede suceder x ® y = 0 sin que = sea cero
ni que y sea cero, ya que por ejemplo M ®4 N puede ser cero sin que M ni
N lo sean (ver por ejemplo el caso M = Z,, N = Q/Z, A = Z, descripto
mas adelante). Un ejemplo concreto es tomar un anillo A en donde exista un
elemento x tal que 22 = 0 sin que x sea cero, tomamos M = N = A, y es
clatoque r@r=122r=122=1®0=0.

Ejemplos:

1. Z, ®y Z = 7, mediante la aplicacion T ® y — Ty, con inversa T +—
T ® 1. Observar que la buena definicion de esta aplicacion se sigue de la
propiedad universal del producto tensorial aplicada a la funcién bilineal
Z-balanceada Z,, X Z — Z,, dada por (Z,y) — Ty.
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2. Z,®7Q =0, porque Z, @7 Q esta generado por elementos de la forma
T®§conw,a,b € Z,b#0,peroT®y =T@n5 =T.n®% =005 =0.

3. Con la misma demostracion que el ejemplo 1, tenemos que M ®@4 A = M
(isomorfismo de grupos abelianos) bajo la aplicacién que proviene de
(m, a) — m.a, que tiene inversa m — m ® 1.

4. klz] @ kly] = k[z,y] mediante la aplicacién p(z) ® q(y) — p(x)q(y).
Ejercicio: calcular la inversa de esta aplicacion; notar que en este ejem-
plo se ve claramente que no todo elemento del producto tensorial es un
tensor elemental, si no, todo polinomio en dos variables seria un pro-
ducto de dos polinomios, uno que depende de = y otro que depende de y.
Sin embargo si es cierto que todo polinomio es una suma de polinomios
a “variables separadas”.

5.  El ejemplo 2 puede generalizarse de la siguiente manera: si M es un A-
médulo de torsion y N es un A-mdédulo divisible, entonces M ® 4 N = 0.
Un ejemplo de este tipo es Zyeo @7, Zpo = 0.

6. Dados m y n naturales, Z, ®7, Zm = Z(m;y) donde (m;n) denota el
méximo comun divisor, en particular, si (m;n) = 1 tenemos que Z, ®7,
Ly, = 0.

Observacién: dados My y 4N, dos A-médulos, y M’ C M, N' C N dos
A-submddulos, se puede considerar M @4 Ny M’ ® 4 N, més aun, se tiene
un morfismo de grupos abelianos inducido por las inclusiones M’ @4 N’ —
M ®4 N, pero este morfismo no siempre es inyectivo.

Ejemplo: Sean A = Z, N' = M' = Zy, N = M = Q/Z, viendo Zy como
subgrupo de Q/Z bajo la inyeccién 1 +— % Sabemos que Zo Qy Zoy = Zo,
por otro lado, Q/Z es divisible y de torsién simultdneamente, por lo tanto
Q/Z @7 Q/Z = 0, luego ninguna aplicacion Zy ®y, Zo — Q/Z @7 Q/Z puede

ser inyectiva.

Observacién: Si A es un anillo, queda definido otro anillo A%, cuyos ele-
mentos son los mismos que los de A, con operacién suma también igual a la
de A, pero con producto definido por a.,,b := ba.

Se verifica sin dificultad (verificarlo!) que A resulta un anillo (con el
mismo 1). Es claro que si A es conmutativo, A = A, también si M es
un A-médulo a derecha, entonces es un A°?-mddulo a izquierda (definiendo
a.m :=1ma) y viceversa.
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Proposicién 7.1.2. §i M es un A-mdédulo a derecha y N es un A-modulo
a izquierda, entonces, con las estructuras de A°P-maodulo comentadas anteri-
ormente:

M®AN2N®AOPM

mn—nm

Demostracion: Basta verificar que la funcién f : M X N — N ®ao0 M
definida por f(m,n) = n ® m es bilineal y A-balanceada; andlogamente la
funcién g : N x M — M ®4 N definida por g(n,m) = m ® n es bilineal y
A°P-balanceada. Una vez hecha esta verificacién, es claro que f y ¢ inducen
isomorfismos, uno el inverso del otro.

Ejemplos:
1. Sea G un grupo y M un G-médulo a izquierda. Consideremos a Z como
G-modulo a derecha trivial, i.e. n.g = n para todon € Z y g € GG, entonces

M
(m—g(m) : meM, geG)

2. Sean V' y W dos k-espacios vectoriales. La funcién

V* x W — Homyg (V, W)
(¢, w) — ¢(—).w

donde ¢(—).w aplicada a un vector v no es otra cosa que ¢(v).w, es bilineal
y k-balanceada, por lo tanto induce un morfismo de grupos abelianos V* ®;
W — Homy(V, W). La imagen de ¢ @w es ¢(—)w, que es una transformacion
lineal cuya imagen tiene dimensién 1 (siendo por ejemplo {w} una base de
la imagen). Vemos de esta manera dos cosas, en primer lugar, que la imagen
de F' consiste en las transformaciones lineales cuya imagen es un subespacio
de W de dimension finita, por lo tanto, si V' y W tienen dimensién infinita
entonces F' no puede ser suryectiva. Por otro lado, vemos nuevamente que
no todo elemento de V* ®, W es un tensor elemental, pues es claro que no
toda transformacion lineal de V' en W tiene imagen de dimension 1.

Si bien, dados M4y 4N, M ®4 N es solo un grupo abeliano, en ciertos
casos, este objeto tiene mas estructura. En el ejemplo precedente, V* @, W
resulta un k-espacio vectorial, como segundo ejemplo vimos que M ®4 A = M
vy A®4 N = N como grupos abelianos, veremos ahora como caso particular
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que M ®4 A tiene una estructura natural de A-médulo a derecha (A ®4 N
tiene una estructura natural de A-médulo a izquierda) y que los isomorfismos
anteriores son de hecho isomorfismos de A-médulos.

Proposicion 7.1.3. Sean A, B, C tres anillos, sMp y gN¢c dos bimaodulos,
entonces M ®@p N es naturalmente un A-C-bimddulo.

Demostracion: La estructura de A-C-bimddulo queda determinada por la
férmula

a(m ®n)c:= (am) @ (nc)

y extendida por Z-linealidad en M ®pgN. Es claro que esta aplicacién esta bien
definida porque fijados a y ¢, la aplicacion M x N — M ®g N definida por
(m,n) — (am) ® (nc) es bilineal B-balanceada. Se verifica sin dificultad que
la funcion

AXMgNxC—MegN

(a,m®n,c) — (am) ® (nc)

da la estructura de A-C-bimédulo buscada.

Ademads, dados morfismos A-lineales f : M — M’y g: N — N’ la
aplicacion

MxN—M 4N
(m,n) — f(m) ©g(n)

es bilineal y A-balanceada, luego determina un unico morfismo de grupos
abelianos, que llamamos f® g, caracterizado por la igualdad (f®g)(m®n) =

f(m) @ g(n).
Ejemplos: Ver que los isomorfismos de grupos abelianos son de A-C-bimédu-
los para cada A y C' convenientemente senalado:

1. Si M es un A-modulo a derecha, entonces M ® 4 A = M, isomorfismo
de Z-A-bimddulos (idem con A @4 N = N).

2. Si M es un A-moédulo a derecha y N un A médulo a izquierda, se
considera entonces a M como un Z(A)-A-bimédulo y a N como un A-
Z(A)-bimddulo, entonces M @4 N es un Z(A)-bimédulo y M @4 N =
N® go0 M es un isomorfismo de Z(A)-bimédulos. También M ®za) N =
N ®z(a)y M como Z(A)-bimédulos.
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3. El morfismo de grupos F' : V* ®, W — Homy(V, W) descripto en el
ejemplo anterior a la proposicion es una transformacion k-lineal.

4. Dado un anillo A cualquiera y para cada par de numeros naturales
r, s, el conjunto A"*%, con la suma y multiplicaciéon usual de matrices
tiene una estructura de M, (A) := A™"-médulo a izquierda y de M (A)-
médulo a derecha. En particular, A" es un M,,(A)-A-bimédulo y A"
es un A-M,,(A)-bimédulo, y se tienen los siguientes isomorfismos:

a) A @, A2 A como M, (A)-M,(A)-bimddulo.
b) A" @, a) AV 2 A como A-A-bimédulo.

¢) Engeneral, A" "®p, 4y A =2 A como M, (A)-M,(A)-bimédu-
lo.

5. Si A es un anillo conmutativo y L es un A-médulo libre finitamente gen-
erado, M un A-médulo cualquiera, entonces L* ® 4 M = Hom (L, M).

7.2. Funtorialidad de ®

Dado un bimédulo 4Mp, se pueden definir dos funtores asociados a M:

—®AM30MOdA—>0MOdB M@B—ZBMOdCHAMOdC
[ f@Idy g—Idy ®g

Como primer ejemplo, si M = A, el funtor A ® 4 — es isomorfo al funtor
identidad, es decir, para todo A-médulo X, A ®4 X = X como A-mddulo
a izquierda. En caso de ser X un A-B-bimddulo, entonces el isomorfismo
precedente es también isomorfismo de A-B-bimddulos.

Como segundo ejemplo, si A es un anillo conmutativo y .S es un subcon-
junto multiplicativo de A, entonces Ag® — es isomorfo al funtor localizacién,
es decir, para todo A-mddulo M, se tiene un isomorfismo

Ag ® M = Mg

a am
S S

am
S

con inverso — % & am.
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Como tercer ejemplo, si V' es un R-espacio vectorial, podemos considerar
su complexificacion: V & i.V, que tiene una estructura obvia de C-espacio
vectorial (definiendo, para a +bi € C, v+iw € V@iV, (a + bi)(v + iw) :=
av — bw +i(bv 4+ aw)). Por otro lado, C es un C-R-bimédulo, y estd entonces
definido el funtor C @ —, que es isomorfo a la complexificacion:

CorV=VailV
(a+bi) @ v— av +ibv

Mas generalmente, todo morfismo de anillos f : A — B provee a B de
una estructura de A-modulo, tanto a izquierda como a derecha, definiendo
a.b := f(a)b (idem para b.a), por lo tanto podemos considerar los funtores
B®y—: sMod — gMod, y — ®4 B : Mody — Modpg. Estos funtores se
denominan extensién de escalares. Si M es un A-médulo, B& 4 M se llama
el B-médulo extendido o inducido.

Enunciamos y demostramos algunas de las propiedades del funtor M & 4—:

Proposicion 7.2.1. Dado un A-mddulo derecha M, el funtor M® o— preser-
va epimorfismos.

Demostracion: Sea f: N — N’ un epimorfismo de A-médulos a izquierda,
entonces Id @ f : M @4 N — M ®4, N’ es un epimorfismo pues todos los
tensores elementales de M ®4 N’ estdn en la imagen Id ® f, y M ®4 N’
esta generado por tensores elementales.

Observacién: El funtor M ® 4 — no siempre preserva monomorfismos. Para
ver esto exhibimos un contraejemplo:

Sea f : Zy — Z4 definido por f(1) = 2. Consideramos el funtor Z,; ®@ —,
y tenemos las siguientes identificaciones:

Lo @7, Lo ﬂz2 ®7z, Ly

Ly Ly

Para calcular g, seguimos al elemento T_bajo ) estas identificaciones. Llamemos
W Lo @y Ly — 7o al isomorfismo @ ® b — ab. Obtenemos entonces
gD =p((id® f)AeI) =ple2)=2=0

Esto dice que Id ® f = 0, que dista de ser monomorfismo. Sin embargo, se
tiene la siguiente propiedad de exactitud a derecha:



166 Anillos y sus categorias de representaciones

Proposicién 7.2.2. Sea N; —f Ny, —9 N3 — 0 una sucesidn ezvacta de
A-mddulos a izquierda, entonces, para cualquier A-mddulo a derecha M la
sucesion de grupos abelianos

1d 1d
M®AN1ﬂ>M®AN2ﬂ>M®AN34>O

es exacta.

Demostracion: Ya vimos que Id® g es un epimorfismo, también es claro que
(Id®g)o(ld® f) = 0 pues (ld®g)o(ld® f)(m®n) = m®g(f(n)) = m®0 = 0,
luego Im(ld ® f) C Ker(ld ® g). Falta ver que Ker(Ild ® ¢g) C Im(ld ® f).

Sea ) .m; ®n; € M ® N, tal que ), m; ® g(n;) = 0, esto no permite afir-
mar que cada g(n;) = 0!. Sin embargo, podemos considerar M ® 4 Ny /Im(ld®
f) =M ®4 No/(m® f(n)) y definimos ¢ : M X N3 — M ®4 No/Im(Ild ® f)
por ¢(m, z) :=m ® x’ donde ' € Ny es un elemento tal que g(z') = x (recor-
dar que g es epimorfismo). (Z estd bien definida porque si 2" es otro elemento
de Nj tal que g(2”) = z, entonces 2’ — 2" € Ker(g) = Im(f), esto dice que
existe y € Ny tal que ' — 2” = f(y) y por lo tanto

mr"'=mr"+me fly) =ma"+me (2 —2")=mea’

Ahora que sabemos que estd bien definida, es claro que (Z es bilineal y A-
balanceada, luego define un morfismo de grupos abelianos ¢ : M ® N3 —

% que verifica, por construccién, que ¢(m ® g(z')) = m ® z/, es decir,
que ¢o(ld ® g) = Id ms ,n, . Siahoraw € Ker(ld®g), entonces w € Im(ld® f)
Im(1d®J)

siysolosiw=0en M ®y Ny/Im(ld® f). Pero usando que ¢ o (ld® g) =
Id me vy tenemos que W = ¢(Id @ g(w)) = ¢((Id ® g)(w)) = ¢(0) = 0 como

Tm(1dRf)
querialos ver.

La proposicion anterior puede generalizarse de la siguiente manera:
Proposicion 7.2.3. Dadas una sucesion exacta de A-modulos a derecha
Ny = Ny =9 N3 — 0
y una sucesion exacta de A-mddulos a izquierda
My =" My —% Mz — 0
entonces la siguiente es una sucesion exacta de grupos abelianos

gk

Im(f)@AMg—i—NQ@AIm(h) N2®AM24>N3®AM34>O
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Demostracién: es andloga al caso anterior, se deja como ejercicio (también
queda como ejercicio ver la definicién del morfismo ).

Observacién: Supongamos ahora que dada una sucesién exacta de A-modu-
los a izquierda Ny —f Ny —9 N3 — 0 sabemos que para todo A-médulo a
derecha M, la sucesion correspondiente M@ A2 N1 — M® Ny — M® 4Nz — 0
es exacta. En particular, tomando M = A, la sucesién de grupos abelianos
A®R®s Ny — ARy Ny - A®y N3 — 0 es exacta; pero sabemos que
ARy N; 2 N; como A-mdédulos a izquierda, y bajo esta identificacion Id ® f
se corresponde con f (resp. g), luego la sucesién original es exacta.

Hay otra manera de demostrar estas propiedades de exactitud, que provienen
de la relacién entre el funtor producto tensorial y el Hom, que es lo que se
llama adjuncion, que veremos en la seccién que viene. Esta propiedad tiene
ademas la ventaja de poder ver rapidamente la relacion del funtor ® con
otras operaciones como la suma directa.

7.3. Adjuncién entre ® y Hom

Teorema 7.3.1. Sean A, B y C' tres anillos y A Xg, gYc y aZc tres bimodu-
los. Se tiene un isomorfismo de C'-mddulos a derecha:

Homy (X ®p Y, Z) =2 Homg(Y, Homa(X, 7))
y un isomorfismo de A-mddulos a izquierda:
Home (X ®@p Y, Z) = Homp (X, Hom(Y, Z))

Demostracion: es sencilla, pero larga, con una cantidad considerable de
verificaciones de caracter elemental. Daremos entonces las definiciones de los
morfismos relevantes en el primer isomorfismo y dejaremos tanto las verifi-
caciones como las definiciones del segundo isomorfismo como ejercicio.

Sea g : X ®g Y — Z un morfismo de A-mdédulos, entonces, para cada
y € Y, la aplicacién = — g(x ® y) es un morfismo de A-moédulos de X en Z,
por lo tanto se tiene definida una aplicacion

¢ Homy (X ®p Y, Z) — Hompg(Y, Homu (X, 7))
g (@ g(r®-))

donde, g(z ® —)) indica el morfismo y — g(z ® y).
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Reciprocamente, si f : Y — Homu (X, Z), la férmula f(y)(z) depende
linealmente tanto de y como de x, luego define una funcién bilineal (z,y) —
f(y)(z). Esta aplicacién también verifica (ejercicio) f(by)(z) = f(y)(zb), es
decir es B-balanceada y por lo tanto define un tinico morfismo de grupos con
dominio el producto tensorial X ®p Y. Sigue como ejercicio la verificacion
de que esta aplicacion es A-lineal, quedando entonces definida una funcion

Y Homp (Y, Homa(X, Z)) — Homu (X ®p Y, Z)
fr=((z®y) = fy)(z))

Finalmente, queda como ejercicio ver que ¢ y 1 son uno el inverso del otro,
y que ademas son C-lineales a derecha.
El segundo isomorfismo es completamente andlogo.

Ejemplo: Sea A un anillo conmutativo, L un A-mddulo libre finitamente
generado, entonces (ejemplo precedente) L* @ 4 M* = Hom (L, M*), y a su
vez

Hom (L, M*) = Homa(L,Homa (M, A)) = Homa(M®aL,A) = (M®4L)".

A partir del teorema de adjuncién, se obtiene una bonita demostracion
de la asociatividad del producto tensorial:

Corolario 7.3.2. Sean A, B, C, D cuatro anillos y aMpg, gN¢, ¢ Pp tres
bimddulos, entonces se tiene un isomorfismo de A-D-bimdédulos (M ®&pN)®¢
P=M®p (N ®c P).

Demostracion: utilizaremos el hecho de que si se tienen dos A-D-bimédulos
X eY tales que para todo A-médulo Z, Homy4 (X, Z) = Homy (Y, Z) (isomor-
fismo de D-médulos a derecha), entonces X = Y (dejamos la demostracién
de este hecho como ejercicio).

Dado ahora un A-médulo cualquiera Z, por la adjuncién tenemos los
siguientes isomorfismos:

Hom,((M ®p N) ®@c P, Z) Home (P, Homs(M ®p N, 7))
Home (P, Hompg(N, Homa (M, Z)))
Homp(N ®¢ P,Homa(M, Z))

HOIl’lA(M ®B (N ®C P),Z)

111 11 1R

A continuacién, estudiaremos el comportamiento del producto tensorial
con respecto a la suma directa.
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Proposicién 7.3.3. Sea {M;}ier una familia de A-mddulos a izquierda y
XA un B-A-bimddulo, entonces X @4 (DierM;) = @icr(X @4 M;), isomor-
fismo de B-mddulos.

Demostraciéon: Utilizamos la propiedad universal de la suma directa. Recor-
damos que @®;crM; es una suma directa de la familia {M; };c; si y sélo si para
todo ¢ € I existen morfismos j; : M; — @, M, tales que todo morfismo con
dominio en @;c;M; queda definido a partir de sus restricciones a cada M;, es
decir, que la flecha natural

Hom a(@eM;, X) = | [ Homa(M;, X)
i€l

f=Arf

donde f|p, denota f o j; : M; — X, es una biyeccién.
Utilizando ahora la adjuncién del producto tensorial, tenemos los sigu-
ientes isomorfismos:

Mi}iel

Homp(X ®a (®ie1M;), Z) Hom 4 (®ierM;, Homp(X, Z))
[L;c; Hom(M;, Homp(X, Z))

Hiel Homp(X ®4 M;, Z)

1211 11

Esto dice que la aplicacién Homp(X ®4 (®ierM;), Z) — [];c; Homp(X ®4
M;, Z) es una biyeccién, por lo tanto X ®4 (@;erM;) verifica la propiedad
universal de la suma directa.

Un corolario de la relacién del producto tensorial con la suma directa es
su relacion con los médulos libres:

Corolario 7.3.4. Sea M un A-mddulo, entonces AD @4 M = MWD, En
particular, A @ AV) =2 AUXT),

Sin embargo, el producto tensorial no conmuta en general con productos
arbitrarios, es decir, que ([ [, M;) ®4 N en general es distinto a [[,(M; @4 N).
Por supuesto, si el producto es finito, es cierto; exhibimos un contraejemplo:

Sea A = k un cuerpo, consideremos N = k™ y M = N* = kN Se tiene
un morfismo natural N* ®, N — Homy (k™ k™) dado por (¢ @ v)(w) =

¢(w)v donde v,w € kM) y o€ <k(N)> . Si el producto tensorial conmutara

N
con productos arbitrarios, tendriamos que EN @ k) o (k’(N)> , es decir,
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las funciones de N en k™. Como &M es libre con base N, tener una fun-
cién de N en k™ es lo mismo que tener un morfismo k-lineal de kN en
k(N), es decir un endomorfismo. Pero sabemos que no todo endomorfismo de

N proviene de <k(N)> ® kN, justamente la imagen de (k‘(N)) @ kM en

Homk(k(N), k(N)) consiste de las transformaciones lineales cuya imagen tiene
dimensién finita. Una de las transformaciones lineales que no esta en esta
imagen es por ejemplo la identidad.

7.4. Mobdulos Playos

Vimos anteriormente que si 0 —- X — Y — Z — 0 es una sucesiéon
exacta de A-modulos a izquierda y M es un A-moédulo a derecha, entonces
la correspondiente sucesion M @4 X - M ®,Y — M ®4 Z — 0 es exacta,
pero no es posible afirmar en general que el morfismo M @4 X — M ® Y sea
un monomorfismo. Hay sin embargo casos particulares en que esto sucede:

Proposicién 7.4.1. Sea 0 — X —/ Y —9 Z — 0 una sucesion ezacta corta
de A-maodulos a izquierda.

» Si P es un A-mddulo a derecha libre, o mds generalmente proyectivo,
entonces 0 = P4 X - PR4Y — PRy Z — 0 es exacta.

n Sila sucesion exacta se parte, y M es un A-mddulo a derecha cualquiera,
entonces la sucesion 0 — PR, X — P®R4Y — P®4 Z — 0 se parte,
y en particular es exacta.

Demostracion: 1. Si P = A, vimos antes que la sucesion quedaba exacta
puesto que esencialmente la sucesién tensorizada es la misma.

Si P = AU utilizamos el hecho de que el producto tensorial conmuta con
la suma directa, y que la suma directa de sucesiones exactas es exacta.

Si P es proyectivo, entonces es un sumando directo de un libre, consider-
emos entonces () tal que P & ) = L con L libre, entonces

0 L®aX L®aY L®aZ

0—=(PR4X)B(QR4X)—=(PR4Y)B(Q®R4Y)—=(PR42Z)D(Q®4sZ)—0

T ! T

P®s X P®,sY P®ayZ

ldp®f Idp®g
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Falta solo ver que Idp ® f es monomorfismo, pero Idp ® f es la restriccién a
(P®a4X)®(Q®4X)de Id, ® f, que sabemos que es monomorfismo.
La parte 2. se deja como ejercicio.

Ejemplo: Sea A un anillo y S C Z(A) un subconjunto multiplicativamente
cerrado, entonces el funtor Ag ®4 — es exacto, es decir, preserva monomor-
fismos.

Para demostrar esto identificamos el funtor Ag ® 4 — con el funtor de
localizacién (—)g. Consideremos entonces f : M — N un monomorfismo de
A-médulos, queremos ver que fg : Mg — Ng es un monomorfismo.

Sea ™ € Ker(fs), entonces @ = 0 en Ng, esto significa que existe t € S
tal que 0.s =0 =t.f(m) en N. Pero f es lineal, entonces f(t.m) = 0, lo que
implica que t.m = 0 en M pues f : M — N es monomorfismo. Ahora bien,

m

sit.m=0cont € S, entonces ™ = 2 = ( es Mg, luego Ker(fg) = 0 como
queriamos ver.

Definicion 7.4.2. Un A mddulo a derecha M se dice playo si el funtor
M ®4 — es exacto.

La proposicién anterior dice que los modulos proyectivos son playos. De la
demostracion de la proposicién también se ve que sumas directas y sumandos
directos de playos son playos. El ejemplo de la localizacién dice también que
la clase de médulos de playos puede ser estrictamente mas grande que la de
los proyectivos. Por ejemplo, si A =7y S = Z — {0}, tenemos que Ag = Q
es Z-playo, pero no es Z-proyectivo. En general, si A es un dominio integro
y K es su cuerpo de fracciones, entonces K es A-playo.

Ejemplo: Sea f : A — B un morfismo de anillos y P un A-médulo a derecha.
Si P es A-playo, entonces el médulo inducido P ® 4 B es B-playo. Esto es
cierto pues el funtor (P ®4 B) ® g — aplicado a un B-médulo a izquierda M
es PRy B M = P4 M', donde M’ es igual a M, pero con la estructura
de A-médulo dada por restricciéon. Luego (P ®4 B) ®p — es isomorfo a la
composicion de dos funtores, el primero es la restriccién de escalares, que
es obviamente exacto pues es la identidad en los morfismos, y el otro es
tensorizar sobre A con P que es exacto por hipotesis.

7.5. Ejercicios

Definicidn: si k es un anillo conmutativo con uno, una k-dlgebra unitaria A
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es un anillo unitario A junto con un morfismo de anillos k¥ — Z(A). En particular
A es un k-bimoédulo simétrico.

1. Algebra tensorial, simétrica y exterior: Sea k un anillo conmutativo y V un
k-médulo simétrico. Se define T'(V) = @,>0V®" en donde se conviene que
Ve .= ky VOl .= V& @ V. Es obviamente un k-médulo, que resul-
ta una k-algebra con la multiplicacién dada por la yuxtaposicién (nombre:
algebra tensorial). Sea Ig el ideal bildtero generado por los elementos de la
forma v ® w — w ® v donde v,w € V y sea Ip el ideal bilatero generado
por los elementos de la forma v ® w + w ® v. Se define S(V) :=T(V)/Is y
A(V) =T(V)/I,, se llaman respectivamente el dlgebra simétrica y el dlgebra
exterior. Notacién: a la clase médulo Ig de v1 ® ... ® v se la denotard vy...v
y a su clase médulo Ip se la denotard v1 A ... A vg. Ver que estas tres con-
strucciones son funtoriales, que S(V') es una k-algebra conmutativa y que si
V es un k-mdédulo finitamente generado, entonces A(V') es también finita-
mente generado como k-mdédulo. Probar ademéas que si A es una k-dlgebra
cualquiera, entonces

Homy,(V, A) = Homy,_q1y(T'(V), A)
si ademds A es conmutativa, entonces
Homy(V, A) = Homy,_q14(S(V), A)
Si V es k-libre de base {z1,...,z,} demuestre que S(V) = k[x1, ..., zy].

2. Sea k un cuerpoy f : V — V un endomorfismo de un espacio vectori-
al de dimensién finita, dimg(V) = n. Ver que A(V) = @ ,A*(V) donde
AY(V) = Im(V® — A(V)). Calcular la dimensién de cada A*(V), ver en
particualar que dimg(A™(V)) = 1. Ver que A(f) : A(V) — A(V) (definido
en el ejercicio anterior) se restringe para dar varias transformaciones lineales
A(f) : AY(V) — AYV). Como A™(V) tiene dimensién 1, A"(f) debe ser un
miiltiplo de la identidad, demuestre que A"(f) = det(f).Idyn(y). Deducir de
lo anterior y de la funtorialidad de A™ que det(g o f) = det(g).det(f).

3. Sea S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo conmu-
tativo A. Si M es un Ag-mdédulo a derecha y N es un Ag-mdédulo a izquierda
(luego son también A-médulos), entonces M @44 N =M @4 N.

4. Sea M un A-médulo a derecha de torsién y N un A-mdédulo a izquierda
divisible, entonces M ®4 N = 0. ;Cudnto vale Gpe ®7 Gy ? Demuestre que
el inico producto (distributivo con respecto a la suma) que se puede definir
en Gpe es 2.y = 0 Vo, y € Gpes.
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10.

11.

12.

Si (n;m) = 1 entonces Zy, ®yp Zpy, = 0.
Calcular Zyn @y, Zym.

Sea M un A-mdédulo proyectivo, entonces Ag®4 M es un Ag-médulo proyec-
tivo.

Sea A un anillo conmutativo, M y N dos A-médulos playos (resp. proyec-
tivos), entonces M ®4 N es un A-médulo playo (resp. proyectivo).

Sea G un grupo y M un Z[G]-médulo, es decir, un grupo abeliano con una
accién de G sobre él. Sea Z el Z|G|médulo definido por gn =nVn € Z, g €
G, entonces:

a) Homy(Z,M) = {m € M / g(m) = mVg € G} = ME (los invari-
antes).

b) Z Qg M = M/{m—g(m): meM, geG) = Mg (los coinvari-
antes) ((...) significa el generado como grupo abeliano).

¢) Deducir que (—)¢ y (—)g son dos funtores de Z[G]-médulos en grupos
abelianos, (—) es exacto a izquierda y (—)g es exacto a derecha.
Demuestre que Q no es Z-proyectivo.

Sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesién exacta de A-médulos.

a) M’y M" playos entonces M es playo.
b) M y M" playos entonces M’ es playo.
¢) Dar un contraejemplo donde M’ y M sean playos, pero que M" no lo

sea. (sugerencia: M’ y M pueden incluso ser libres).

Nota: Este ejercicio no sale de manera obvia y directa, se sugiere ir en eta-
pas, pidiendo hipdtesis adicionales para poder demostrar primero versiones
mas débiles de lo que se pide y después ver que con eso alcanza.

Sea. A un dominio integro,

a) Probar que si M es un A-médulo playo, entonces M es sin torsion.

b) Encuentre un contraejemplo para la reciproca. Sugerencia: considerar
A = k[z,y] donde k es un cuerpo, M el ideal de A generado por = e y
que es evidentemente sin torsiéon y ver que M no es playo.
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¢) Sea K el cuerpo de fracciones de A, ver que si M es sin torsién y
divisible, entonces admite una tnica estructura de K espacio vectorial
compatible con la estructura de A-mdédulo original; concluir que M es
A-playo.

Sean M y N dos A-médulos a izquierda. Ver que si M es A-proyectivo de
tipo finito, entonces la aplicacién natural M* ® 4 N — Homy (M, N) es un
isomorfismo (sugerencia: demostrar que si para un M dado es un isomorfismo
entonces es también un isomorfismo para los M’ que sean sumandos directos
de M y para los M’ = M", finalmente demostrar que para M = A es un
isomorfismo).

Sea N un A-mddulo tal que la aplicacién del ejercicio anterior N* @ 4 N —
Ends(N) es un isomorfismo, demostrar entonces que N es proyectivo de
tipo finito (sugerencia: explotar el hecho de que la identidad de N estd en
la imagen).

Sea 4P un A-médulo a izquierda, 4Up un A-B-bimddulo y g N un B-mddulo
a izquierda. Se define el morfismo

¢ :Homa(P,U) @ N — Homyu(P,U ®p N)
o(f @n)(p) = f(p)@n

Verificar que estd bien definido y que si P es proyectivo y finitamente gen-
erado entonces ¢ es un isomorfismo. Considerar el caso particular de una
k-dlgebra A, U = P = A™, B = k, C una k-algebra cualquiera, y concluir
que M, (A) @, C = M, (A C).

Sea A un anillo conmutativo, ver que si AL = A() entonces el cardinal de
I es igual al cardinal de J (sug.: usar — ®4 A/M donde M es algin ideal
maximal de A).

Sea k un anillo conmutativo y sea k — Algc la categoria de k-algebras con-
mutativas (con morfismos los morfismos de anillos k-lineales). Si A y B son
dos k-dlgebras conmutativas, entonces A ®j, B tiene estructura de k-dlgebra
definiendo (a ® b)(c¢ ® d) := ac ® bd y extendiendo por linealidad (para esto
no hace falta que sean anillos conmutativos). Demostrar que las aplicaciones
in:A—> Ay B(a—a®lp)yip: B— A® B (b— 14 ®b) hacen de
A ®y, B el coproducto de A y B en la categoria k — Algc.

Sean V' y W dos k-mddulos simétricos, demuestre que S(V e W) = S(V) @y
S(W), en particular k[z] ®j k[y] = k[z, y].
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19. Sea A una k-dlgebra conmutativa, M = A ®; V donde V es un k-modulo.
Demuestre que T4(M) = A® Tip(V), Sa(M) = AR Sp(V) y Aa(M) =
A ® Ag(V), los isomorfismos son de k-algebras.
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8

Teoremas de Morita

8.1. Equivalencias de categorias

En este capitulo estudiaremos las respuestas a la siguiente pregunta:
¢Cudndo dos anillos A y B son tales que las categorias de A-mddulos y
de B-maddulos son equivalentes?

Esta informacién resulta muy ttil ya que muchas de las propiedades de
un anillo no dependen de él sino de la categoria de moédulos asociada. Por
ejemplo dos anillos A y B cuyas categorias de modulos sean equivalentes
verificardn Z(A) = Z(B) y A/[A, A]| = B/|B, B].

Los teoremas 8.2.4 y 8.2.5 responden completamente a la pregunta. Es-
tos teoremas fueron demostrados por Kiiti Morita en los anos 60, es por
esta razon que los teoremas similares demostrados posteriormente en otros
contextos llevan el nombre de “teorema tipo Morita”.

Comenzaremos discutiendo una situacién genérica:

Sean A y B dos anillos, y supongamos que se tienen dos bimédulos 4 Pg
v Q4. Estos inducen dos funtores

—®4 P :Mody — Modpg ; — ®p Q : Modg — Mod 4

donde Mod 4 (resp. Modp) denota la categoria de A-médulos (resp. B-médu-
los) a derecha. Estos dos funtores son siempre exactos a derecha y preservan
sumas directas, pero en general no son equivalencias. Componiéndolos, se
obtienen funtores

Mod4 — Mod4 Modp — Modpg

177
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No hay ninguna razén a priori que permita decir que M = M @4 (P ®p Q)
como A-médulos (y resp. con los B-mddulos).

Hacemos entonces las siguientes suposiciones adicionales: P ®4 QQ = B
(isomorfismo de B-bimédulos) y Q ®p P = A (isomorfismo de A-bimdédulos),
entonces M ®4 (P ®p Q) 2 M ®4 A= M para todo A-médulo M y X ®p
Q4P =X ®gB =X para todo B-médulo X. Esto dice que uno puede
“ir de una categoria a la otra” sin perder informacion. Notar de cualquier
manera que la composicion de — ®4 P con — ®p Q) no es el funtor identidad,
sino naturalmente isomorfo a la identidad (ver definicién 9.3.2).

Ejemplo y ejercicio: Sea A un anillo cualquiera, n € Ny B = M, (A).
La multiplicaciéon usual de matrices da una estructura de A-B-bimédulo a
P := AY" y de B-A-bimédulo a Q := A™!. Llamamos {ey, ..., e,} ala base
canénica de P como A-médulo a izquierda y {fi,..., fn} a la base canénica
de Q como A-médulo a derecha. Demuestre entonces que las aplicaciones
determinadas por

P @0 Q — A Q®a P — M,(A)
e @ fj — by Ji®ej — ey

(en donde e;; es la matriz con un uno en la fila ¢ columna j y ceros en los
demés lugares) estédn bien definidas y son isomorfismos de bimédulos.

La siguiente definicion formaliza el concepto de categorias equivalentes:

Definicién 8.1.1. Dos categorias €, ® se dirdn equivalentes en caso de
que existan funtores F' : € — D y G : D — € tales que Go F = Idg y
FoG = Idgy, donde “=7 significa “isomorfismo natural”. Los funtores F' y
G se llamardn equivalencias.

Las propiedades categoricas conservadas por equivalencias pueden ser en-
tendidas (o mejor dicho deducidas) en términos de adjunciones, por lo que
demostramos el siguiente Lema:

Lema 8.1.2. Sea F' : sMod — gMod una equivalencia, con quasi-inverso
G, entonces F' es adjunto a derecha y a izquierda de G.

Demostracién: En primer lugar, notamos que si M, N € Obj(€), entonces
F' induce una biyeccién F' : Homg (M, N) = Homg (F'(M), F(N)). Esto es
una consecuencia de que GoF' = Idg y de que F'oG = Idgy, pues estas tltimas
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dos igualdades dicen que G o F' : Homg (M, N) = Homg(GF(M),GF(N))
para todo par de objetos de €, y su andlogo para F'o G en ©.

Consideramos ahora M un A-moédulo cualquiera y X un B-mdédulo cualquiera.
Sean F' : sMod — gMod y G : gMod — 4Mod dos funtores que dan una
equivalencia. Se tienen entonces los siguientes isomorfismos naturales:

Homy (M, G(X)) = Homg(F (M), F(G(X)) = Homg(F (M), X)

La naturalidad del dltimo isomorfismo se debe a la naturalidad del isomor-
fismo F(G(X)) = X. Esto demuestra que F' es adjunto a izquierda de G,
para ver que ademas es adjunto a derecha, utilizamos que G también es una
equivalencia, por lo tanto se tienen isomorfismos naturales

Homp(F(M), X) = Homu(G(F(M)), G(X)) 2 Hom (M, G(X))

donde el primer isomorfismo estd dado por aplicar el funtor G, y el segundo
proviene del isomorfismo G(F(M)) = M.

Corolario 8.1.3. Sea F' : yMod — gMod una equivalencia, entonces F
preserva sumas directas, productos directos, nicleos, conicleos, monomorfis-
mos, epimorfismos, objetos inyectivos y objetos proyectivos.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de los teoremas 9.3.4 y 9.3.5,
validos para adjunciones en categorias arbitrarias.

Corolario 8.1.4. Sea F' : yMod — gMod una equivalencia, entonces F
preserva generacion finita y cogeneracion finita.

Demostracion: Es consecuencia de la caracterizacién dada en la Proposicion
4.3.1 de la propiedad de ser finitamente generado, y de la definicién misma de
finitamente cogenerado (definicién 4.3.2). Veamos por ejemplo que conserva
objetos finitamente generados:

Sea M un A-médulo finitamente generado y (X;);e; una familia de B-
modulos. Sea p : @;erX; — F(M) un epimorfismo arbitrario de B-médulos,
y llamemos G al funtor quasi-inverso de F. Como G es una equivalencia,
G preserva sumas directas y epimorfismos, entonces G(p) : @Gie/G(X;) —
GF (M) es un epimorfismo. Como GF (M) = M es finitamente generado, en-
tonces existe un subconjunto finito J C I tal que la restriccién a @;c;G(X;)
de G(p) sigue siendo suryectiva, aplicando ahora F’ obtenemos que la restric-
cién de p a @ X; es sobreyectiva, concluimos entonces que F(M) cumple
con la propiedad que caracteriza a los médulos finitamente generados.
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Dado que se trata de adjunciones entre categorias de médulos, en donde
el Hom es un grupo abeliano, se puede obtener una versién mas fuerte de los
teoremas de adjuncién mencionados anteriormente:

Teorema 8.1.5. Sean A, B dos anillos, F : s\Mod — gMod un funtor que
admite un adjunto a derecha G : gMod — sMod. Entonces F' es exacto a
derecha y G es exacto a izquierda.

En particular, F' preserva epimorfismos y G preserva monomorfismos,
propiedad que ya conociamos a partir del teorema anterior.

Para demostrar este teorema vamos a hacer uso del Lema 5.2.2, que es la
traduccién en términos del funtor Hom de la propiedad de exactitud.

Delineamos ahora la demostracién del teorema de exactitud a derecha
(resp. a izquierda) de funtores con adjunto a derecha (resp. a izquierda),
dejamos los detalles como ejercicio.

Consideremos (con las notaciones del teorema 8.1.5 una sucesién exacta
de A-médulos M — N — T — 0. Por el lema 5.2.2, 0 — Homu (7, G(X)) —
Homy (N, G(X)) — Homu (M, G(X)) es una sucesién exacta de grupos abelianos
para cualquier B-médulo X. Utilizando ahora la naturalidad de la adjuncion
obtenemos que 0 — Homp(F(T"), X) — Hompg(F(N),X) — Homp(F (M), X)
es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo B-mdédulo X. Con-
cluimos entonces a partir de lema anterior 5.2.2 que F(M) — F(N) —
F(T) — 0 es una sucesién exacta de B-mdédulos. La exactitud a izquierda de
G es analoga (o mejor dicho dual).

Observacion: El enunciado anterior sigue siendo vélido para funtores ad-
juntos entre categorias aditivas.

Corolario 8.1.6. Sea F' : yMod — gMod una equivalencia, entonces I es
un funtor exacto.

Ejemplo: Sean 4Pp, gQ4 dos bimddulos tales que PRp Q = Ay Q ®p
P = B. Consideremos las equivalencias F' = () ®4 — : 4Mod — gMod y
G = P®p — : pMod — 4Mod. Entonces Q = F(A) como B-médulo a
izquierda, luego @) es B-proyectivo, P = G(B) como A-médulo a izquierda,
luego P es A-proyectivo. Considerando las equivalencias entre categorias de
moédulos a derecha —®4 Py —®p (@ tenemos también que () es A-proyectivo
a derecha y P es B proyectivo a derecha. Tenemos asi que la proyectividad
de Py @ con respecto a sus dos estructuras es condicion necesaria para que
estos funtores induzcan una equivalencia.
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Enumeramos, a continuacion, algunas de las propiedades que son preser-
vadas por equivalencias entre categorias de modulos.

Proposicion 8.1.7. Sea F': ;Mod — gMod una equivalencia, entonces:

1. El conjunto de submodulos de M, ordenado por inclusion, estd en cor-
respondencia biunivoca con el conjunto de submddulos de F(M), esta
correspondencia preserva el orden.

2. M es un A-mddulo finitamente generado si y sdlo si F(M) es un B-
maodulo finitamente generado.

3. M es noetheriano (resp. artiniano) si y solo si F(M) es noetheriano
(resp. artiniano).

4. M es indescomponible si y sélo si F(M) es indescomponible.
5. M es simple siy solo si F(M) es simple.

Demostracién: 1. Dado iy : N € M un submdédulo, le asignamos Im(F'(iy) :
F(N) — F(M)) C F(M). El hecho de que F preserve el orden es conse-
cuencia de que preserva monomorfismos. Es claro que G induce (de manera
andloga a F') una aplicacién del conjunto de submédulos de F/(M) en el de
GF(M)= M.

2. Si bien este resultado ya lo conociamos, lo incluimos aqui porque puede
ser considerado también como consecuencia de 1.

3. Es consecuencia directa de 1. utilizando la definicién de cadena ascendente
(resp. descendente).

4. Es claro que si M es descomponible entonces F(M) es descomponible,
luego F'(M) indescomponible implica M indescomponible, la otra implicacién
se demuestra igual utilizando G en vez de F'.

5. M es simple si y sélo si el conjunto de sus submodulos esta formado por
{{0}, M}. En este caso el conjunto de submdédulos de F'(M) (utilizando 1.)
estd formado por {{0}, F/(M)} por lo tanto F(M) es simple. Por simetria la
reciproca también es cierta.

Corolario 8.1.8. Sea A un anillo cualquiera y n € N, entonces

» A es noetheriano a izquierda (resp. a derecha) si y solo si M,(A) es
noetheriano a izquierda (resp. a derecha).
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» A es artiniano a izquierda (resp. a derecha) si y solo si M,(A) es
artiniano a izquierda (resp. a derecha).

w A es un anillo semisimple si y solo si M, (A) es un anillo semisimple.

Demostracion: Sabemos a partir del primer ejemplo de este capitulo que
ALy A" son dos bimddulos que establecen una equivalencia entre las
categorias de A-modulos y M, (A)-mddulos (version a derecha y version a
izquierda), y entonces estamos en condiciones de utilizar la proposicién an-
terior.

Observacion: La parte de semisimplicidad resulta un corolario de la ultima
proposicién pues hemos tomado la siguiente definicién: A es semisimple (a
izquierda) si y solo si todo A-mdédulo (a izquierda) se descompone en suma
directa de simples. Existe otra caracterizaciéon de los anillos semisimples: A es
semisimple (a izq.) < todo A-médulo (a izq.) es proyectivo < todo A-médulo
(a izq.) es inyectivo. Con esta caracterizacion, la invariancia por matrices de
la semisimplicidad es corolario del hecho de que las equivalencias preservan
proyectivos (o bien inyectivos).

8.2. Teoremas de Morita

Por razones de comodidad, durante esta seccion consideraremos modulos
a derecha en vez de a izquierda. Veremos de cualquier manera que todos los
teoremas de esta seccion son simétricos en el sentido de que las afirmaciones
que se demuestran para las categorias de médulos a derecha siguen siendo
validas si se cambia la palabra derecha por izquierda.

Definicién 8.2.1. Sean A y B dos anillos. Diremos que A es equivalente
Morita a B si las categorias Mody y Modg son equivalentes. Notaremos
A~y B.

Resulta claro que ~; es una relaciéon de equivalencia.

Ejemplos:

1. Sea A un anillo y B otro anillo tal que B ~,; A. Sabemos entonces que
se tienen los isomorfismos de anillos B = Endg(B) = End4(G(B)) donde
G : Modp — Mody, es el funtor que da la equivalencia. Como B es B-
proyectivo de tipo finito, entonces G(B) es un A-mddulo de tipo finito, luego
B queda caracterizado como el anillo de endomorfismos de cierta clase de
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modulos proyectivos de tipo finito. Si A es tal que todo médulo proyectivo
de tipo finito es libre (por ejemplo A un cuerpo, o un anillo de divisién, o
un d.i.p., o un anillo local), entonces todo anillo equivalente Morita a A es
isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en A.

2. Sea k un cuerpo, A = k x k' y B = k x Ms(k). Es un ejercicio sencillo
verificar que A ~); B, y uno se puede preguntar si M,(A) = M,,(B) (iso-
morfismo de anillos) para algun n, m € N. La respuesta es no, por un simple
argumento de dimensién y divisibilidad, la dimensién sobre k de M, (A) es
2.n% y la de M,,(B) es 5.m?, y nunca puede ser cierta la igualdad 2.n* = 5.m?
(n,m € N) pues en la factorizacién de 2.n?, el primo 2 aparece una canti-
dad impar de veces, y en 5.m? aparece una cantidad par. Observamos que
k x k es un anillo tal que existen proyectivos de tipo finito que no son
libres, un ejemplo es k x k%, cuyo anillo de endomorfismos es justamente
B=kx MQ(k) = Endk(k) X Endk<k32) = Endkxk(k X ]{JQ)

Como ejemplo fundamental recordemos que si A y B son tales que existen
bimédulos 4 Pp v pQa que verifican PRp Q 2 Ay Q ®4 P = B (como
bimddulos) entonces A ~j; B. Veremos en esta seccién que esta clase de
ejemplos agota todas las posibilidades.

Supondremos que los funtores que dan la equivalencia son aditivos (es
decir que vale F(f+g) = F(f)+F(g) si f, g son morfismos y F es el funtor),
de cualquier manera esta suposicion es superflua pues se puede demostrar
(ver ejercicio 1 del final de este capitulo) que todo funtor entre categorias de
modulos que admite un adjunto (de algin lado) es aditivo.

Para la demostracion del primero de los teoremas principales de esta
seccién comenzaremos con dos lemas sencillos:

Lema 8.2.2. Sea F' : Mody, — Modg un funtor que es una equivalencia,
entonces

1. Para cada par de A-modulos M y N, F induce un isomorfismo de
grupos abelianos Homy (M, N) — Homp(F (M), F(N))

2. Para cada A-mdédulo M, F induce un isomorfismo de anillos
End, (M) — Endg(F(M)).

Demostracion: En ambos casos, es claro que F' induce biyecciones. Al ser F'
aditivo, dichas biyecciones son morfismos de grupos. Para el punto 2. notamos
que el producto en End es la composicion, luego que F' preserve el producto
y la unidad se debe sencillamente a la funtorialidad.
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Lema 8.2.3. Sean My y Na dos A-mddulos a derecha y F : Mody — Modp
una equivalencia. Entonces

F :Homy(M, N) — Hompg(F (M), F(N))
es un isomorfismo de End4(M)-End (N )-bimddulos.

Demostracién: Sabemos que es una biyeccion, basta ver que F es End 4 (M )-
End4(N)-lineal.

Sea f € Homy(M,N), ¢ € Enda(M) y v € Ends(N). Es un ejerci-
cio sencillo ver que en este caso la estructura de bimédulo de Hom4 (M, N)
estd dada por la composicién, es decir ¢.f.1) = ¢ o f o). Aplicando F' y
utilizando la funtorialidad tenemos

F(¢.f4p) = F(¢) o F(f) o F(¢))

Pero la estructura de End4(M)-End4(NV)-bimédulo de Hompg(F'(M), F(N))
esta dada por la identificacién de los anillos End 4 (M) = Endg(F'(M)) (resp.
con N) via F, luego

F(¢) o F(f) o F(y) = ¢.F(f)-4
es decir que F' es Enda(M)-End4(N)-lineal.

El siguiente teorema describe todas las equivalencias entre categorias de
modulos.

Teorema 8.2.4. (Morita) Sea F : Mody — Modg una equivalencia con

inverso G : Modg — Mod . Entonces existen bimodulos 4Pp y gQa tales
que F' = Homy(pQa, —) y G = Hompg(4Pp, —)

Demostracion: Sea M un A-médulo a derecha, consideremos la siguiente
cadena de isomorfismos naturales:

F(M) = Hompg(B, F(M)) = Homu(G(B), M)

Llamando @ a G(B) queda casi demostrada el primer isomorfismo del teo-
rema, pues solo falta ver que @ es un B-A-bimddulo y que los isomorfismos
anteriores son de B-A-bimddulos.

Considerando a B como B-mddulo a derecha, tenemos el isomorfismo de
anillos B = Endg(Bg, Bp) (notar la comodidad de considerar médulos a
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derecha, si no Endg(gB, pB) = B%). Ademas G induce un isomorfismo de
anillos Endg(B) = End4(G(B)), como G(B) es claramente un Endg(G(B))-
A-bimédulo, entonces es un B-A-bimddulo. La A-linealidad de los isomorfis-
mos antes mencionados es consecuencia del lema 8.2.3.

El otro isomorfismo de funtores es completamente analogo, si X es un
B-modulo:

G(X) = Homu(A, G(X)) = Homp(F(A), X)

Llamamos P := F(A) que es, de manera andloga a ), un A-B-bimédulo.

Observacién: Una consecuencia del teorema anterior es que Py () quedan
simétricamente relacionados entre ellos, pues si observamos las férmulas para
F y G del teorema y especializamos en A y en B obtenemos que

P = F(A) = Homu(pQa, A) = Q*A
Q = G(B) =2 Homg(4Pp, B) =: P*

Como corolario del teorema 8.2.4, se tiene una segunda caracterizaciéon de
las equivalencias entre categorias de mdédulos que escribimos en forma de
teorema:

Teorema 8.2.5. (Morita) Con las mismas notaciones del teorema 8.2.4, se
tienen isomorfismos de funtores:

F=(-)®pP ; G=(—)®4Q

Demostracién: a partir del teorema 8.2.4 sabemos que F' = Hom(pQ 4, —)
y quey G = Hompg(4Pg, —). Por otro lado, para cualquier bimédulo se tienen
transformaciones naturales

(—)®4(Q)** — Homa(pQa, —) ; (—)®5(P)*” — Homp(aPs, —)

Estas transformaciones naturales son isomorfismos naturales siempre que @)
sea A-proyectivo de tipo finito y P sea B-proyectivo de tipo finito. Este es el
caso que nos concierne pues las equivalencias preservan objetos proyectivos
y finitamente generados y P y () son imagenes por equivalencias de A y B
que son trivialmente proyectivos finitamente generados.

Notar que por la observacién anterior sabemos que (Q)** = P y que
(P)*B =~ Q, por lo tanto podemos escribir ' = (=)@ Py G = (=) ®4 Q
como queriamos probar.
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Con este 1iltimo teorema se demuestra un hecho notable, y es la simetria
en la definicién de equivalencia Morita. Resulta en principio un poco mo-
lesto el hecho de que para definir una relaciéon de equivalencia entre anillos,
haya que elegir o bien los médulos a derecha, o bien lo médulos a izquierda,
pero mediante la caracterizacion del teorema anterior se tiene el siguiente
corolario:

Corolario 8.2.6. Sean A y B dos anillos. Las categorias sMod y gMod
son equivalentes st y solo si son equivalentes las categorias Mod s y Modp.
Ademds cualquiera de estas dos condiciones implica que las categorias AMod 4
y sModp son equivalentes ( \Mody indica la categoria de A-A-bimddulos,
idem para B).

Demostracion: A partir del teorema 8.2.5 sabemos que toda equivalencia
entre modulos a derecha estd dada por tensorizar con dos bimédulos 4 Pp
v BQ4 tales que PR Q = Ay Q ®4 P = B. Entonces, tomando los
funtores Q ® 4 — y P ®p — obtenemos una equivalencia entre los médulos
a izquierda. La reciproca es también cierta, para esto hay que demostrar
versiones analogas a los teoremas 8.2.4 y 8.2.5 para modulos a izquierda, las
demostraciones son similares, cuidando algunos detalles como por ejemplo
que Hom (44,4 A) = A en vez de A.

Teniendo Py () como antes, es claro que el funtor Q®4—® 4P : \Mods —
sModp es una equivalencia, pues su inverso es P ®p — ®p () : gModg —
AMOd A-

Corolario 8.2.7. Sean A y B dos anillos equivalentes Morita, entonces
» Z(A) = Z(B) (isomorfismo de anillos).
» A/[A, A] = B/[B, B] (isomorfismo de grupos abelianos).
Demostracién:

Z(A) HomA_A(A, A)

Homp_p(Q ®4 P,Q ®4 P)

Homp p(Q ®4 A®4 P,QQ ®4 ARy P)
Homp_p(B, B) = Z(B)

111
111

y todos estos isomorfismos son de anillos.

Para el segundo punto, observamos que la categoria 4Mod,4 se identifica
con la categoria de 4eMod y con la de Mod 4¢, donde A° = A ®7 A% (idem
para B). Utilizando el teorema 8.2.5, el funtor Q ®4 —® ab debe ser necesari-
amente de la forma P ® 4c — o bien — ® 4¢ Q donde Q y P son dos bimédulos
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sobre A¢ y B€. El lector puede verificar que P=P ®7 Qy @ =Q®y P
sirven. También es facil verificar (de hecho ya lo hicimos en el punto anterior)
que PRae A= ARpe Q=2 PR4ARAQ = B, por lo tanto

AJ[A, Al ARy A (P®p Q) ®ac (P®5Q)
(Q®4 P)®p: (Q®4 P) B ®p- B = B/|B, B]

Ejemplo: Sea k un cuerpo y n € N. Si se quiere calcular Z(M,(k)), una
opcion es demostrar “a mano” a partir de que una matriz que conmuta con
cualquier otra, en particular conmuta con las matrices elementales, obtener
asi condiciones sobre la matriz para llegar, luego de penosas y largas cuentas,
a ver que las uinicas matrices que conmutan con cualquier otra son multiplos
de la identidad. Otra manera es, a la luz de la equivalencia Morita entre k y
M, (k), aplicar el corolario anterior y obtener Z(M,(k)) = Z(k) = k. Otra
aplicacion elemental al dlgebra lineal es por ejemplo responder a la pregunta
jcudndo una matriz es combinacion lineal de conmutadores? Para esto sabe-
mos que M, (k)/[M,(k), M, (k)] = k/[k, k] = k, por lo tanto [M,,(k), M, (k)]
es un subespacio de codimension uno, por lo tanto es el nucleo de algin
elemento del dual. Es conocido que tr(M.N — N.M) = 0, por lo tanto
[M,,(k), M,,(k)] C Ker(tr), pero como tienen la misma dimensién entonces
son iguales.

111
111

8.3. Contextos

En esta seccion veremos la nocién de contexto de Morita, que junto al teo-
rema 8.3.2 facilitan enormemente la tarea de verificacién, en casos concretos,
de que dos anillos sean equivalentes Morita.

Comenzamos comentando el caso en que A ~j; B. Por el teorema 8.2.5
sabemos que existen bimédulos 4 Pg y pQa que inducen (a través del pro-
ducto tensorial) la equivalencia entre las categorias de A-mdédulos y de B-
moédulos. Recordamos también que el anillo A = End4(A) se identifica con
Endg(F(A)) = Endg(P) y que Q se puede tomar como P*B. Tenemos en-
tonces dos aplicaciones naturales:

= v: P®pQ — Endg(P) definida por ip ® ¢ — (z — p.¢(x)),
= y la evaluacién u : Q ®4 P — B definida por ¢ @ p — ¢(p).

Entre estos dos morfismos se verifican las siguientes propiedades de compat-
ibilidad:
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» Para todo ¢, ¥ en P*, pen P, ¢.v(p ® ) = u(¢ ® p).yb. En efecto:

(@-0(p&Y)) () = (¢-(pb(=))(2)) = ¢(p-1b(=)) () = ¢(p-1h(2)) = G(p)v(z) = (u(¢®p).¥)(x

» Para todo p, p’ en P, ) en P* v(p® ¢).p' = pu(yh ® p'). En efecto:
v(p@Y)p’ = pp(p) = pu(v @ p')

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 8.3.1. Dados dos bimédulos sPg y gQa y dos morfismos de
bimddulos u: Q@4 P — B yv: P ®pQ — A (no necesariamente isomor-
fismos), se dice que (A, B, P,Q,u,v) es un contexto Morita entre Ay B
en caso de que se verifiquen las siguientes condiciones de compatibilidad:

vp@q)p =pulgep) ;  ul@®p)d =qvpeq)
para todo p,p’ € P, q,¢d € Q.
Cuando u y v son isomorfismos, P y ) inducen una equivalencia.

Teorema 8.3.2. Sea (A, B, P,Q,u,v) un contexto Morita tal que u y v
son epimorfismos, entonces u y v son isomorfismos. En particular A resulta
equivalente Morita a B.

Demostracién: Consideremos 14 € Im(v), luego existen py,...,p, elemen-
tosde Py qi,...,q elementos de @ tales que 14 = > 7, v(p;®¢;). Definimos
s: A— P®pQ a través de la férmula

T

s(a) := Za.(pi ® ¢;)

i=1

Es claro que s es un morfismo de A-mdédulos a izquierda, veremos que es el
inverso de v (en particular s serd un morfismo de bimédulos). Calculamos
para esto explicitamente las composiciones sov y v o s:

T

stvp®q)= > vpR@Qpi®@a =Y., pulg@p)®q =
= > pQuqp)g =Y., pRqu(p;®¢)=
= (p®q) i v(Pi®q) =pRq
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T '
o(s(@) = Y vlap @ a) = 0. Y vl g) = a
i=1 i=1
La demostracion para ver que u es también un isomorfismo es completamente
analoga.

Ejemplos: 1. Sea R un anillo cualquiera y e € R tal que e = e2. Consider-
amos el anillo e.R.e. Es claro que P = e.R es un e.R.e — R-bimédulo y que
@ = R.e esun R —e.R.e-bimddulo. La multiplicaciéon de R induce morfismos
de bimodulos

u:Re®.pree. R — R
v:e.RRr Re—eR.e

Es claro que v es siempre suryectiva, en cambio, la imagen de u es R.e.R, o
sea, el ideal bilatero generado por e. Hay veces en que esto ultimo es facil de
calcular, por ejemplo si R es un anillo simple (i.e. que no tiene ideales bilateros
no triviales). Como corolario del teorema 8.3.2 se tiene el siguiente resultado:
si e € R es un idempotente tal que R = R.e.R, entonces R ~); e.R.e.

2. Como subejemplo del ejemplo anterior, considerar R = M,,(A) donde A es
un anillo cualquiera y e la matriz que tiene un uno en el lugar (1,1) y cero en
el resto. El anillo e.M,,(A).e consiste en las matrices que tienen ceros en todas
sus entradas salvo eventualmente en el lugar (1, 1), este anillo claramente se
identifica con el anillo A. Queda como ejercicio verificar que el ideal bilatero
generado por e es M,(A), de esta manera hemos vuelto a demostrar que
M, (A) ~y A.

Ejercicio: Sean A y B dos anillos tales que A ~); B. Demuestre que
existe un contexto Morita entre A y B que da la equivalencia.

8.3.1. Acciones de grupos sobre anillos y contextos
Morita

Asi como en la teoria de k-mddulos, al considerar las acciones de grupos
sobre los modulos nos interesaban las acciones k-lineales, en anillos nos in-
teresaran particularmente las acciones de grupos que respeten la estructura
de anillo. Sea entonces A un anillo y G un grupo finito que actia en A por
automorfismos de anillos, es decir, se tiene una aplicacién

GxA— A
(9,a) — g(a)
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que es una accién y que verifica ademds que para cada g € G, g(—) es un
automorfismo de anillos (i.e. g(a + a') = g(a) + g(d’), g(a.a’) = g(a).g(a’)
Va, a' € Ay g(14) = 14). En estas condiciones, siempre es posible construir
dos anillos asociados a A y a G que estan en contexto Morita, estos anillos
son A% (el subanillo de invariantes) y AXG (el producto cruzado de A con
(). Antes de ver la construccién, veamos dos ejemplos de acciones de grupos
por automorfismos de anillos.

Ejemplos:

1. Sea A un anillo cualquiera y G C Autguines(A), entonces claramente G
actia en A por automorfismos de anillos.

2. 851 A=C, G = Zy actia en C por conjugacion.

3. Sea X un conjunto y G x X — X una accién de G sobre X. Sea k un
anillo conmutativo y consideramos A = k%X = Func(X, k) con la estructura
de anillo heredada de k£ punto a punto. Entonces GG actia sobre A a través
de la férmula

GxA— A
(9, ) = (z = flg7"(x)))

El lector podra verificar sin dificultad que ésta es una accién por automor-
fismos de anillos.

Ejercicio: Sea GG un grupo que actia por automorfismos de anillos en un
anillo A, entonces AY = {a € A / g(a) = a Vg € G} es un subanillo de A.

Damos ahora la definicién del producto cruzado:
Consideramos A[G] con su estructura aditiva habitual pero con una es-
tructura multiplicativa diferente. Si a,a’ € A, g,¢ € G se define

(ag)-(d'g") := (ag(a'))(99")
y se extiende dicha definicién bilinealmente a los demads elementos de A[G].

Ejercicio: Con ese producto, el conjunto A[G] es un anillo asociativo con
1 (cuél es el uno?), que se llama producto cruzado de A por G y se denota
AXG

Observacién: Aun teniendo AXG un producto distinto en general al de
A[G], contiene de cualquier manera a A como subanillo, y tambien el mor-
fismo evidente Z[G] — AXG es un morfismo de anillos.
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Los anillos A% y AXG son construcciones naturales a partir del anillo A
y de una accién de G sobre A por automorfismos, una relacién importante
entre ambos esta dada por la siguiente proposicion:

Proposicion 8.3.3. Sea A un anillo y G un grupo finito que actia en A por
automorfismos de anillos. Entonces A estd en contexto Morita con AXG.

Demostracion: Debemos exhibir bimédulos P y () que satisfagan la defini-
cién de contexto. Para esto tomamos, como grupos abelianos, P = QQ = A,
pero con diferentes acciones.

Es claro que P = A es un A%-médulo a derecha. Si a.g € AXG yz € A
definimos

(ag)-x := ag(x)

El lector podra verificar que esta definicién cumple con los axiomas de ac-
cién, hacemos notar que si b € A%, entonces ag(r).b = ag(zb). Esta tltima
igualdad dice que las acciones de AXG y A% son compatibles, por lo tanto
P es un AXG-A%bimédulo.

Consideramos a Q = A de manera obvia como un A%-médulo a izquierda,
y definimos

r.(ag) == g '(xa) (a,x€ A, g€ q)

Definimos ahora dos morfismos:

i P®yeQ — AXG T:Q®@uxq P — A
= Zag(b)g T(a®b) = Zg(a.b)
geG geG

Veremos la buena definicién, dejamos como ejercicio verificar que son mor-
fismos de bimddulos. Si ,y € A, a € A%, entonces

pra®y) =Y zagy)g =Y zglay)g = p(r @ ay)

geG geG

En el caso de 7, sean x,y,a € Ay h € GG, entonces

T(z(ah) @y) =  7(h'(za)®@y) = Y eag(hT(za).y)

= Ygec9hT (@ah(y)) = Yyeqy(vahly)) =7(z @ (ah).y)
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Veamos ahora la compatibilidad de p y 7: sean x,y, 2 € A entonces

rpu(y ® z) = x(ZgGGyg(z)g) = D geqd (wyg(2)) =
St @)z = (Sheaoow)) 2 =@ @y):

Por otro lado

Wz ®y)z = (dea wg(y>g) 2 = D car9(y)g(z) =
=2 sec?9(yz) = =x (dea g(yZ)) =a7(y ® 2)

Observacién: Una pregunta natural en este punto es jcuindo el contexto
entre A9 y AXG es una equivalencia? En virtud del Teorema 8.3.2, basta,
ver cuando p y 7 son morfismos sobreyectivos. El més sencillo es 7, pues es
un promedio. Es claro que si |G| es inversible en A y a € A%, entonces A =
ﬁ > geq 9(a) = T(a®1). Por otro lado, Im(u) es un sub-bimédulo de AXG,
o sea, un ideal bildtero luego Im(u) = AXG siy sélo si 1,y € Im(u). Esto
significa que existen ay, ..., a,,by,...,b, € Atalesque 1l = p(>°1_,a;, ®b;) =

2im1 22gec 49 (Di)-g-

Definicién 8.3.4. Sea A un anillo y G un grupo que actia por automor-
fismos de anillos en A. Diremos que la accion de G sobre A es Galois si
existen elementos ay,...,as,b1,...,bs € A tales que

. (1 sig=1g
;a@.g(bl)—{ 0 sig#lg
Si la accién de un grupo G sobre un anillo A es Galoisy aq, ..., as, b1, ..., by

son los elementos de la definicién de Galois, entonces

s

M(Z a; ® b;) = Z Zaig(bi)g = Z (Z aig(bi)) g=1

=1 i=1 geG geG \i=1
Luego, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 8.3.5. Sea A un anillo y G un grupo que actia por automorfismos
de anillos tal que |G| es inversible en A y la accion de G es Galois. Entonces
la categoria de AC-mddulos es equivalente a la categoria de AXG-mddulos.
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Ejemplos: 1. Sea k un anillo tal que 1/2 € k' y A = k[z]. Sea G = Zs que
actia en A a través de x — —x. Ver que AY = k[z?], pero la accién no es
Galois. Demuestre que G actia (con la misma férmula) en A" := k[z, 27 ], y
en ese caso la accion es Galois.

2. Considerar A = k[z,y] y G = Z, actuando por permutacién (i.e. y — x y
x +— y). Probar que AY = k[s,t] donde s =z +y y t = 2.y y que la accién
no es Galois. Sea § := x — y, ver que G actiia en A[67!] (el localizado de A
en las potencias de §) y que la accién de G es Galois en A[§7!].

8.4. Ejercicios

1. Sea F': sMod — pMod un funtor cualquiera. Ver que:

a) F preserva productos finitos si y sélo si F' preserva sumas finitas.

b) Si F preserva sumas finitas (o productos finitos), entonces F' es aditivo
(i.e. si F(f+g) = F(f) + F(g) para todo par de morfismos A-lineales

I 9).

2. Sea F : € — ® un funtor entre dos categorfas € y . Supongamos que F
admite un funtor adjunto a derecha que llamaremos G. Demostrar que si G’
es otro funtor adjunto a derecha de F entonces G = G’, es decir G(X) =
G'(X) para todo objeto X de la categoria ®, y ese isomorfismo es natural
(sugerencia: demostrar primero que el ejercicio es equivalente a probar que
existe un isomorfismo natural Homg (M, G(X)) & Homg (M, G'(X)) para

todo objeto X de ® y M de €).

3. Sea F': g)Mod — pMod un funtor que admite un adjunto a derecha G :
sMod — 4Mod. Demostrar que existe un B-A-bimédulo X tal que G =
Homp(X,—) y que F =2 X ®4 —, ademds la clase de isomorfismo (como
bimédulo) de X queda univocamente determinada.

4. Probar que si A ~yy By A’ ~y B’ entonces A x A’ ~yy B x B y que
A®Z A’ NMB®Z B'.

5. Sean (ni,...,n,)y (mi,...,my) dos r-uplas de nimeros naturales y k un
anillo cualquiera, ;|Es M,, (k) x My,(k) x --- x M,, (k) equivalente Mori-
ta a My, (k) X My, (k) X -+ x My, (k)? Supongamos que k es un cuerpo,
.qué dimensioén tiene el centro de estas dos algebras?

6. Sea A el anillo de matrices triangulares superiores de 2x2,i.e. A :{ ( @ i > , a,b,ce k}

0
donde k es un cuerpo, ;Es A equivalente Morita a k o a k x k7
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7. Sea GG un grupo finito que actia en un anillo A.

a) (Maschke) Probar que si ﬁ €Ay f: M — N es un epimorfismo de
AXG-mbdulos que se parte como morfismo de A-mdédulos, entonces f
se parte como morfismo de AXG-mdédulos. En particular, si A es un
anillo semisimple y |G| inversible en A, entonces AXG es semisimple.

b) Probar que si A es noetheriano entonces AXG es noetheriano.

¢) Concluir que si |G| € A y la accién es Galois, entonces A semisimple
(resp. noetheriano) implica A® semisimple (resp. noetheriano).

8. Consideremos a Zy actuando en C por conjugacién. Demostrar que C& = R
y que CXZs = M>(R). (Nota: sale de dos maneras diferentes). ;Es Galois la
accion de Zsy sobre C?

9. Ver que la categoria de AXG-mddulos consiste en la categoria cuyos objetos
son A-médulos munidos de una accién del grupo G tal que vale la siguiente
relacién de compatibilidad:

gla.m) = g(a).g(m)
y los morfismos son los morfismos A-lineales que conmutan con la accién de
G.
a) Sea M un AxG-médulo, ver entonces que M = {m € M / g(m) =
m ¥m € M} es un A%-médulo.
b) Si consideramos a A como un objeto de 4eMod 4%, entonces ver que
A® a M = MC.

¢) La accién de A en M induce un morfismo A ® ¢ MY — M de tal
manera que el siguiente diagrama (salvo eventualmente multiplicacién
por |G]) es conmutativo:

A®y 6 MC M

A® a0 (A® 06 M) E2E AXG ® 40 M

Concluir que si |G| es inversible en A y la accién de G sobre A es
Galois, entonces A ® 4 M — M es un isomorfismo.

10.  Sea A un anillo tal que todo médulo proyectivo de tipo finito es libre (por
ejemplo un cuerpo, o un d.i.p. como Z 6 Z[i], 6 k[z] 6 k[z,x1]), entonces
los tnicos anillos equivalentes Morita a A son isomorfos a M, (A) para algin
n € N.
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11.

Sea A un anillo y G un grupo que actia en A por automorfismos de anillos
tal que la accién es Galois y 1/|G| € A. Demuestre que si A“ es tal que todo
A%-médulo proyectivo de tipo finito es libre (por ejemplo A un cuerpo, o
un d.i.p.) entonces AXG = M, (A%) donde n = |G| (notar que este es el
caso del ejercicio 8). Calcular Z(AXG).
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9

Categorias: construcciones
universales, limites y colimites

9.1. Categorias

En este capitulo se trataran nociones basicas de categorias que son nece-
sarias a lo largo del curso, haciendo énfasis en los ejemplos mas utilizados a
tales fines.

9.1.1. Definicion de Categoria y ejemplos basicos

Daremos, en esta seccion, la definicion de categoria, y presentaremos,
como excusa de notacion, varios ejemplos ilustrando la definicion.

Definicién 9.1.1. Definir una categoria € es dar los siguientes datos:

» Una clase (no necesariamente un conjunto) de objetos, que se deno-

tard Obj(<).

= Para cada par de objetos X e Y de €, un conjunto de flechas de X
en Y, que se denotard Homg(X,Y) (0 a veces [X,Y], o [X,Y]g, 0
¢(X,Y), o Mor[X,Y]).

Estos satisfacen los siguientes axiomas:

Cl: Si X, X', Y, Y’ son objetos de € y o bien X # X' o bien Y # Y,
entonces Homg(X,Y) # Homg (X', Y).

197
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C2:

C3:
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Para cada terna de objetos X, Y, Z de € estd definida una funcion que
llamaremos composicion

Homg (Y, Z) x Homg(X,Y) — Homg (X, Z)
(f,9)— fog

que es asociativa (en el sentido obvio).

Para cualquier objeto X, existe un elemento de Hosz(X, X) que es un
elemento neutro (tanto a derecha como a izquierda) con respecto a la
composicion de morfismos que salen de, o que llegan a X. Tal morfismo
(se puede ver que es unico) se denota Idy.

Ejemplos: Damos a continuacion la notacion para categorias usuales, senalan-
do primero los objetos, y luego las flechas:

Gets

Conjuntos y funciones.

Uect (kun cuerpo), los k-espacios vectoriales y las transformaciones k-lineales.

AMOd

()
2Ab
%Mod

6€t50

Topg

Q[ﬁl

An

(A un anillo), los A-médulos (por ejemplo a izquierda) y los morfismos
de A-médulos.

Grupos y homomorfismos de grupos.
Grupos abelianos y homomorfismos de grupos.
Los A-moédulos Z-graduados, y los morfismos de A-mdédulos graduados.

Los pares (X, xy) donde X es un conjunto no vacio y xy € X, un
morfismo f : (X,z9) — (Y,yo) es una funcién f : X — Y tal que
f(zo) = wo.

Los pares (X, zg) donde X es un espacio topoldgico no vacio y zg € X,
un morfismo f : (X, z9) — (Y, 90) es una funcién continua f : X — Y
tal que f(x0) = yo.

Anillos con 1, morfismos de anillos que preservan la unidad.

Anillos (no necesariamente unitarios), morfismos de anillos (i.e. fun-
ciones a la vez aditivas y multiplicativas).
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k-Alg k-algebras (k es un anillo conmutativo con uno) y morfismos de k-
algebras.

k-AlgC k-algebras conmutativas.

¢? Dada una categoria €, si definimos Obj(€?) = Obj(€) y para cada par
de objetos X e Y: Homger(X,Y) := Homg(Y, X), y la composicién
foopg :=go f. Entonces €% resulta también una categoria, que se
denomina la categoria opuesta.

Otros ejemplo de categoria es aquella formada por los conjuntos ordena-
dos como objetos, y las funciones crecientes como morfismos.

Por otro lado, si I es un conjunto ordenado, podemos definir una categoria
tomando como objetos a los elementos de I y como flechas

| Ax} sii<j
Hom(i, j) = { () siiy jno estdn relacionados

donde {*} denota a un conjunto con un tnico elemento. La transitividad de
la relacién < hace que la composicion esté bien definida, y el hecho de que
siempre ¢ < ¢ asegura la existencia del morfismo identidad.

Si M es un monoide con elemento neutro, entonces la categoria con un
tnico objeto {x} y las flechas definidas como Hom({x*}, {*}) := M resulta
efectivamente una categoria, definiendo la composicién de funciones como el
producto en el monoide.

9.1.2. Isomorfismos, monomorfismos y epimorfismos categori-
cos

La definicién mas sencilla que se puede hacer a partir de los axiomas de
categorias es la de isomorfismo:

Definicién 9.1.2. Sea € una categoria, dos objetos X e Y de € se dirdn
isomorfos si existen morfismos f : X — Y yg:Y — X tales que fog = Idy
ygo f=1Idx, en tal caso denotaremos X =Y.

Un isomorfismo en la categoria de conjuntos es una biyeccion, los iso-
morfismos en las categorias de grupos, también son los morfismos que son
biyectivos, pues si una funcién es un morfismo de grupos y ademas es biyec-
tiva, entonces la funcién inversa también resulta un morfismo de grupos. En
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la categoria de mdédulos sobre un anillo fijo sucede lo mismo. Llamamos la
atencién sin embargo a que aun cuando se tenga una categoria en donde
los objetos sean conjuntos junto con alguna otra estructura adicional, y las
flechas sean un subconjunto del conjunto funciones entre los objetos, la nocién
de isomorfismo no tiene por qué coincidir con la de biyeccion. Presentamos
los siguientes dos ejemplos:

En la categoria de espacios topoldgicos, un isomorfismo es un homoeo-
morfismo, es decir, una funcién continua f : X — Y biyectiva con inversa
f71:Y — X también continua.

Un ejemplo de biyeccién que no es un homeomorfismo es considerar un
mismo conjunto, pero definir dos topologias diferentes en él, una contenida
en la otra, digamos (X,7) y (X,7’) en donde todo abierto de 7’ pertenece
a T, pero con T estrictamente mayor que 7. Entonces la funcién identidad
(X,7) — (X,7’) es continua, pero su inversa, que es de nuevo la funcién
identidad, pero vista como funcién de (X, 7’) en (X, 7) no es continua. Ob-
servamos que esta funciéon “identidad”, en realidad es la funcién identidad
de X, pero no la identidad de (X, 7).

Otro ejemplo es el caso de los conjuntos ordenados como objetos y las
funciones creciente como morfismos. Si (X, <) es un conjunto ordenado con
una relacién de orden no trivial (es decir, que existen por lo menos dos
elementos distintos x e y tales que z < y), definimos sobre X otra relacién
de orden, que estd dada por v < x Vo € X, y si x # y, entonces x no
esta relacionado con y; llamemos <’ a esta nueva relacién. Si consideramos
la funcién identidad de X, como morfismo (X, <') — (X, <), es una funcién
(notar que como la relacién <’ es trivial, cualquier funcién con dominio en
X es creciente) y biyectiva, pero (X, <') 2 (X, <).

Sea €y la categorfa con un tunico objeto {x}, y Hom({x},{x}) = M
donde M es un monoide con elemento identidad, entonces M es un grupo si
y s6lo si todo morfismo es un isomorfismo.

Ademas de la nociéon de isomorfismo, hay muchas otras definiciones que
se pueden hacer en el contexto genérico de una categoria. La clave de estas
definiciones es encontar una caracterizacién, en términos de diagramas de
flechas, de la propiedad que uno quiere generalizar, es decir, de una nociéon que
uno conoce en una categoria y desea contar con esa construccion en alguna
otra categoria. Cualquier definiciéon hecha con diagramas con flechas puede
ser enunciada en una categoria arbitraria, uno de los ejemplos mas sencillos
es la nocién de monomorfismo y epimorfismo, que damos a continuacién en
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forma de proposicién, en las categorias de conjuntos, y de modulos:

Proposiciéon 9.1.3. Sea f : X — Y un morfismo en la categoria Gets o
aMod (donde A es un anillo fijo). Entonces f es inyectiva si y sdlo si cada
vez que g,h : Z — X son dos morfismos (en las respectivas categorias) tales
que foh = fog, entonces g = h.

Demostracion: En la categoria de conjuntos esta proposicion es obvia, en
la categoria de médulos es la proposicion 3.3.3 del capitulo 3.

Definicion 9.1.4. Dada una categoria €, un morfismo f : X — Y se dird un
monomorfismo si y solo si, para todo objeto Z y para todo par de morfismos
g,h:Z — X tales que fog= foh, entonces g = h.

Reescribiendo esta definicién, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 9.1.5. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria €, en-
tonces f es un monomorfismo si y solo si, para todo objeto Z la funcion de
conjuntos

f« : Homg(Z, X) — Homg(Z,Y)
h— foh

es inyectiva.

La nocién de monomorfismo categérico en la categoria de modulos, o
de grupos, coincide con la nocién de monomorfismo definida anteriormente.
Como ejemplos extremos podemos comentar que todo isomorfismo es un
monomorfismo (verificarlo!), y en categorias en donde el Hom sea o bien
vacio o bien un conjunto unitario, todo morfismo es un monomorfismo.

Dejamos como ejercicio verificar que en la categoria de espacios topologi-
cos y funciones continuas, los monomorfismos son también funciones contin-
uas inyectivas. Sin embargo, como lo muestra el siguiente ejemplo, la nociéon
de monomorfismo categorico no tiene por qué coincidir con la de inyectividad.

Ejemplo: Consideremos la categoria formada por los grupos abelianos divis-
ibles y los homomorfismos de grupos. La proyeccién al cociente p : Q — Q/Z
es un morfismo en esta categoria pues tanto Q como Q/Z son divisibles.
Claramente la proyeccién al cociente no es una funcién inyectiva, sin embargo
afirmamos que es un monomorfismo en esta categoria. Para esto, considere-
mos un grupo abeliano divisible G y dos morfismos de grupos f,g: G — Q,
supongamos que f # g, veremos entonces que necesariamente po f £ pog.
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Como f # g, existe v € G tal que f(x) — g(x) = = con r y s nimeros
enteros distintos de cero. Como G es divisible, existe ' € G tal que r2’ = z,
cambiando z por x’ podemos suponer que r = 1. Con similar argumento, el
elemento x puede siempre elegirse de manera tal que s # +1, de esta manera,
la clase de L en Q/Z es distinta de cero, es decir (po f)(z) # (po g)(z).

La nocién de epimorfismo es la nocién “dual” de monomorfismo. Dado
un enunciado a través de flechas, uno siempre puede dar vuelta el sentido de
las flechas y asi obtener un nuevo enunciado que se suele llamar enunciado
dual. Mas formalmente, una definicion dual en una categoria € no es otra
cosa que la misma definicién pero enunciada en la categoria €.

Definicién 9.1.6. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria €, diremos
que f es un epimorfismo en caso de que para todo objeto Z, dados dos
morfismos g, h 1Y — Z tales que go f = ho f, entonces g = h.

La definiciéon puede reformularse de la siguiente manera:

Proposicion 9.1.7. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria €. Son
equivalentes:

1. [ es un epimorfismo.
2. Para todo objeto Z, la funcion de conjuntos

[ Homg (X, Z) — Homg (Y, Z)
h+—— hof

es inyectiva.
8. f € Homg(X,Y) = Homger(Y, X) en un monomorfismo en €.

Todo isomorfismo es un epimorfismo. En la categoria de conjuntos, un
epimorfismo es lo mismo que una funcién suryectiva (verificarlo!), lo mismo
para la categoria de médulos (ver Proposicién 3.4.4 del capitulo 3).

Ejemplos: / Ejercicios:

1. En la categoria de espacios métricos como objetos y funciones con-
tinuas como morfismos, las funciones continuas con imagen densa son
epimorfismos categoricos. Este ejemplo muestra a su vez que la nocion
de isomorfismo no tiene por qué coincidir con la de un morfismo que
sea simultdneamente mono y epi.
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2.  En la categoria de anillos unitarios, la incusiéon Z — Q es un epimorfis-
mo categérico (otro ejemplo en donde “epi” no significa suryectividad).

3. La siguiente construccién puede utilizarse para mostrar que, en la cat-
egoria de grupos, un epimorfismo categérico es siempre una suryeccion:

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Llamemos X al conjunto de
clases a izquierda de G/ H. La multiplicacién a derecha por elementos de
G permuta estas clases, luego X es un G espacio. Si llamamos K := Zy
al grupo aditivo de las funciones de X en Z,, entonces G acttia por au-
tomorfismos de grupo en K, y se puede formar el producto semidirecto
de K con G a través de esta accion. Se tiene siempre definido un mor-
fismo que llamaremos « : G — K X G dado por g — (0, g).

Llamemos ¢ a la funcion que vale 1 en la clase de H y cero en las demaés,
definimos la funcién g : G — KXG a través de g — (6 — g(9), g).

Esta funcién es un morfismo de grupos (verificarlo!) y ademas los el-
ementos de G en donde « es igual a § son exactamente los elementos
en donde § = ¢(d). Como ¢ actiia permutando las clases a través de
la multiplicacién a derecha, la clase de H es igual a la clase de H.g si
y solo si g € H. Esto dice que si componemos a 6 3 con la inclusion
H — G, entonces estos morfismos coinciden. Si suponemos ahora que
la inclusion H — G es un epimorfismo categdrico, deberia valer a = 3

sobre todo G, pero como « coincide con 3 exactamente en H resulta
G=H.

4. Si consideramos el ejemplo de categoria en donde la coleccion de sus
objetos forma un conjunto ordenado, y entre un objeto i y otro 7 hay un
(inico) morfismo si y sélo si ¢ < j, como los conjuntos Hom({i}, {j})
son o bien vacios o bien unitarios, entonces todo morfismo es un epi-
morfismo. Notar que esta es una categoria en donde todo morfismo es
a la vez monomorfismo y epimorfismo sin necesidad de que todo mor-
fismo sea isomorfismo. jpara qué relaciones de orden todo morfismo es
un isomorfismo?
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9.2. Limites y Colimites

9.2.1. Productos

Si X e Y son dos conjuntos, el producto cartesiano X x Y es el conjunto
de pares {(z,y) / * € X, y € Y}. Se observa que toda funcién de un
conjunto Z en X x Y queda determinada de manera tinica por una funcién
de Z en X yotrade Zen Y puessi f: Z — X xY, paraun z € 7,
f(z) € X xY, luego es de la forma f(z) = (fi(z), f2(2)), la funcién f; se
consigue componiendo f con la proyeccién p; : X x Y — X, ((z,y) — z),
analogamente fo componiendo f con la proyeccion p, : X x Y — Y. Dicho
en forma de diagrama:

X

]
p1
af

Z-—-=-XxY

Y

Es decir, dadas f1: Z — X y fo : Z — Y, existe una tnica funciéon f : Z —
X xY talque f=p;jof,i=12.

Esto ultimo permite generalizar la nocién de producto cartesiano a una
categoria €, obteniéndose:

Definicién 9.2.1. Dados {X;}ier una familia de objetos de una categoria €
indexados por un conjunto I, se define un producto directo []..; X; como
un objeto de € con las siguientes dos propiedades:

i€l

n Vj e I, existe un morfismo p; : [[,c; Xi — Xj.

icl
» (Propiedad universal) Si Z € Obj(€) y para todo j € I se tiene dado
un morfismo f; : Z — Xj, entonces existe un unico morfismo f : Z —

[Lic; Xi tal que f; = pio f para todo i € I.

Observacion: Dados {X;};cr € €, si un objeto producto existe, entonces es
tinico a menos de isomorfismo, por lo tanto uno puede hablar (suponiendo
que exista) de el objeto producto directo.

Demostracién: Sean (X, {m; : X — X;}), (X', {p; : X — X;}) dos objetos
producto. Por la propiedad universal del producto de X, al tener definidas
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flechas p; : X’ — X, queda definida una tnica flecha p : X’ — X tal que
m; o p = p;. Simétricamente, como X’ también es un producto, usando las
flechas m; : X — X, queda definida una tnica flecha 7 : X — X’ tal que
biom = T.

Idx,
Xi—= X

are

X/ - P X - . X/
Afirmamos que estos morfismos son isomorfismos, uno el inverso del otro.

Para ver esto, consideramos la composicion po 7w : X — X, al calcular la
composicion con las proyecciones tenemos las igualdades:

mo(pom)=(mop)om=pom=m=moldx
Es decir, el diagrama siguiente con cualquiera de las dos flechas conmuta

X
por
%Z( i”"

Luego, por unicidad, tiene que ser p o m = Idx. La otra composicién es
analoga.

Todo morfismo f : X — Y entre dos objetos de una categoria € induce,
por composicion, para cada objeto Z de €, una funcién entre los conjuntos
f« : Homg(Z, X) — Homg(Z,Y). Si ahora uno tiene un objeto [[;c; X; v
para cada j € I morfismos p; : [[,.; Xi — X, ésto induce para cada objeto
Z funciones (p;). : Homg(Z,[[;c; Xi) — Homg(Z, X;). Ahora bien, estas
aplicaciones son funciones entre conjuntos, y en la categoria de conjuntos
uno sabe qué es el producto cartesiano, luego tener una familia de funciones,
una por cada coordenada, equivale a tener una funcién que llegue al producto
cartesiano. Se puede comprobar sin dificultad que una definicién equivalente
de producto en una categoria € puede ser enunciada de la siguiente manera:

Proposicion 9.2.2. El par <HX1-, ;1L Xi — Xj}jg) es un producto

el
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de la familia {X;}icr en € siy sdlo si la funcion natural

[[®). : Homg(Z, [ [ Xi) — ] [ Homg(Z, X)

iel iel i€l

f=Apio flier
es una biyeccion para todo Z € Obj(€).

Demostracion: Que la funcién natural de la proposicion sea suryectiva es
precisamente la parte de “existencia” de la definicion de producto, la parte
de “unicidad” corresponde a que la funcion entre los Hom sea inyectiva.

Ejemplos: En la categorias de conjuntos, moédulos sobre un anillo, anillos,
grupos (conmutativos o no), el producto categérico es el producto carte-
siano, pero esto no tiene por qué ser siempre asi. Consideremos, dado un
cuerpo k, la categoria de k-espacios vectoriales Z-graduados, donde los ob-
jetos son espacios vectoriales provistos de una descomposicion V. =@ 7V,
y los morfismos son transformaciones lineales que respetan la graduacion,
es decir, dado V = @, czV,, vy W = @,czW,, dos espacios vectoriales grad-
uados, Homg(V,W) = {f : V. — W transformaciones lineales tales que
f(Vn) € W, ¥ n € Z}. Respetar la graduacién es estable por composi-
cién, y el morfismo identidad obviamente respeta la graduacion, por lo tanto
los espacios vectoriales graduados junto con los morfismos graduados for-
man una categoria. Se puede probar facilmente (verificarlo!) que el producto
en esta categoria existe, y se calcula coordenada a coordenada, es decir, si
{V*'}ier es una familia de espacios vectoriales graduados, entonces el objeto
@Bnez([Lic; Vi) es el producto categdrico.

Si definimos k[n] como el espacio vectorial graduado que en grado n tiene
a k y cero en los demds grados, entonces el producto categérico de {k[n]},cz
es un espacio vectorial graduado con un espacio vectorial de dimensiéon uno
en cada grado, es decir es que es isomorfo a k). Si en cambio olvidamos
la graduacidn, el producto en la categoria de espacios vectoriales (o en la
categoria de conjuntos) de los k[n] es kJZ, que contiene estrictamente a k).

Otro ejemplo en donde el producto no se calcula con el producto carte-
siano es el de la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado,
y en donde existe una (tnica) flecha i — jsiy sélosii < j.Si (k — i,k — j)
es un producto, esto significa, por un lado que k£ < ¢y que k < j, ademas
la condicién de la propiedad universal afirma que si existen flechas &' — iy
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k' — j, entonces existe una tunica flecha k' — k haciendo conmutar el corre-
spondiente diagrama. Traduciendo “existe una flecha” por “es menor o igual
que”, la propiedad universal se traduce en “dado un k' < iy k' < j, entonces
k' < k; en otras palabras, el producto de i y j no es otra cosa que el infimo
entre 7 y 7, que nada tiene que ver con productos cartesianos. Este ejemplo
muestra ademas que los productos categéricos no necesariamente existen.

9.2.2. Coproductos

Definicién 9.2.3. Sea {j; : X; — X}ier una familia de morfismos en una
categoria € indexada por un conjunto I, diremos que X (junto con los mor-
fismos j;) es el coproducto de los X; si y solo si la familia {j; : X — X;}ier
es un producto en la categoria €7, se denotard X :=[],.; X;.

Con demostracién obvia, se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 9.2.4. Dada {X;}ic; una familia de objetos de €, si un copro-
ducto existe, entonces es unico a menos de isomorfismo.

Proposicién 9.2.5. Sea {X;}ie; un conjunto de objetos de una categoria €,
X un objeto de € y j; : X; — X morfismos; son equivalentes:

s X es el coproducto de los X;.

s Para cualquier objeto Y de € y cualquier familia de morfismos f; :
X, — Y, existe un tunico morfismo f: X —Y tal que foyj, = f;

Xi Ji

7/
) v
le S
Y

= Dado cualquier objeto Y en €, la funcion natural
[1J; : Homg(X,Y) — [ [ Homg (X:,Y)
i€l iel
es una biyeccion.

Demostracion: se deja como ejercicio.

Ejemplos: / Ejercicios:
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1. En la categoria de conjuntos, y en la categoria de espacios topoldgicos,
el coproducto es la unién disjunta.

2. En la categoria de médulos sobre un anillo, el coproducto es la suma
directa.

3. En la categoria de grupos (no necesariamente conmutativos), el co-
producto de dos grupos GG y H no es el producto cartesiano G x H
(para demostrar esto, encuentre un contraejemplo, basindose en que
los elementos de G' conmutan con los de H en G x H).

4. En la categoria de anillos conmutativos con uno, el coproducto es el
producto tensorial sobre Z.

5. En la categoria de anillos con uno (no necesariamente conmutativos)
el producto tensorial sobre Z no es el coproducto (compare con la cat-
egorfa de grupos).

6. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado y
existe una (unica) flecha i — j si y sélo si ¢ < j, el coproducto entre
dos elementos 7 y j es el supremo.

9.2.3. Objeto inicial, objeto final, Ker y Coker

En una categoria €, un objeto I se denomina inicial en caso de que, dado
cualquier otro objeto X de €, exista un tnico morfismo I — X. Como es de
esperar, un objeto inicial, si existe, es tinico salvo isomorfismo. Para ver esto,
si J es otro objeto inicial, existe un tnico morfismo, llamémoslo j : J — I.
Por otro lado existe un tnico morfismo ¢ : I — J. Si componemos estos dos
morfismos joi : I — I obtenemos un morfismo de I en I, pero como [ es un
objeto inicial, el conjunto de morfismos de I en I contiene un tinico elemento,
luego ese tinico elemento tiene que coincidir con j o 4. A su vez, Id; : I — 1,
luego por unicidad, j o ¢ = Id;. La cuenta para ver que ¢ o j = Id; es similar.

Ejemplos:

1.  En la categoria de conjuntos y en la categoria de espacios topoldgicos,
el conjunto vacio es el objeto inicial.

2. En la categorfa de espacios topolégicos con punto de base, el par ({x¢}, zo)
es un objeto inicial.
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3. En la categoria de mddulos sobre un anillo, el médulo {0} es un objeto
inicial. El grupo {eg} es el objeto inicial en la categoria de grupos.

4. En la categoria de anillos con uno (no necesariamente conmutativos),
7 es un objeto inicial.

5. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado y
existe una (tnica) flecha i — j si y sélo si ¢ < j, un objeto inicial es el
minimo (que, naturalmente, podria no existir).

Dualmente, un objeto F' en Obj(€) se llama objeto final si, para cualquier
otro objeto X de € existe un unico morfismo X — F.

Ejercicio: Dada una categoria €, un objeto F' es final si y sélo si F' es un
objeto inicial en €°. Si una categoria € tiene un objeto final, éste es tnico
salvo isomorfismo.

Ejemplos:

1. En la categoria de conjuntos y de espacios topoldgicos un conjunto
unitario es un objeto final.

2. En la categoria de espacios topoldgicos con punto de base, el par ({x¢}, zo)
es un objeto final.

3. En la categoria de mddulos sobre un anillo, el médulo {0} es un objeto
final. El grupo {es} es un objeto final en la categoria de grupos.

4. En la categoria de anillos con uno el conjunto {0} es un objeto final
(en el anillo {0}, 1 =0).

5. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado y
existe una (tnica) flecha i — j si y sélo si ¢ < j, la nocién de objeto
final coincide con la de maximo.

Notamos que a veces el objeto inicial coincide con el objeto final, y otras
veces no. Una categoria se dice que tiene objeto cero en caso de que tenga
objeto inicial, objeto final, y que éstos coincidan. Las categorias de médulos
sobre algin anillo, asi como la categoria de grupos y la categoria de conjun-
tos (o espacios topolégicos) con punto de base tienen objeto 0, no asi la de
conjuntos o de espacios topoldgicos, ni la de anillos. En una categoria con
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objeto cero se puede definir la nocién de ntcleo y dualmente de contcleo.
Observar que la nocién de objeto cero es autodual, es decir, € tiene objeto 0
si y sélo si € tiene objeto cero, y el cero de € sirve como cero de €.

Observacién: Si € es una categoria con objeto cero, entonces, dado un par
de objetos X e Y, el conjunto HomQ:(X ,Y) nunca es vacio pues siempre
existe el morfismo composicion:

X—-0—=Y

La existencia de X — 0 se debe a que 0 es objeto final, y la existencia del
morfismo 0 — Y se debe a que 0 es también un objeto inicial. El morfismo
X — Y definido de esta manera se llama morfismo cero, y se lo denota
también 0.

Definicién 9.2.6. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria € con
objeto cero, un morfismo i : K — X se dice un nicleo de f en caso de que:

» foi=0.

» Sij:Z — X es un morfismo tal que foj = 0, entonces eriste un
unico morfismo j : Z — K tal que 10 j = j. En forma de diagrama:

Se deja como ejercicio verificar que si un morfismo f : X — Y admite
ntcleo, éste es unico salvo isomorfismo, este objeto se denomina Ker(f), y la
flecha Ker(f) — X se suele denominar ker(f).

Comparando esta definicién con la propiedad universal del nticleo en el
contexto de grupos y de moédulos, vemos que la nociéon de nucleo categorico
dada aqui coincide, en estos casos, con la nocién de ntcleo habitual.

La nocién de conticleo es dual a la de nticleo:

Definicién 9.2.7. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria € con
objeto cero, un morfismo p : Y — C' se dice un conicleo de f en caso de
que:

= pof=0.
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= Sij Y — Z es un morfismo tal que jo f = 0, entonces existe un
unico morfismo j : C'— Z tal que jop = j, en diagramas:

Ejercicio: Dada f : X — Y, un morfismo p : Y — (' es un contcleo de f
siysblosip:C — Y esun nicleo, en €% de f : Y — X. Si una flecha f
admite contcleo, éste es unico salvo isomorfismo.

Aligual que en caso de niicleo, el objeto conticleo se suele denotar Coker(f),
y el morfismo se denota en letras mintsculas.

En la categoria de modulos sobre un anillo, dado un morfismo f : M — N,
el conticleo de f es la proyeccion 7 : N — N/Im(f). En la categoria de
grupos, si f : G — H es un morfismo de grupos, el conticleo es la proyeccion
al cociente H — H/N(Im(f)), donde N(Im(f)) es el normalizador de Im(f)
en H, es decir, el subgrupo normal méas chico que contiene a Im(f) (que
eventualmente puede contener estrictamente a Im(f)).

Sif:(X,z9) — (Y,y0) es un morfismo en la categoria Getsy (es decir,
f X — Y esuna funcién tal que f(x¢) = yo), se puede comprobar facilmente
que Ker(f) = {xr € X / f(x) = yo}, xo), y Coker(f) = (Y/ ~,7) donde la
relacién de equivalencia ~ estd definida por f(x) ~ yo Vo € X.

9.2.4. Egalizadores y coegalizadores

Si consideramos intuitivamente los nticleos como los objetos formados por
elementos que verifican una igualdad, y los conticleos como cocientes, resulta
natural generalizar estas construcciones a otras categorias en donde la nocién
de cero no exista pero si exista una nocién de “ecuacién” o igualdad, asi como
también a categorias en donde exista la nocién de cociente por una relacion
de equivalencia.

Definicién 9.2.8. Sean f,g : X — Y dos morfismos en una categoria
cualquiera €. Llamaremos un egalizador de f y g a un objeto E prouvis-
to de un morfismo 1 : E — X tal que foi = goi, que sea universal con
respecto a esa propiedad. Mds precisamente, si h : Z — X es un morfismo
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tal que foh = goh, entonces existe un tinico morfismo h:Z— E ta que
h=10h

Ejercicios:

1. Si dos morfismos f,g : X — Y admiten egalizador, éste es unico a
menos de isomorfismo.

2. Si la categorfa admite objeto cero y f : X — Y, entonces Ker(f)
coincide con el egalizador de los morfismos f,0: X — Y.

La nocién de coegalizador es la dual:

Definicién 9.2.9. Sean f,g : X — Y dos morfismos en una categoria
cualquiera €. Llamaremos un coegalizador de f y g a un objeto C' pro-
wvisto de un morfismo p 1Y — C tal que po f = po g, que sea universal con
respecto a esa propiedad. Mds precisamente, si h 'Y — Z es un morfismo
tal que po f = po g, entonces existe un tnico morfismo h : C' — Z tal que
h=hop

Ejercicios:

1. Si dos morfismos f,g : X — Y admiten coegalizador, éste es tinico a
menos de isomorfismo.

2. Si la categoria admite objeto cero y f : X — Y, entonces Coker(f)
coincide con el coegalizador de los morfismos f,0: X — Y.

3. Sif,g: X — Y son dos morfismos en la categoria de conjuntos, en-
tonces el egalizador de f y g consiste en el cociente de Y por la relaciéon
de equivalencia y ~ 3/ < 3 x € X tal que o bien y = f(x) e y = g(x),
o bien y = g(x) e ¢y’ = f(x).
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4. Si f,g: M — N son dos morfismos entre dos médulos sobre un anillo
A, entonces el coegalizador de fy g es N/(f(m)—g(m) : m € M).

9.2.5. Push-outs y pull-backs (productos fibrados y cuadra-
dos cartesianos)

La nocion de coproducto se utiliza frecuentemente para construir un obje-
to a partir de otros dos, pero puede ocurrir que un objeto quede determinado
por un par de subobjetos sin ser necesariamente su coproducto. Ilustrando
este hecho, podemos considerar un modulo M generado por dos submaédulos
M; y My, tales que My N My # {0}, y por lo tanto M # M; @& M,, o bien un
conjunto X que sea la unién de dos subconjuntos Y y Z, donde esta uniéon
no sea necesariamente disjunta.

En el caso de los conjuntos, si se desea definir una funcion con dominio el
conjunto X = Y U Z, es claro que basta definirla por un lado en Y y por otro
lado en Z, pero como puede haber puntos en comun, las funciones definidas
por separado deben coincidir en Z NY'.

En el caso de médulos la situacién es similar, si se tienen definidos mor-
fismos fi: My — Ny fo: My — N,y M = M; + M, la condiciéon para que
f esté definida en M se puede deducir de la siguiente manera:

Como M = M; + My, las inclusiones M; — M y My — M definen un
unico morfismo M; @& M, — M que es un epimorfismo. Por lo tanto M es
un cociente de My & Ms. Si un par (my,mq) € My @ M, va a parar a cero
en M, significa que my; + my = 0, o lo que es lo mismo m; = —msy, y como
my € My y my € M, se sigue que my y ms son elementos de My N My, luego
Ker(Mi@®&My — M) = {(m,—m) : m € MiNMs}.Si fi®fo : Mi®M; — N,
la condicién para que esta funcién pase al cociente es que se anule en el nicleo,
es decir que (f1 @ fo)(m,—m) =0V me MiNM, < fi(m)+ fa(—m) =
0V m € M;N M, olo que es equivalente, que f; y fo coincidan en donde
coinciden sus dominios.

Esta nocién, de construir un objeto a través de dos partes, pero que
pueden tener relaciones entre ellas, es la que se formaliza categéricamente a
través de la definicién de push-out:

Definicién 9.2.10. Sean f : X — Y y g : X — Z dos morfismos (ver
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diagrama,)

x5y

7

Z

Un objeto T', junto con dos morfismosi:Y — T yj:2Z — T se llama un
push-out de f y g si verifica las siguientes dos condiciones: 1) io f =jog,
y 2) es universal con respecto a esa propiedad, es decir, dado un diagrama
conmutativo de flechas llenas como el siquiente, siempre puede completarse
de manera unica y conmutativa con la flecha punteada:

x-t-y

] l
e
f

N
X—=Y

Notacién: el push-out de un diagrama ¢ se denotarda Z [ [ Y.
Z

Ejercicios:

1. Sea X un conjunto, Y y Z dos subconjuntos de X. Demuestre que

YNZ——Y
es un cuadrado push-out.

J—=Y UZ

2. Sea I un objeto inicial en una categoria € con coproductos, X e Y dos
I—X
objetos de €, entonces el pushout de J/ es X[]Y.
Y

3. Sea € una categoria que admite coproductos y coegalizadores, entonces
el push-out de dos morfismos f: X — Y y g: X — Z se calcula como
el coegalizador de iy o f : X = Y [[Zyizof: X —=>Y]][Z.
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4. Calcule explicitamente el push-out en la categoria de médulos.

M- N
5. Ver que en la categoria de modulos, un diagrama J/ ig es un
0—T
cuadrado push-out si y s6lo si la sucesion () M ! N—L=T

es exacta.

6. Describir al coegalizador como la “composicién” de dos push-outs.

La nocion de pull-back es el concepto dual:

Definicién 9.2.11. Sean f : Y — X y g : Z — X dos morfismos (ver
diagrama,)

Y

\r

75X

Un objeto T', junto con dos morfismosp: T —Y yq:T — Z se llama un
pull-back de f y g si satisface las dos condiciones siguientes: 1) fop = goq,
y 2) es universal con respecto a esa propiedad, es decir, dado un diagrama
conmutativo de flechas llenas como el siguiente, siempre se pueda completar
de manera unica y conmutativa con la flecha punteada:

T—Y
f
Z—"=X
Y
Notacioén: el pull-back de un diagrama W se denotard Z [[ Y.
g
Z—=X

Ejercicios:

1. Sea € una categoria que admite productos y egalizadores, entonces el
pull-back de dos morfismos f:Y — X y g: Z — X se calcula como el
egalizador de fopy :Y[[Z =Xy fopz:Y]][Z — X.
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2. Describir el pull-back en la categoria de conjuntos y en la de médulos.
3. Describa el pull-back en la categoria de espacios topolégicos.

T—Y
4. Sea $ ¢ un cuadrado conmutativo en una categoria €. Ver que es
Z—=X
un cuadrado push-out (respectivamente pull-back) si y sélo si para todo
objeto W en €, aplicando Homg (—, W) (respectivamente Homg (W, —)
) queda un cuadrado pull-back en la categoria de conjuntos.

5. Sea f: X — Y un morfismo en una categoria cualquiera. Probar que f
X2 x

es un monomorfismo si y sélo si el diagrama Id\L ; W es un pull-back.
X =Y

6. Enunciar y demostrar la version dual del ejercicio anterior, con epimor-
fismos y push-outs.

9.2.6. Limites

Daremos en esta seccién la definicién de limite (o limite inverso, o limite
proyectivo) y la de colimite (o limite directo, o limite inductivo). Estas son
nociones categoéricas. En categorias concretas, como la categoria de conjuntos,
o de modulos sobre un anillo, la parte de los datos que corresponde a los
objetos puede interpretarse como las piezas con las que se construye el objeto
limite, y las flechas como las relaciones que se le imponen. La nocién de
limite inverso generaliza la de producto, egalizador, y objeto final, la nocién
de colimite es la nocion dual a la de limite, y como es de esperar generaliza
a la nocion de coproducto, coegalizador y objeto inicial.

Para fijar ideas, comenzamos con la construccion del limite en la categoria
de conjuntos:

Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (I, <) (que puede ser
vacio), una familia de conjuntos {X;},c; y por cada i < j una funcién fi<; :
X,; — X;. A estos datos les pedimos la siguiente condicién de compatibilidad:
sit < j < k, entonces fi<j o fj<i = fi<i es decir, cada vez que hay tres
elementos ¢, 7, k de I tales que ¢« < j < k, entonces el siguiente es un diagrama
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conmutativo:
f.
Xk i<k i
fxx lfigj

X;

A un conjunto de datos con esas propiedades se lo llamara un sistema
proyectivo. Notemos que si elegimos una familia de funciones entre var-
ios conjuntos, esta familia siempre estd parcialmente ordenada diciendo que
una funciéon f es menor o igual que otra funcién g si y sélo si son “com-
ponibles”, es decir, si el codominio de f coincide con el dominio de g, luego,
tratandose de datos que contienen una familia de funciones, resulta natural
indexarlos por un conjunto parcialmente ordenado.

Lo que se busca es agregarle un supremo al conjunto parcialmente orde-
nado I, lo cual significaria agregar un conjunto X;, en donde, para todo ¢ €
estén definidas funciones f; : X;, — X; (i.e. que ig > i Vi € I), y que el
conjunto I U {ig} siga siendo un sistema compatible, es decir, que para cada
1 < 7, los diagramas que se agregan

f.
Xig — J
PN

X;

sean conmutativos, y ademas, que este conjunto X;, sea lo més grande posi-
ble, es decir, que si un conjunto X’ tiene definidas funciones ¢g; : X' — X,
compatibles con la relacion de orden de I, entonces estas funciones se fac-
toricen a través de X (ver diagrama).

fA
X — j

A
| .
3-9: % lflﬁj

X/T)Xi

La construccién de un conjunto X, con tales propiedades puede ser dada
como sigue:
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Definir, para cada ¢ € I, una funcién de X en X; es equivalente a definir
una funcién f: X — [[..; X;. Si ademds, para cada i < j, el diagrama

f4
Xio > J

NP

Xi

es conmutativo, entonces la imagen de f : X — [],.; X; estd necesariamente
contenida en el subconjunto {(z;)icr : fi<j(z;) = x; Vi < j}. Llamamos
h’n;l X, a este subconjunto del producto, y definimos f; : h’r? X, — X, ala
composicion de la inclusién del limite en el producto con la proyeccion en la
coordenada i-ésima:

Por construccion, queda demostrada la siguiente proposiciéon:

Proposiciéon 9.2.12. (Propiedad universal del limite) Sea I un conjunto
parcialmente ordenado y {fi<; + X; — Xi}ijer, i<j un sistema proyectivo,
entonces:

» Las funciones f; : lirrll X; — X, verifican que para todo i < j, fi<jof; =
fi-

» Si{gi: Y — X;} es un conjunto de funciones que verifican que para
todo @ < j, fi<j o g; = gi, entonces existe una unica funcion g : Y —
h’r? X; tal que g; = fiog

La proposicién anterior sirve como definicién (en caso de que exista) del
limite de un sistema proyectivo de morfismos en una categoria arbitraria.
Dejamos como ejercicio la demostracion del siguiente resultado:

Proposicion 9.2.13. Dado un conjunto parcialmente ordenado I, y un sis-
tema proyectivo {fi<j : X; — X}, un objeto X es el limite de este sistema
si 3y solo si, para cada objeto Y, Homg (Y, X) es el limite (en la categoria de
conjuntos) del sistema proyectivo {( fi<;)« : Homg (Y, X;) — Homg (Y, X;)}.

Ejemplos: / Ejercicios:
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1. Consideremos, en una categoria cualquiera, un diagrama X .
f
Xy —"> X;

Definimos sobre el conjunto {1, 2,3} el orden parcial en donde el 1 y el 2

no estan relacionados, 3 <1y 3 < 2. Llamamos fs<; = f v f3<2 := g,

entonces el limite del sistema proyectivo { fs<1 : X1 — X3, fs<2 : Xo —
X3} no es otra cosa que el pull-back del diagrama anterior.

2. Sea {X;}ics una familia de objetos de una categoria € indexados por
un conjunto I, y consideremos el orden parcial en I en donde ningun
elemento estd relacionado con ningin otro (es decir, el conjunto de
{fi<j: 1,7 € I, i < j} sblo contiene las identidades Id; = f;<;. Entonces
el limite de este sistema proyectivo coincide con el producto de los X;.

3. Sea [ el conjunto vacio, entonces h'rg es un objeto final.

4. Los coegalizadores pueden calcularse a partir de dos limites consecu-
tivos, de hecho, a partir de dos pull-backs consecutivos:
Sean f,g : X — Y y consideremos el pull back X[[, X — X .

|, b

Si estuvieramos en la categoria de conjuntos, X [[, X = {(z,2') €
X x X/ f(z) = g(«")}, pero como queremos definir el subconjunto
formado por {z € X / f(z) = g(x)}, una manera es considerar la in-
terseccion de X [y X con la diagonal {(x,z) / x € X}, es decir, la
imagen de X en X x X que se define a través del diagrama:

/X

i
[1x
i

Llamemos A : X — X [[X al morfismo definido anteriormente (que
tiene sentido en cualquier categoria). Demostrar entonces que el egal-
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izador de f y g es el pull-back del diagrama

XTIy X

|

X —2X[[X

(se deja como ejercicio también descubrir cudl es la flecha natural

En la categoria de modulos sobre un anillo fijo, el limite de un sistema
proyectivo coincide con el limite visto en la categoria de conjuntos.

Sea k un anillo cualquiera, consideremos los naturales con el orden
usual. En la categorfa de anillos llamamos k[z]<, := k[z]/(z"™) a los
polinomios truncados en grado n. Sin < m, fo<m.k[z]<m — klz]<, de-
nota la proyeccién canénica, probar que 11:2 k[x]<, = k[|x|], las series

de potencias formales con coeficientes en k.

Sea [ un conjunto parcialmente ordenado que tiene maximo, es decir
que existe ig € [ tal que 7o es comparable con todo elemento de I y
ademas iy < iV i € I. Demostrar que si { fi<; : X; — X} es un sistema
proyectivo cualquiera, entonces su limite existe y coincide con Xj,.

En la categoria de conjuntos, si {X;}icr es una familia de subconjuntos
de X, ordenada por el orden inverso a la inclusion, y se consideran
como morfismos también las inclusiones, entonces lim X; = N;c; X;.
—
T

9.2.7. Colimites

La nocion dual a la de limite es la de colimite:

Definicién 9.2.14. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, {X;}icr una
familia de objetos de una categoria dada €, y para cada i,j en I con i < j
un morfismo fi<; : X; — X;. La familia de objetos X; junto con los morfis-
mos fi<; se denominard un sistema inductivo en caso de que verifiquen la
condicion de compatibilidad fi<y o fi<; = fi<k para todo i < j <k.

Definicién 9.2.15. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, {fi<; : X; —
X;} un sistema inductivo. Llamaremos limite directo (o limite inductivo,
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o limite inyectivo, o colimite), en caso de que ezista, a un par (X, {f; : X; —
X}) que verifique las siguientes propiedades:

= 511 < 7, fjofigj:fz'-

= S1Y es un objeto cualquiera, y g; : X; — Y es una familia de morfismos
que satisface que gjo fi<j = g; para todo 1 < j, entonces existe un inico
morfismo g : X — Y tal que g; = go f;.

A este objeto X lo denotaremos h'n]l X;.

La siguiente proposicion tiene demostracién obvia:

Proposicién 9.2.16. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y {fi<; :
X; — X} un sistema inductivo en una categoria €.

1. Si un limite directo existe, es unico salvo isomorfismo.

2. Un limite directo en una categoria € es lo mismo que un limite inverso
en la categoria opuesta.

3. Dado un objeto cualquiera Y, el sistema {(fi<;)* : Homg(X};,Y) —
Homg (X3, Y)} es un sistema proyectivo. Un objeto X es un limite di-
recto de los X; si y solo si Homg(X,Y) es el limite inverso (en la
categoria de conjuntos) de los Homg(X;,Y) para todo objeto Y.

Ejemplo: En la categoria de conjuntos, si {X;}ic; es una familia de sub-
conjuntos de X, ordenada por la inclusiéon, y se consideran como morfismos
también las inclusiones, entonces lim X; = U;c1X;.

—I

9.3. Funtores

9.3.1. Definicién y ejemplos

Una vez definido el concepto de categoria, en donde se tiene en cuenta
simultaneamente la nociéon de objeto y la de morfismo, el concepto de funtor
resulta natural, pues es un “morfismo” de una categoria en otra:

Definicién 9.3.1. Sean € y ®© dos categorias, un funtor F' de € en ®, que
denotaremos F' : € — 3, es el siguiente par de datos:
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» Una asignacion, para cada objeto X de €, de un objeto F(X) de D.

» Para cada par de objetos X eY de &€, una funcion

Fxy : Homg(X,Y) — Homg (F(X), F(Y)).

Verificando los siguientes dos axiomas:

Fi: Sig: X =Y yf:Y — Z son dos morfismos en €, entonces F(fog) =
F(f)e Fl(g)-

F2: Para todo objeto X de €, F(ldx) = Idp(x).

Nombres: Muchas veces se denomina funtor covariante a un funtor segin
la definicién anterior. Si en cambio se tiene una asignacién de objetos X +—
F(X) y de flechas Fxy : Homg(X,Y) — Homg (F(Y), F(X)) que satisface
el axioma F1 y el axioma F2': F/(fog) = F(g)oF(f), entonces F' se denomina
funtor contravariante.

Ejemplos:

» O :—Gets, dado un grupo G, O(G) es el conjunto G, ysi f : G — G’
es un morfismo de grupos, O(f) es simplemente f, vista como funcién.

» O: 4Mod — Gets, dado un A-médulo M, O(M) es el conjunto sub-
yacente M, si f : M — N es una aplicacién A-lineal entre M y N,

o) =r.

= Se pueden definir de la misma manera, funtores “olvido” de la categoria
Top en Gets, o de Topy en Top (olvidando el punto de base), de la cat-
egoria 4Mod en b, tomando un A-médulo y considerando solamente
la estructura subyacente de grupo abeliano.

= Un ejemplo menos trivial es el funtor “abelianizacién” Ab :&—Ab,
definido por

G — G/|G,G]

fef
Notar quesi f : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces f([G,G]) C
[f(G), f(G)]. Es por eso que estd bien definida la aplicacién de gru-
pos (abelianos) f : G/[G,G] — G'/[G',G"]. Queda como ejercicio
demostrar la funtorialidad de Ab (es decir, que fog = fogy que
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Un ejemplo de construccién que no es funtorial es la asignacion, de & en
2Ab dada por G — Z(G) (Z(G) = el centro de G); ipor qué no es funtorial?

Mas ejemplos:

1. Si X esun objeto fijo en una categoria €, entonces se tienen dos funtores
en la categoria de conjuntos:

» Homg (X, —) : € — Gets (covariante)

Y + Homg(X,Y)
(f:Y = Z)— (f. : Homg(X,Y) — Homg (X, 2))

donde, si ¢ : X — Y, fi(¢) : X — Z estd definido por f o ¢.
= Homg(—, X) : € —Gets (contravariante)

Y +— Homg (Y, X)
(f:Y = Z)— (f": Homg(Z, X) — Homg(Y, X))

donde, si ¢ : Z — X, f*(¢) : Y — X estd definido por ¢ o f.

2. Si A es un dominio integro, entonces t : sMod — sMod dada por
M +— t(M) (la A-torsién de M), es un funtor.

3. De Gets en Top se pueden definir dos funtores “extremos”, usando la
topologia discreta: X — (X, P(X)), o la indiscreta: X +— (X, {0, X'}).

4. De Gets a ® 0 4Mod se puede definir el funtor “libre”, es decir L(X) =
el grupo libre generado por el conjunto X, o AX) el A-médulo libre
generado por X. Como definir un morfismo con dominio L(X) (resp.
AX)) equivale a definir una funcién de conjuntos sobre X con dominio
en otro grupo (resp. en otro A-mdédulo), dada una funcién X — Y

queda univocamente determinada una flecha de grupos de L(X) —
L(Y) (resp. flecha A-lineal de AX) — A,

9.3.2. Transformaciones naturales

Asi como los funtores pueden considerarse como los morfismos entre las
categorias, las transformaciones naturales pueden considerarse como los mor-
fismos entre funtores.
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Definicién 9.3.2. Sean Fy, Fy : € — © dos funtores (covariantes) entre dos
categorias € y ©. Dar un transformacién natural n : F} — F, entre los
funtores Fy y Fy es dar un morfismo nx : F1(X) — F»(X) para cada objeto
X de €, con la propiedad siguiente:

St f: X —Y es un morfismo en € entonces el diagrama

Fi(f)
AX) 2 Ry
nx i
Fa(f
Fy(X) 2L py(v)

es conmutativo.

Nota: si los funtores Fi, F5 son contravariantes, se dird que n: Fy} — Fj
es una transformacion natural si es conmutativo el diagrama

Fi(f)
Fi(X)<——F(Y)
nx ny

Fa(f)
B(X) <= Fy(Y)

para todo morfismo f : X — Y. Si nx es un isomorfismo para todo objeto
X de € (sea caso contravariante o covariante), diremos que Fy y Fy son
naturalmente isomorfos y que 7 es un isomorfismo natural (notar que en ese
caso, el inverso de un isomorfismo natural también es una transformacién
natural).

Ejemplos:

1. Sean VW dos k-espacios vectoriales y sea f : V — W una transforma-
cién lineal. Sabemos que las inclusiones en el doble dual son tales que
el diagrama

v—low

ivl iwl
f**

V** S W**

es conmutativo, esto dice que la inclusién en el doble dual es una trans-
formacién natural entre los funtores Fy = Id y F = (—)*".
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2. Sabemos que dados dos anillos A, B y (bi)médulos 4 Xp, gY, 4Z se
tiene un isomorfismo

nxy,z: HOIIlA(X ®B }/7 Z) = HOIHB(}/, HOl’IlA(X, Z))

(ver teorema 7.3.1).

Fijados X e Yy consideramos los funtores Hom4(X®pY, —) y Homp(Y, Hom4 (X, —)),
dejamos como ejercicio verificar que este isomorfismo es una transfor-

macién natural. De la misma manera fijando X y Z, los funtores (con-

travariantes) Hom (X ®p —, Z) y Homp(—, Hom4 (X, Z)) también son

naturalmente isomorfos.

3. Dado un anillo A, los funtores Id, Homs(A,—) y — ®4 A de Mody4 en

Mod 4, son todos naturalmente isomorfos entre si.

4. Sea A un anilloy 4Z4 un A-bimédulo isomorfo a A como A-bimddulo,
llamemos u : Z — A ese isomorfismo. Entonces

v 4 @4 M — M

z®@m — u(z).m

define un isomorfismo natural entre los funtores Z ®4 — y el funtor

identidad.

5. Consideremos la categoria de anillos con unidad y la categoria de gru-
pos. Estd definido el funtor U(—) y (para cada entero positivo n fijo)
el funtor GL(n,—), que asocian respectivamente, dado un anillo A, el
grupo de unidades de A, y las matrices inversibles de n por n con co-
eficientes en A. Demuestre la funtorialidad de estas construcciones, y
muestre a su vez que la funcion determinante define una transformacién
natural entre GL(n, —) y U(—).

6. Se consideran los funtores sq : Gets — Gets y Homg, (2, —) definidos
por sq(E) = E x E'y Homg,4(2, —)(E) = Homg,4(2, £), donde 2
denota al conjunto de dos elementos {0, 1}. Probar estos funtores son
naturalmente isomorfos.

9.3.3. Funtores adjuntos, definiciéon y propiedades

Podemos enunciar ahora la definicién de adjuncién de funtores, que seré la
nociéon central de esta seccion:
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Definicién 9.3.3. Sean € y ®© dos categorias, F : € - D y G : 3D — &
dos funtores tales que para todo par de objetos M € Obj(€) y X € Obj(D)
existe un isomorfismo Homgy (F(M), X) = Homg(M,G(X)) que es natural
con respecto a las dos variables. En este caso diremos que F' es adjunto a
izquierda de G y que G es adjunto a derecha de F.

Ejemplos:

1. Sea 4Xp un A-B-bimédulo, FF = X ®p — y G = Homu (X, —). En-
tonces el isomorfismo Hom (X ®pY, Z) = Homp (Y, Hom4 (X, Z)) nos
estd diciendo que F' es adjunto a izquierda de G.

2. Sea A un anillo, / un conjunto, entonces el médulo A es A-libre y
tiene una base que esta en biyeccion con I. La propiedad de la base
nos dice que para definir un morfismo A-lineal con dominio en AX) y
codominio en otro A-mdédulo M, basta definir una funcién (de conjun-
tos) entre I y M. Llamemos O : A-mod—&ets al funtor olvido, que
a todo A-moédulo M le asigna el conjunto subyacente M. Entonces se
tiene que, identificando el conjunto I con la base canénica de AY), la
restriccién de AU en I establece una biyeccién natural

Hom4 (A", M) = Homg (1, O(M))

3. Sea A un anillo conmutativo y S C A un subconjunto multiplicativo
de A. Sea O : Ag-mod— A-mod el funtor que a todo Ag-mdédulo N le
asigna el mismo N pero considerado como A-mdédulo, con la estructura
definida a partir del morfismo candnico de anillos A — Ag. Se puede
verificar como ejercicio que la propiedad universal de la localizacién se
traduce en la adjuncién Homu, (Mg, N) = Hom (M, O(N)).

Ejercicios:

1. Dado un conjunto X, sea P(X) la categoria cuyos objetos son los sub-
conjuntos de X, y las flechas son las inclusiones. Fijamos dos conjuntos
Ay By f:A— B una funcién. Sea f~ : P(A) — P(B) el funtor
imagen y f~ : P(B) — P(A) el funtor imagen inversa. Demuestre que
f~ es adjunto a izquierda de f<.

2.V un k-espacio vectorial, A una k-algebra, T'(V') el élgebra tensorial,
O el funtor olvido de k-algebras en k-espacios vectoriales, entonces

Hom, _g(1q(T(V), A) 2 Homy(V, A)



M. A. Farinati — A. L. Solotar 227

3.V un k-espacio vectorial, A una k-algebra, S(V') el algebra simétrica,
O el funtor olvido de k-algebras conmutativas en k-espacios vectoriales,
entonces

Homkal[gQ%S(V)’ A) = Homg(V, A)

4. G un grupo A un anillo, U(A) el grupo de unidades de A, entonces
Homg (G,U(A)) = Homgy,, (Z[G], A)

5. G un grupo A una k-algebra, U(A) el grupo de unidades de A, entonces
Homg (G,U(A)) = Homkim[g(k[G}, A)

6. Sea X un conjunto cualquiera, denotemos F'(X) al grupo libre generado
por X, luego la propiedad universal del grupo libre se lee como:

Homg (F(X),G) = Homg, 5 (X, O(G))

La propiedad fundamental de los funtores adjuntos esta dada por el sigu-
iente teorema:

Teorema 9.3.4. Sea G : € — © un funtor que admite un adjunto a derecha
F :® — € entonces F preserva limites, en particular preserva productos,
push-outs, egalizadores, monomorfismos, objetos finales, y si existe objeto
cero preserva cero y conucleos. Dualmente G preserva colimites, en partic-
ular preserva coproductos, pull-backs, coegalizadores, epimorfismos, objetos
mictales, y si existe objeto cero preserva cero y nicleos.

Demostracién: Sea I un conjunto parcialmente ordenado y {fi<; : X; —
X;} un sistema proyectivo en ® que admite limite (X,p; : X — X;), quer-
emos ver entonces que el sistema proyectivo {F(fi<;) : F(X;) — F(X;)}
también admite limite, y que coincide con (F(X), F(p;) : F(X) — F(X;)).
Para esto, recordemos que X es limite de los X; si y sélo si la funcién natural

Homg (Y, X) — 11:1]& Homg (Y, X5)

es una biyeccién para todo objeto Y. Si C es un objeto de €, entonces se
tienen las siguientes biyecciones naturales:

Homg (C, F(X)) & Homg (G(C), X) = 1(1_H]1 Homg (G(Y), X;) = l(l_r? Homg (Y, F(X;))
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Lo que demuestra el teorema. La parte dual puede demostrarse de manera
directa, o bien notando que F : € — ® es adjunto a derecha de G si y sélo
si F': € — D% es adjunto a izquierda de G : 7 — € y los colimites en
® coinciden con los limites en .

Si G : € — ® un funtor que admite un adjunto a derecha F': ® — €&, no
necesariamente G preserva epimorfismos, ni F' monomorfismos, sin embargo,
en caso de que alguno de ellos tenga esa propiedad, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 9.3.5. Sea G : € — D un funtor que admite un adjunto a derecha
F:9 -

» Si G preserva monomorfismos entonces F' preserva objetos inyectivos.

s Si F preserva epimorfismos entonces G preserva objetos proyectivos.

Demostracion: veremos sélo el primer item, el segundo item se demuestra
o bien de manera analoga, o bien pasando a las categorias opuestas.

Supongamos ahora que GG preserva monomorfismos, queremos demostrar
que F' preserva objetos inyectivos.

Dado un objeto inyectivo I en ©, consideremos F'(I) y un monomorfismo
g : M — N en la categoria €. La definicién de inyectivo se esquematiza
mediante el diagrama

M—L=N

Es decir, dada una f € Homg(M, F'(I)) se quiere saber si se “extiende” a
N, o sea si existe alguna ]7: N — F(I) tal que f = fo g. La manera de
reescribir este parrafo en términos del funtor Homg(—, F'(1)) es decir si g, :
Homg (N, F(I)) — Homg(M, F(I)) es o no una funcién sobreyectiva, cada
vez que ¢ es un monomorfismo. A partir de la naturalidad de la adjuncion,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Homg (N, F(I)) —*~Homg (M, F(I))

| |

Homgy (G(N), T) £2% Homg (G(M), I)



M. A. Farinati — A. L. Solotar 229

Por hipétesis, G preserva monomorfismos, luego G(g) : G(M) — G(N) es
un monomorfismo, al ser I inyectivo en € se sigue que G(g). es una funcién
sobreyectiva, como las dos flechas verticales son biyecciones, se sigue que g,
es una funcion sobreyectiva, como se queria probar.

Ejemplos: El funtor olvido O : yMod — Gets claramente conserva epimor-
fismos, usando el teorema re-encontramos la propiedad bien conocida que dice
que los A-modulos libres son proyectivos. El funtor olvido de k-algebras en
k-espacios vectoriales tiene como adjunto al funtor dlgebra tensorial, es claro
que este funtor olvido preserva epimorfismos, luego las algebras tensoriales
son objetos proyectivos en la categoria de algebras.
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