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ALGEBRA II

Practica N°4

1. Probar que los siguientes conjuntos, equipados con las operaciones definidas, son anillos, y
determinar si son conmutativos, de divisién, integros.

(i) My (A), con la suma y el producto de matrices, A anillo.
(ii) AX ={f: X — A}, Aanillo, X conjunto, (f+g)(z) = f(z)+g(z), (f-9)(z) = f(x)g(z).

(iii) J[;c; As donde {A; :4 € I} es una familia de anillos, con la suma y el producto coorde-
nada a coordenada.

(iv) R = (P(X),A,N), donde X es un conjunto, P(X) el conjunto de partes de X, A la
diferencia simétrica y N la interseccién.

(v) Z[Vd] = {a+bVd:a,becZ} c Cdondedc Z.

2. Dar ejemplos de

(i) anillo de divisién que no sea cuerpo.
(ii) anillo conmutativo que no sea integro.

(iii) anillo integro que no sea de divisién.

3. Sea C[0,1] C R ¢] subanillo de funciones continuas. Determinar si es integro y caracterizar
los elementos inversibles de C10, 1].

4. Sea A un anillo. El grupo de unidades de A es el conjunto
U(A) ={u € A : u es inversible }

(i) Probar que la multiplicacién de A hace de U(A) un grupo.

(ii) Probar que U,, :=U(Zy) ={m € Zy, : (m : n) = 1}. Deducir que Z,, es cuerpo <= n
es primo.

(iii) Para n = 3,4,5,6,8 determinar el orden de U, y decidir si es o no ciclico o suma de
ciclicos. jEs Us = U5?.

(iv) Sea G un grupo; probar que G.1 C UZ[G], y que no vale la igualdad. Calcular U(Z[Zy,)).

Si A, B son anillos, denotamos Hom(A, B) al conjunto de morfismos A — B.

(v) Probar que si A es un anillo y G un grupo, la aplicacién f — f|G es una biyeccién

Hom(Z|G),A) — Hom(G,U(A))



10.

11.

12.

(vi) Calcular U(Z[z]/ < 2™ >) (n > 2).

Probar que todo anillo contiene un subanillo isomorfo a Z/nZ para algin n € Ny. ;Qué
puede decirse de n si A es anillo de divisiéon? ;y si es integro?

. Sea A = Z[\V3].
(i) Probar que en A la escritura es tinica, es decir que si a +bv/3 = ¢+ dv/3, entonces a = ¢
y b=d.
(ii) Sea N : A — Z la funcién (norma) definida por N(a + bv/3) = a? — 3b%. Probar que es
multiplicativa.

(iii) Probar que 2 4 v/3 es una unidad.
(iv) Probar que z € A es una unidad si y sélo si N(z) =16 N(z) = —1.
(v) Hallar otras unidades de A.

Caracterizar el grupo de unidades de: Z , K cuerpo, Z[i|, Z[v/—5], Blz] con B dominio
integro.

. Probar que todo anillo integro finito es un anillo de divisién.

. Sean R un anillo, n > 1y M,R el anillo de matrices de n X n con coeficientes en R. Probar

(i) SiI<R es un ideal bildtero entonces el conjunto
M,(I)={Ae€R: Ayl Vi j}

es un ideal bilatero de M, R.

(ii) Si J < MyR es un ideal bildtero entonces
I'={reR:(3Aec J1<1i,j<n) r=A4A;}

es un ideal bilatero de Ry J = M, 1.

Sean k£ un cuerpo y n > 1. Probar

(i) Mk es simple (i.e. no tiene ideales bilateros no triviales).

(i) C(Myk) =k -1I.

Sean k un cuerpo, f € k[z], A = k[z]|/fk[z]. Probar que A es un cuerpo <= f es irreducible.

Sean k un cuerpo, o, € k*, A = —afl y A un k-espacio vectorial de dimensién 4 con base
{vo, v1,v2,v3}



(i) Probar que existe una tnica operacién binaria A x A — A, (a,b) — a - b que satisface
simultdneamente que (A, +,-,0,vg) es un anillo y que

Aa = (Avg) -a=a- (Avp) ANek,xe A
v% = ay, fug = PBvg, wviva = —VoV1 = V3.

(ii) Sean o : A — Ay q: A — A las siguientes aplicaciones

3 3
U(Z Aivi) = Ao — Z Aivi,  g(a) = ao(a)
=0 =1

Probar que ¢(A4) C kvg
(iii) A es anillo de divisién <= ¢q(A) C k*vo.

(iv) Sea K D k un cuerpo. Se asume que existe t € K tal que t? = A. Sea B C My(K) el
k-subespacio generado por las siguientes matrices:

0 1 0o & —t 0
«— P— (0% —
L= <a 0)’ = <t 0>’ 6162_(0 t)'

Probar que B es un subanillo de My K y que la transformacion lineal f : A — B definida
por f(ug) =1, f(v;) =e; (i =1,2), f(erea) = v3 es un isomorfismo de anillos.

(v) Bessimpley C(B) =Fk-1I. (Sug.: usar el ejercicio 10).

(vi) Si A € k*2, A =2 Mok. Si A ¢ k*?, K = k[z]/(2® — A)k[z] es un cuerpo, y t =
x + (22 — A)k[z] satisface t? = A.

13. Probar que un anillo conmutativo A es un cuerpo <= todo morfismo que sale de A es
inyectivo. Exhibir un anillo no conmutativo A que no sea de divisiéon pero que sea tal que
todo morfismo que sale de él es inyectivo.

14. Un ideal bilatero I de un anillo A se dice primosiab € I = a €1 b e I. Probar que

(i) I <A esprimo <= A/I es integro.

(ii) Si A es conmutativo y M C A es ideal maximal entonces M es primo. Si A no es
conmutativo pero M es maximal en el conjunto de todos los ideales bilateros de A, ;es
necesariamente M primo? ;y si M es un ideal maximal a izquierda que ademas es ideal
bildtero?

(iii) Si A C B es un subanillo de un anillo B y J < B es ideal primo entonces J N A es ideal
primo de A.

(iv) Sip € Z es primo entonces pZ[i| < Z[i] es primo <= —1 no es un cuadrado en Z,.

15. Sea A un anillo. Probar

Zix)) < 2 +1>2 7], Alz,y]/ <zy—1>=A[Z] Alz]/ < 2" —1>= A[Z,)



16. Caracterizar los siguientes cocientes
Rlz]/ < 2?4+ 1>, Z[])/<1+i>, Z[i]/<1+2i>
Zlz)) < 2,z >, Zz]) <2x>, Zz]/<z*+z+1>

17. Probar que si f : R — R es un morfismo de cuerpos entonces f = id. Hallar todos los
morfismos de cuerpos f : C — C que satisfacen f(R) C R.



