1¢" cuatrimestre 2002

ALGEARA II

Practica N°5

A lo largo de esta practica A-modulo significard A-modulo a izquierda.

1. Determinar si M es un A-moédulo en cada uno de los siguientes casos:
(i) A=Z, ,M =Zy, ,con n,m € N tales que m | n , con la suma usual de Z,, y la accién

a.x = ry(ax)

(i) A=Z , M = M5(C) , con la suma usual de matrices y la accion
. (211 212> _ (a.m a.221>
221 %22 a.z12  G.222
(ii) A=R[X], M =R" | con la suma usual de R" y la accion
f(z1,z2,...,2n) = (f(1).21, f(0).z2,..., f(0).zy)

(iv) A= M,(Z), M =7 , con la suma usual de ntmeros enteros y la accion
a.m = det(a).m
2. Sea A un anillo y sean M y N A-mo6dulos. Probar que M x N con las operaciones:
(@1,91) + (#2,92) = (T1 + 22,1+ 12) , a-(z,y) = (a-x,a-y)

es un A-modulo, que serd denotado M & N

3. Sea K un cuerpo

(i) Sea V un K-espacio vectorial y sea u € Endg (V). Probar que existe una tnica estruc-
tura de K[X]|-modulo en V' que satisface
(kX% =k
X.v=u(v)

(ii) Sea M un K[X]-mo6dulo y sea u : M — M la aplicacion definida por u(v) = X.v Probar
que con la accion kv = (kX%).v M es un K-espacio vectorial y u € Endg (M)



4. Sean A y B anillos, sea M un B-moédulo y sea ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar
que la accion a.,r = ¢(a).z define una estructura de A-modulo sobre M

Sea M un A,mddulo y sea S un subconjunto de M- Se llama anulador de S al conjunto
An(S)={a€ AJas=0 Vse S}

Six e M, An({z}) serd denotado An(x)

Un A,mddulo M se dice fiel si An(M) = {0}

5. Probar que

(i) An(S) es un ideal a izquierda de A
(ii) An(S) = Asiysolosi S C {0}

6. Determinar si S es un submodulo del A-médulo M en cada uno de los siguientes casos:

(i) A=Q, M=M,(Q), S={(a;) € Mp(Q)/a:ii =0V1<i<n}

(i) A=Z,M=M,(Z), S ={(aij) € Mn(Z)/det(aij) = 0}

(iii) A un anillo cualquiera , M = A" | S ={(z1,...,2,) € A"/x1 + -+ 2z, =0}

(iv) A un anillo cualquiera , M = A[X]|, S ={f € AX]/f=00deg(f) <n} (ne N)

7. Sean A un anillo y m,n € N. Probar que:

(i) Sia e A™*™ entonces la aplicacion f, : A™ — A" dada por f,(z) = x-a es un morfismo
de A-moédulos.

(ii) Si f : A™ — A™ es un morfismo de A-moédulo, entonces existe una tnica matriz
a € A™*" tal que f = f,.

8. Sea A un anillo y sea M un A-moédulo. Probar que f es un morfismo de A-mddulos, hallar
su nucleo, su imagen y determinar si es monomorfismo, epimorfismo, seccién, retracciéon o
isomorfismo, en cada uno de los siguientes casos:

(i) f:M"— M?, f(z) = (21 +2p,2n) (n>2)

(i) f: M — M" | f(z)=(z1,21 +x2,..., 01+ + Tp)
(iii) Sin<m , f: M" — M™ | f(zx) = (z1,...,25,0,...0)
(iv) Sin<m, f: M™ — M" | f(x) = (x1,...,7p)

(v) Fijadobe A, e: AX] — A, (D a;X") =) ab
=0 =0



(vi) f: My(A) — A", f(a) = (a11,...,ann) si a = (a;j)
(vil) f:Z —Z , f(z)=2x

9. Sean M, N y P A-mo6dulos y sean f: M — N y g: N — P dos aplicaciones. Probar que

(i) Si fy g son morfismos de A-modulos entonces g o f es un morfismo de A-modulos

(ii) Sigo f es un morfismo de A-modulos y g es un monomorfismo entonces f es un morfismo
de A-modulos

(iii) Si go f es un morfismo de A-mo6dulos y f es un epimorfismo entonces g es un morfismo
de A-modulos

10. Si M y N son conjuntos y f: M — N es una funcioén, el conjunto

L(f) ={(z, f(z))/z € M}

se llama el grafico de f. Probar que si M y N son A-mo6dulos entonces f es un morfismo de
A-mo6dulos si y solo si I'(f) es un submodulo de M & N

11. Sea A un anillo y sea M un A-mo6dulo. Caracterizar el moédulo cociente N /g en cada uno
de los siguientes casos:

i) N=M",S={zxe N/z1+ - -+, =0}
i) N=M"(n>2),S={zre N/zy =2,y x2 =0}
(iii) N = A[X], S ={f e AX]/f(1) =0}
) N =M,(A),S={(aij € Mp(A)/a;; =01 <i<n}
) N =

M7, S={xe€ N/x;=0Vic I}, donde I es un subconjunto fijo de .J

(iv

(v

12. (i) Probar que si f,g : (Q,4+) — (Q,+) son morfismos de grupos entonces son equiva-

lentes:
a. f(1) = g(1)
b. f(m)=g(m)Vm e Z
c. f=9

(ii) Probar quesi f: (Q,+) — (Q,+) es un morfismo de grupos tal que f(1) = 1 entonces
f=idg

(iii) Sean V' y W dos Q-espacios vectoriales y sea f : V — W una aplicaciéon. Probar que f
es una transformacion lineal de (Q-espacios vectoriales sii f : (V,4+) — (W ,+) es un
morfismo de grupos



13. Sea A un anillo y sean M y N dos A-mdédulos. Probar que

(i) Homa(M,N) con la suma definida por (f + g)(z) = f(z) + g(x) es un grupo abeliano

(ii) Si A esconmutativo, la accion (a.f)(x) = a.f(x) define sobre el grupo abeliano Hom (M, N)
una estructura de A-moédulo. Para A no necesariamente conmutativo, esta accion define
sobre Hom (M, N) una estructura de C(A)-modulo

14. Sea A un anillo. Dado un A-moédulo M se llama dual de M a M* = Homa(M, A) con la
suma usual y con la accion a derecha dada por (f -a)(x) = f(x) - a. Probar que la aplicacion
¥ M — M™** definida por

15. Sea M un A-modulo. Probar que Hom (A, M) ~ M como C(A)-modulos

16. Probar que Homy(Q,Q) ~ Q
Un A,médulo M se dice simple si M # {0} y sus unicos submddulos son {0} y M-

17. Probar que un A-modulo M es simple siy solosi M # {0} y Az = M Vz € M tal que z # 0

18. Sea f: M — N un morfismo de A-mo6dulos. Probar que

(i) Si M es simple entonces f =0 o f es un monomorfismo
(ii) Si N es simple entonces f =0 o f es un epimorfismo

(iii) Si M y N son simples entonces f =0 o f es un isomorfismo

19. Sea M un A-moédulo. Probar que Enda(M) = Homa(M,M) con la suma definida por
(f +9)(z) = f(x) + g(z) y la composicion de funciones es un anillo y que, cuando M es
simple, End4 (M) es un anillo de division.

20. Sea A = H Zyi con pprimo. Sea B = {r € A: 3n € N/p"z = 0}. Probar que @Zpi C B.;Es
ieN ieN
estricta la inclusién? Probar que @ Zi no es sumando directo de A.
ieN
21. Probar:

(1) Zpm @ Ly, = Lo, <= (M :n) =1



(ii) Sea {Gi}ti<i<n una familia de grupos ciclicos finitos. Si sus 6rdenes son coprimos dos a

dos entonces EB G; es un grupo ciclico finito.
1<i<n

22. Establecer los siguientes isomorfismos de Z-modulos:

23. Probar que no existen epimorfismos de Z-moédulos en los siguientes casos:

(i) Gpeo — Gpe & G,
(ii) Zp2 — Lp ® Ly
(iii) Q — Gpo & Gp
(iv) Q/Z — Gpo & Zy,

24. Sea p primo. Probar que no existen secciones en los siguientes casos:
(i) Zp — sz D sz
(i) Zp ® Zp — Ly © Ly
(iii) Z®Zp — Ly ® Ly

25. Calcular:

(i) Hom(EP Zn; Zy)

neN
(ii) Hom(Q";Z)
(iii) Hom(R™; Q)
(iv) Hom( @ Zy ; G3)

P primo

(v) Hom(R* Q")

26. Sea M un A-moédulo. Verificar que N ~ S @ T en cada uno de los siguientes casos:
i) N=M""_ S={zeN/at=x}, T={xeN/zt=—-2} (2€U(A)
) N=M!, S, ={xeN/xy=0}(Goel), Tjy={x€N/z;=0Vig#icI}
(i) N=AX], S.={peN/pla)=0}(acA), T=AgX]
)

(iv) N=M[X], S,={peN/pi=0V0<i<n}(neNy), T,=M,[X]
27. Probar que A[X @AX”
TLENQ



28.

29.

30.

31.

32.

Sea M un A-médulo, y sean S y T submodulos de M tales que S C T'. Probar que:

(i) Si S es sumando directo de M, entonces S es sumando directo de 7.

(ii) Si S sumando directo de 7'y T es sumando directo de M, entonces S es sumando directo
de M.

Dado un epimorfismo de A-médulos f : M — N, sea S un submodulo de N. Si f~1(5) es
sumando directo de M, entonces es S es sumando directo de N.

Sea p un namero primo, u : sz — Gf,oo la aplicacion que u(zx,y) = (z,y - 2P),
H={(z,1): x€Gp=}

(i) u es un automorfismo de Gf)oo.

(i) H y u(H) son sumandos directos de Gf,oo.

(iii) H Nu(H) no es un sumando directo de GZOO

Exhibir sumandos directos G y F' de 72 tales que G + F' no sea sumando directo.

Probar que Z* ~ ((m,n)) & ((r, s)) sii |ms — nr| = 1. Luego, ((m,n)) es sumando directo de
72 sii (m :n) = 1.



