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ALGEBRA 1II - Practica N°3 - Primera Parte - Primer cuatrimestre de 2003

Accion de un grupo sobre un conjunto

Ejercicio 1. Sea (G, *) un grupo que actia sobre un conjunto X no vacio.

Si S es un subconjunto no vacio de X, se define
Gs={9e G/g.5=5} (estabilizador de S en G)
y si T es un subconjunto no vacio de G, se define

N(T,G)={ge G/g+xT*g ' =T} (normalizador de T en G)

C(T,G)={ge G/gxt=txg Vte T} (centralizador de T" en G).

Notacién: Siz € X yge G, Gy := Gy, N(9,G) := N({g},G) y C(g,G) :=C({g},G).
i) Probar que:
a) Gg, N(T,G) y C(T,G) son subgrupos de G.

b) Si X = G y la accién estd definida por g.x = g *x * g~ entonces N(T,G) = Gr y
C(T,G) = ﬂGt = ﬂC(t, G) para todo subconjunto 7" de G.

teT teT
¢) Si H es un subgrupode G, X = {yxHx*y ! /y € G} ylaaccién es g.x = gxxxg~
(g € G,z € X) entonces Gr = N(T,G) para todo T € X.
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d) Si X = H, con H un subgrupo invariante de G y la accién estd definida en la forma
g-h=gxhxg ! entonces Gj, = C(h,G).
ii) Hallar N(T,G) y C(T,G) en cada uno de los siguientes casos:
a) G = Ss T={(12), (34)}
b) G =D, T={s,sp}

Ejercicio 2. En cada uno de los siguientes casos probar que . es una accién de G en X
y calcular “X = {x € X /g.x =2 Vg € G}y las G-6rbitas y el estabilizador de cada
elemento de X
) G={fR— R, f(x)=ar+bconac R be R}, X =Ry fx=f(z)
i) G={fe End(R?) /d(f(z), f(y)) = d(z,y) Va,ye R’}
X =1R? f.x = f(x)
iii) G =R" X =R a.x = z°
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iv) G=SLy(Z) X=XUxXZ (32).(x,y):(ax+by,cm+dy)

Ejercicio 3. Sea X un conjunto finito. Determinar el niimero posible de acciones de Z
sobre X.

Ejercicio 4. Sea (G, *) un grupo finito y sean H y K subgrupos de G.
i) Sea G’ = H x K con el producto definido por

(h,k).(W &) = (hx B ke * k')

ysea X =HK ={hxk/he H, ke K}.
Si (h,k) € G’y x € X, definimos (h, k).x = hak™!
Probar que . es una accién de G’ sobre X, que Gi ~ HN K y que Oy = HK

ii) Deducir de i) otra demostracién de que |H|.|K| = #(HK).|H N K|. (ver Practica 2,
Ejercicio 15).

Ejercicio 5. Sea GG un grupo actuando sobre un conjunto X y S < G. Determinar la

condicién necesaria y suficiente para que exista una accién de G/S en X tal que a.x =
axr VaeGyVaxelX.

Ejercicio 6. Sea G un grupo.

i) Probar que si |G| = p™ con p primo y n € IN entonces C(G) # {1}. Caracterizar los

grupos simples de orden p”.

ii) Probar que si G /c(G) e ciclico entonces G es abeliano.

iii) Probar que si |G| = p* con p primo entonces G es abeliano.

iv) Caracterizar todos los grupos de orden p? con p primo (comparar con Prictica 2,
Ejercicio 22).

v) Dar un ejemplo de un grupo G no abeliano tal que G/C(G) sea abeliano.

Ejercicio 7. Sea p primo.

i) Sea G un grupo no abeliano tal que |G| = p3. Probar que C(G) = [G; G| y caracterizar
Glea)

labd
ii) Calcular [G;G] con G = { (016) /a,b,ce Zp}.
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Ejercicio 8. Sea G un grupo tal que |G| = 2n, G tiene n elementos de orden 2 y los

restantes forman un subgrupo H. Probar que entonces n es impar y H < G.

Ejercicio 9. Sea p primo y |G| = n. Probar que
3 k tal que n = p* < Vo € G, ord(x) = p°® para algtin s. (s depende de x)

Ejercicio 10. Sean p y ¢ primos positivos tales que p > gq.
i) Probar que si ¢ no divide a p — 1 entonces todo grupo de orden pq es ciclico.

ii) Probar que si ¢|p — 1 entonces hay exactamente dos grupos no isomorfos de orden pg:

uno ciclico y el otro no abeliano.



