Algebra II - Practica 0.
Segundo cuatrimestre de 2003.

1. (a) (Pequeno Teorema de Fermat) Sea p un primo, (a,p) = 1. Entonces

a? =1 (p).

(b) Sea o(a) = min {{/a* =1 (p)}. Probar que a" =1 (p) = o(a)/h.

(c) Sean p y ¢ primos impares. Si p/2? — 1, entonces p > ¢. Deducir que existen

(d)

infinitos primos.

(Teorema Chino del Resto) Sean ay,...,a, € Z, my,...,m, € N tales que
(mi,m;) =1 para i # j.

Probar que entonces existe M € Z tal que M = a; (m;), Vi y que M es tinico
modulo

H?:l mg.

(Teorema de Wilson) Probar que
pesprimo & (p— 1) = —1 (p)

Probar que existen infinitos primos (otra forma). Considerar ¢ = (2.3.5...p)+
1.

Probar que si p es un primo de la forma 4k + 3, entonces X? = —1 (p) NO
tiene solucién (o sea, —1 no es un cuadrado médulo p).

Probar que si pes un primo de la forma 4k + 3 tal que p/a® + b? entonces p/a
y p/b. Deducir que un primo de la forma 4k + 3 no es suma de dos cuadrados
en 7.

Probar que hay infinitos primos de la forma 4k+1. (Considerar (2p; ... p,)?+1).
Probar que hay infinitos primos de la forma 4k + 3. (Considerar 4p; ...ps +

Sea p primo. Consideremos

an X"+ ap (X" e X +ap=0 (p)
donde a; € Z y (ay,,p) = 1.

Probar que esta ecuacion tiene, a lo sumo, n soluciones no congruentes médulo
p.

(b) X% — X =0 (6) tiene 4 soluciones. ; Contradice esto i)?

4. Sea p un primo impar. Probar que

(

(
(
(c

b

d

)
)
)
)

a) (a,p)=1=a"T =16 -1 (p).

Existe z tal que a = 22 (p) = a7 =1 (p).

12,22, ..., (251)? son todos no congruentes médulo p.

az =1 (p)=Jz/a=2? (p).



(e) a no es un cuadrado médulo p < a7 = —1 (p).

(f) Si p es un primo de la forma 4k + 1, entonces —1 es un cuadrado maédulo p.
Deducir que 22 = —1 (p) & p = 4k + 1.

(g) Probar que (2k)! es solucién de X2 = —1 (p) si p = 4k + 1.

5. (a) Resolver completamente (encontrar todas las soluciones no congruentes médulo
p)

X?=-1(); X?=-1(17); X*=8(17)
(b) Factorizar médulo 5, p(X) = 6X* — 18X3 +4X? + 9X — 6.

6. (Funcién ¢ de Euler) Probar que:

) ©(n) es par, Vn > 2.

) o(n) =2 n=2Fconk > 1.

) n/m = ¢(n)/p(m).

d) Yg4/m @(d) = n para todo n € IN.
) Sk<nkm=1 k = $np(n) para todo n > 2.
)

Para todo k existen a lo sumo finitas soluciones de ¢(n) = k.
7. (Teorema de Euler, generalizacién del Pequeno Teorema de Fermat)

(a) Sea (a,n) = 1. Para todo ¢ < n tal que (¢,n) = 1, se define una aplicacién
¢ — rp(a.c). Probar que esta aplicacién es una biyeccién del conjunto de restos
coprimos con n en él mismo.

(b) Sean ¢y, ¢y, . ..y €sos restos. Probar que:

C1.C3 ... Cy(n) = ACLACy . . . ACp(n) (N).

Deducir que a?™ =1 (n) (teorema de Euler). En particular, si n = p es primo,
deducir el Pequeno
Teorema de Fermat.

(c) Probar que cicy...com) = —1 (n).

(d) Calcular rq(20331754).



