
Algebra II - Pr�actica 5.
Segundo cuatrimestre de 2003.

1. Probar que los siguientes conjuntos, con las operaciones de�nidas tienen estructura de
anillo:

(a) (An�n;+; �) (matrices de n� n, A anillo conmutativo).
(b) ff : A �! Ag; A anillo; (f + g)(a) = f(a) + g(a); (f � g)(a) = f(a) � g(a)
(c) A1 � : : :�An; A1; : : : ; An anillos, suma y producto coordenada a coordenada
(d) fP(X);4;\g con X conjunto
(e) Z[G] = fPg2G ag �g = ag 2 Zg con

P ag �g+
P bg �g =P(ag+bg)�g ;

P ag �g :
P ah�h =P agbhgh

(f) Z[pd] = fa+ bpd : a; b 2 Zg con d 2 Z, d libre de cuadrados.

Decidir cu�ales son conmutativos, cu�ales son dominios ��ntegros, anillos ��ntegros, anillos de
divisi�on, cuerpos.

2. Dar ejemplos de

(a) anillo sin identidad.
(b) anillo de divisi�on que no sea cuerpo.
(c) anillo que no sea ��ntegro.
(d) anillo ��ntegro que no sea de divisi�on.
(e) dominio ��ntegro que no sea dominio principal.

3. Sea Zn con la suma usual. > Existe alg�un producto � que haga de (Zn;+; �) un cuerpo ?
4. Consideramos el anillo A = C[0; 1] de funciones reales continuas de�nidas en [0; 1].

(a) > Hay divisores de cero en A ?
(b) > Cu�ales son los elementos inversibles en A ?

5. Sea A un anillo con identidad 1

(a) Probar que U(A) = fa 2 A : a es inversible g es un grupo multiplicativo.
(b) Hallar U(Zm) para m = 3; 4; 5; 6; 8.
(c) > Cu�al es el orden de U(Zm)?
(d) > Es U(Z8) ' U(Z5) ?

6. Consideremos el anillo Z[p3]

(a) Probar que en Z[p3] la escritura es �unica. Es decir que si a+bp3 = c+dp3, entonces
a = c y b = d.

(b) Sea N : Z[p3] �! Z la funci�on (norma) de�nida por N(a+ bp3) = a2� 3b2. Probar
que es multiplicativa.

(c) Probar que 2 +p3 es una unidad.
(d) Probar que z 2 Z[p3] es una unidad si y s�olo si N(z) = 1 �o N(z) = �1.
(e) Hallar otras unidades de Z[p3].
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7. Caracterizar el grupo de unidades de:
Z;K cuerpo, Z[i];Z[p�5]; B[X] con B dominio ��ntegro.

8. Sea D un dominio de integridad �nito. Probar que D es un cuerpo.
9. Hallar todos los ideales primos de Z.

10. Probar que si K es un cuerpo entonces K[X] es un dominio principal. >Es Z[X] un dominio
principal?

11. Sea f : A �! B un mor�smo de anillos. Probar que

(a) im(f) es un subanillo de B
(b) ker(f) es un ideal de A
(c) A / ker(f) ' im(f) (como anillos)

12. Sea A un anillo. Probar que A es un anillo de divisi�on si y s�olo si los �unicos ideales a
izquierda de A son 0 y A.

13. Sea A un anillo conmutativo y sea I un ideal de A. Probar que I es un ideal primo de A
si y s�olo si A / I es un dominio ��ntegro.

14. Probar que en un anillo conmutativo todo ideal maximal es primo.
15. Sea A un anillo conmutativo y sea M un ideal de A. Probar que M es maximal si y s�olo

si A /M es un cuerpo.
16. Sea K un cuerpo y sea f 2 K[X]. Probar que K[X] /< f > es un cuerpo si y s�olo si f

es irreducible en K[X]. >Sigue valiendo esto si se reemplaza el cuerpo K por un anillo
conmutativo A?

17. Probar que Z[X] /< X2 + 1 > ' Z [ i ]
18. Sea K un cuerpo. Probar que los �unicos ideales bil�ateros de M2(K) son 0 y M2(K). >Es

M2(K) un anillo de divisi�on?
19. Probar que para todo anillo A existe un subanillo B de A tal que B ' Z /nZ para alg�un

n 2 N0.
20. Probar que Z [ i ] /< 1 + i > ' Z2 y caracterizar el anillo cociente Z [ i ] /< 1 + 2i >.
21. Probar que si I es un ideal primo de Z[X] entonces I \ Z es un ideal primo de Z.
22. Sea p 2 Z un primo. Probar que Z[X] /< p > ' Zp[X].
23. Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Probar que hay una correspondencia biyectiva entre

los ideales de A / I y los ideales de A que contienen a I.
24. Sea p 2 Z un primo. Probar que < p > es un ideal primo en Z [ i ] sii -1 no es un cuadrado

en Zp.
25. Probar que todo mor�smo de anillos que sale de un cuerpo es inyectivo.
26. Hallar las unidades de Z[X] /< X3 >.
27. Probar que si f : R �! R es un mor�smo de cuerpos entonces f = id.
28. Hallar todos los mor�smos de cuerpos f : C �! C que satisfacen f(R) � R.
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