Algebra II - Practica 7.

Segundo cuatrimestre de 2003.
A lo largo de esta practica A-mddulo significard A-moédulo a izquierda.
1. Determinar si M es un A-mdédulo en cada uno de los siguientes casos:

(a) A=Zyp , M =Zy, ,con n,m € N tales que m divide a n , con la suma usual de Z,,
y la accién
a.x = ry(az).

(b) A=7Z, M = My(C) , con la suma usual de matrices y la accién
. ( 21 212 ) _ ( a- -z a-zo )

Z21 222 a- 221 Q-2

(¢c) A=R[X], M =R", con la suma usual de R" y la accién
fzi,za,. .. xn) = (f(1).21, f(0).z2,..., f(0).xy).
(d) A= M,(Z), M =7, con la suma usual de nimeros enteros y la accién
a-m = det(a)-m.
2. Sea K un cuerpo

(a) Sea V un K-espacio vectorial y sea u € Endg(V). Probar que existe una unica
estructura de K[X]-médulo en V' que satisface
(X% - v=Fk- v
X.-v=u(v).
(b) Sea M un K[X]-mdédulo y sea u : M — M la aplicacién definida por u(v) = X.v
Probar que con la accién k-v = (kX°)-v M es un K-espacio vectorial y u € Endyg(M).

3. Sean A y B anillos, sea M un B-médulo y sea ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar
que la accién a -, = ¢(a) - © define una estructura de A-médulo sobre M.

Sea M un A-mddulo y sea S un subconjunto de M. Se llama anulador de S al conjunto
An(S)={a€ A/ as=0 Vse S}

Sixze M, An({z}) serd denotado An(x).
Un A-mdédulo M se dice fiel si An(M) = {0}.

4. Probar que

An(S) es un ideal a izquierda de A.
An(S) = A siy sélosi S C {0}.
Si S C T entonces An(7T") C An(S).
An(S) = ) An(s).
seS
(e) My,(A) es un A-médulo fiel y exhibir otros ejemplos de médulo fiel.

(f) Zy, con n > 2, no es un Z-moédulo fiel y hallar An(Z,).
(g) Si J # 0 entonces An(M”’) = An(M))) = An(M).
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Sea M un A-mddulo y sean S un subconjunto de M y N un submddulo de M. Se llama
transportador de S en N al conjunto

(N:S)={a€ A:ase N Vse S}

Sixze M, (N :{z}) serd denotado (N : x).

. Probar que

(a) (N :S) es un ideal a izquierda de A.

(b) (0:8)=An(S)y (N:S5)=AsiysélosiSCN.

(c) Si S C T entonces (N :T) C (N :S).

(d) Si P es un submédulo de M tal que N C P entonces (N :S) C (P :5).
(e) (N:x)-x=NNA- =z

(f) Si J # 0 entonces (N : M7) = (N . M)y = (N : M).

(g) Hallar (mZ : n) para m,n € N.

. Determinar si S es un submédulo del A-moédulo M en cada uno de los siguientes casos:

(a) A=Q , M = M,(Q), S={(aij) € Mp(Q):a;;=0V1<i<n}.

(b) A=Z, M = My(Z) , S ={(ai;) € Mn(Z) : det(as;) = 0}

(c) A un anillo cualquiera , M = A" | S ={(z1,...,z,) € A" : 21 +--- + 2z, = 0}.
)

(d) A un anillo cualquiera , M = A[X], S = {f € A[X] : f = 0odeg(f) < n}
(n € N).

Sean A un anillo conmutativo, a € A™™ y f, : A1 — A"*1 1a aplicacién definida
por fa(x) = a-x (donde - es el producto de matrices). Probar que es un morfismo de
A-moédulos.

Sean A un anillo conmutativo y M un A-mdédulo. En cada uno de los siguientes casos,
probar que f es un morfismo de A-mdédulos, hallar su nicleo, su imagen y determinar si
es monomorfismo, epimorfismo, seccién, retracciéon o isomorfismo:

(a) f: M" — M? | f(z) = (21 + 7p,7p) (n > 2).

(b) f:M" — M", f(x)=(x1,21 + X2, ..., 21 + -+ Tp).
(¢c) Sin<m, f:M"— M™, f(z)=(x1,...,2p,0,...0).
(d) Sin<m, f:M"™ — M", f(z) = (z1,...,ZTn).

(e) Fijoae A, f: AX] — A, f(g) = g(a).

(f) f: M,(A) — A", f(a) = (a11,...,ann) si a = (a;;)
(g) f Z—1L, f(x) =2z

. Si My N son conjuntos y f : M — N es una funcion, el conjunto

I'(f) =A{(z, f(2)) : x € M}

se llama el grafico de f. Probar que si M y N son A-mddulos entonces f es un morfismo
de A-mddulos si y sélo si I'(f) es un submédulo de M @& N.

Sea A un anillo y sean M y N dos A-mdédulos. Probar que si f : M — N es un morfismo
de A-modulos entonces ker(f) es un submédulo de M, im(f) es un submddulo de N y

M / ker(f) ~ 1m(f)
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Sean A un anillo y M un A-médulo. Caracterizar el médulo cociente N /g en cada uno
de los siguientes casos:

(a) N=M",S={xre N:x1+---+x, =0}

(b)N MY (n>2),S={zxe N:zy=x,yz2=0}
(c) N=A[X],S={fe A[X]: f(1) = 0}.

(d) N=Mp(A),S={(a;; € Mp(A) :a;; =071 <i<n}.
)

() N=M’ ,S={xec N:x;=0Vic I}, donde I es un subconjunto fijo de .J.

(a) Probar quesi f,¢g: (Q,+) — (Q,+) son morfismos de grupos entonces son equiv-

alentes:

i f(1) =g(1).

ii. f(m)=g(m)Vme Z.
iii. f=g.

(b) Probar que si f : (Q,+) — (Q,+) es un morfismo de grupos tal que f(1) =1
entonces f = idq.

(¢) Sean V' 'y W dos Q-espacios vectoriales y sea f : V' — W una aplicacién. Probar que
f es una transformacion lineal de Q-espacios vectoriales si, y sélo si, f : (V ,+) —
(W ,+) es un morfismo de grupos .

Sea A un anillo y sean M y N dos A-médulos. Probar que

(a) Homa(M,N) con la suma definida por (f+g¢)(z) = f(z)+g(x) es un grupo abeliano.

(b) Si A es conmutativo, la accién (a.f)(x) = a.f(x) define sobre el grupo abeliano
Hom (M, N) una estructura de A-médulo. Para A no necesariamente conmutativo,
esta accién define sobre Hom (M, N) una estructura de C(A)-mdédulo.

Sea A un anillo conmutativo. Dado un A-médulo M se llama dual de M al A-mddulo
M* = Homs(M, A). Probar que la aplicacién ¢ : M — M** definida por

Sea M un A-médulo. Probar que Hom (A, M) ~ M como C(A)-médulos.
Probar que Homz(Q,Q) ~ Q.

Probar que un A-médulo M es simple si, y s6lo si, M # {0} y A.x = M Yx € M tal que
x #0.

Sea f: M — N un morfismo de A-médulos. Probar que:

(a) Si M es simple entonces f =0 o f es un monomorfismo.
(b) Si N es simple entonces f =0 o f es un epimorfismo.

(c) Si M y N son simples entonces f =0 o f es un isomorfismo.

Sea M un A-mdédulo. Probar que Enda(M) = Homa(M, M) con la suma definida por
(f+9)(x) = f(z) + g(x) y la composicién de funciones es un anillo y que, cuando M es
simple, End4 (M) es un anillo de divisién.



