Algebra II - Practica 5
ler. Cuatrimestre 2004

Modulos

A lo largo de la practica A-mdédulo significard A-mdédulo a izquierda.

(1) Determinar si M es un A-mddulo en cada uno de los siguientes casos:
(a) A=Zp, M =Z, con n,m € N tales que m | n, donde la accién esta
dada por a.z = ax
(b) A=7Z, M = M>(C) con la suma usual de matrices, y la accién dada
por a.B = aB! (donde el subindice ¢ indica transpuesta).
(¢) A=TRz], M = R" con la suma usual de R" y la accién

f'(wlv"'amn)z(f(l)wlvf( )x27"'=f() )

(d) A= M,(Z), M = Z, con la suma usual de niimeros enteros, y la accién
a.m = Det(a)m

(2) Sean A y B anillos, sea M un B-médulo y ¢ : A — B un morfismo de
anillos. Probar que la accién a.g4z = ¢(a).z define una estructura de A-
moédulo sobre M.

(3) Determinar si S es un submédulo del A-médulo M en cada uno de los
siguientes casos:

(a) A=Q M:Mn((@), S = {(Clz'j) S M|a,-z- =0V1 SZSTL}

(b) A=1Z,M = M,(Z), S = {(a;; € M| Det(a;;) = 0}

(¢) A un anillo cualquiera, M = A", S = {(21,...,2,) € M |z1 +--- +
z, = 0}.

(d) A un anillo cualquiera, M = A[z], S={f € M|f =00 deg(f) <n}

(e) B un anillo cualquiera, A = M,(B), M = B™ con la accién natural
deAen My S=A{(x1,....,2n) E M |21 +---+ 2, =0}.

(4) Sea A un anillo conmutativo y sea M un A-mddulo. Probar que f es un
morfismo de A-médulos, hallar su nicleo, su imagen y determinar si f es
monomorfismo, epimorfismo, seccién, retraccién o isomorfismo en cada uno
de los siguientes casos:

(a) f: M" = M?, f(z) = (21 + &, z,) (con n > 2).

()f Mn_>Mn f() ($1,$1+$2,,$1+$2++$n)
(¢) Sin<m, f: M™—> M™, f(z)=(x1,...,2Zn,0,...,0).

(d) Sin<m, f: M™ > M™, f(z) = (21,.-.,Zn)

(e) Fl_]&dO a€ A, f:Alz] - A, f(g) =g(a).

(1) f: Ma(A) > A", F(a) = (115 - - ).

(5) Un A—modulo M se d1ce simple si M # {0} y sus unicos submddulos son

{0}y

(a) Probar que un A-médulo M es simple siy s6losi M # {0} y A.x =
para todo z € M\{0}.

(b) Sea f: M — N un morfismo de A-médulos. Probar que:
e Si M es simple entonces f =0 o f es un monomorfismo.
e Si N es simple entonces f =0 o f es un epimorfismo.
e Si M y N son simples, entonces f =0 o f es un isomorfismo.

(¢) Sea M un A-médulo. Probar que Enda(M) con la suma definida por
(f +9)(z) = f(z) + g(z) y la composicién de funciones es un anillo, y
que cuando M es simple, End4 (M) es un anillo de divisién.
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(6) Sea M un A-médulo y sean Sy T submddulos de M. Probar que M = S&T
si y sélo si existe e : M — M proyector (i.e. € = e) tal que S = ker(e) y
T = Im(e).

(7) Sea f: M — N un morfismo de A-mdédulos. Probar que:

e f es seccidn si y sélo si f es monomorfismo e Im(f) es un sumando
directo de N.

e f es retraccién si y sélo si f es epimorfismo y ker(f) es un sumando
directo de M.

(8) Sea el anillo A = k X k con la suma y el producto coordenada a coordenada
(donde k es un anillo). Ver que el morfismo diagonal k — kxk (A — (A, A))
es un morfismo de anillos por lo tanto todo A-mddulo es un k-médulo. Ver
que k x {0} y {0} x k son dos A-submddulos de A, que son isomorfos como
k-médulos pero no como A-mdédulos.

(9) Sea A =Z,y M = Z®Z. Caracterizar el cociente de M por el Z submddulo
generado por (2,4) (sug.: encontrar un morfismo que salga de Z ® Z que
tenga como nicleo al generado por (2,4)). ;Quién es (Z®Z)/{(2,4),(0,3))?

(10) (Localizacién de médulos) Sea A un anillo, S C Z(A) un subconjunto
multiplicativamente cerrado y M un A-moédulo a izquierda. Se define Mg
como el cociente de los pares (m,s) con m € M y s € S bajo la relacién de
equivalencia (m, s) ~ (m/,s") & 3t € S tal que t(s".m—s.m') = 0. La clase
del elemento (m, s) bajo esta relacién se lo denotard (como era de esperar)
o ya{(m,s) :meM, se€S}/~=:Ms.

(a) Ver que Mg es naturalmente un A-médulo a izquierda y que la funcién
Jjm : M — Mg dada por m — 7 es A-lineal.

(b) Ver que ademds Mg es un As-médulo bajo la accién obvia 22t = &
y que ademds (jyr : M — Mg) tiene la siguiente propiedad: Si N es
un Ag-médulo (y por lo tanto tambien un A-médulo ) y (f : M — N)
es una morfismo A-lineal entonces existe una tnica f : Mg — N que
factoriza a f a través de jas, es decir, que f = f o jas. En diagramas:

Jm

M —— Mg
Ve

ey

N

by

(11) (Polinomios de Laurent) Sea k un cuerpo y S C k[X] dado por S =

{1,z,2%, 2%, ...,2",...}. Entonces k[X]s ~ k[X, X 1] ~ k[X,Y]/(X.Y — 1).

(12) (Ideales a izq. de matrices) Sea k un cuerpo, consideremos el anillo A =
0
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M;(k) y e € M3(k) la matriz ( g g 8 > Ver lo siguiente:



(13)

3
(b) Sea I C A un ideal a izquierda. Definimos Sy el “subespacio” e.I C

0 0 0
cide exactamente con I.

(¢) Los ideales a izquierda de M3(k) estdn en correspondencia 1-1 con los
subespacios de k3. Encuentre los ideales asociados a los subespacios
generados respectivamente por (0,0,1), (0,1,0) y (1,0,0).

(d) Generalizacién 1: demuestre que los ideales a izquierda de M, (k) estdn
en correspondencia biyectiva con los subespacios de k™ (con n € N).
Generalizacion 2: si A es un anillo cualquiera con 1 demuestre que los
ideales a izquierda de M, (A) estdn en correspondencia biyectiva con
los submdédulos a izquierda de A™.

Sea k un cuerpo y n € N, los dnicos ideales bildteros de M, (k) son 0 y
M, (k). Si A es un anillo, los tnicos ideales bildteros de M, (A) son de la
forma M, (I) con I C A un ideal bildtero (sug. si e es una matriz tipo la
del ejercicio anterior, entonces para J C M, (A), J — e.J.e da una matriz
‘concentrada’ en el lugar 11 y establece una biyeccién entre ideales bilateros
de A y de M, (A)). ;puede haber un morfismo de anillos M, (k) — k?

Sea M un A-médulo a derecha y B = Enda(M). Ver que la accién
Ends(M) x M — M dada por (f,m) — f(m) define sobre M una estruc-
tura de End4(M)-médulo a izquierda. Ademds M resulta un Ends(M) —
A-bimédulo (i.e. las dos estructuras son compatibles). Si M = A™X! (o sea
A™ visto como “vector columna”) es un A-mdédulo a derecha. Ver que M
ademads es un M,,(A)-médulo a izquierda con la multiplicacién usual de ma-
trices. Ver que esta estructura coincide con la definida antes, identificando
Enda(A™) ~ M, (A).

( 0 0 0 ) entonces el ideal generado por Sy (i.e. M3(k).Sr) coin-



