Algebra II - Practica 9
ler. Cuatrimestre 2004

k-algebras, producto tensorial, médulos playos.

) Si (n,m) = ¢ probar que Z, ®z Z., = Z. donde por convencion Z; = 0.
) Si A es un grupo abeliano y m > 0, A ®z Z, = A/mA.
) Probar que Q ®z Q = Q.

) Sea M un R-médulo proyectivo, entonces Rs ® g M es un Rg-mddulo

proyectivo.

(5) Sea S C R un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo con-
mutativo R. Si M es un Rg-médulo a derecha y N es un Rg-médulo a
izquierda (luego son también R-mdédulos), entonces M ® g, N = M ®g N.

(6) Sea M un R-médulo a derecha de torsiéon y N un R-médulo a izquierda
divisible, entonces M ® g N = 0. ;Cuanto vale Gpee ®z Gpeo?

(7) Sea R un anillo, A y B R-médulos a izquierda, y A’ C A, B' C B
submédulos. Probar que A/A' ® g B/B' = (A ®@g B)/C donde C es el
subgrupo de A®pg B generado por los elementos a’ @by a®b’ donde a € A,
adeA, beBylbeB.

(8) Si M es un R-mddulo a izquierda libre, entonces — ® g M es exacto, idem si
M es proyectivo. jEs Q un Z-mddulo playo? ;Es Q un Z-mddulo proyec-
tivo?

(9) Sean M y N dos R-médulos a izquierda, y sea M* = Hompg(M,R) que
tiene una estructura de R-mdédulo a derecha. Verificar que la aplicacién
M* x N - Hompgr(M,N) que asigna al par (¢,n) el morfismo definido
por m +— ¢(m).n es R-bilineal, por lo tanto define un morfismo de grupos
abelianos M* g N — Hompg(M,N). Ver que si M es R-proyectivo de
tipo finito, entonces la aplicacién definida anteriormente es un isomorfismo.
(sug.: demostrar que si para un M dado es un isomorfismo entonces es
también un isomorfismo para los M’ que sean sumandos directos de M y
para los M’ = M™, finalmente demostrar que para M = R es un iso).

(10) Sea N un R-mddulo tal que la aplicacién del ejercicio anterior N* @ g N —
Endg(N) es un isomorfismo, demostrar entonces que N es proyectivo de
tipo finito (sugerencia: explotar el hecho de que la identidad de N estd en
la imagen).

(11) Sea R un anillo conmutativo, ver que si RY) = R(/) entonces el cardinal

de I es igual al cardinal de J (sug.: usar — ® g R/ M donde M es algin

ideal maximal de R).
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Definicién: si k es un anillo conmutativo con uno, una k-algebra unitaria A es
un anillo unitario A junto con un morfismo de anillos ¥ — Z(A4) que hace de A un
k-bimédulo simétrico.

(1) (Algebra tensorial, simétrica y exterior) Sea k un anillo conmutativo y V
un k-médulo simétrico. Se define T'(V) = @,50V®" en donde se conviene
que V& = k y que V®+! = V®" @ V. Es obviamente un k-mdédulo,
que resulta una k-algebra con la multiplicacién dada por la yuxtaposicién
(ie. M ® - QU XW Q- Qws =11 Q-+ QU QWi ® -+ Qw,. Dicha
algebra se llama dlgebra tensorial). Sea Is el ideal bildtero generado por los
elementos de la forma v®@w —w®v donde v,w € V y sea I el ideal bildtero
generado por los elementos de la forma v ® v. Se define S(V') :=T(V)/Is
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y A(V) = T(V)/I,, se llaman respectivamente el dlgebra simétrica y el
algebra exterior. Notacién: a la clase médulo Ig de v; ® ... ® v se la
denotard vy...vg y a su clase mdédulo Iy se la denotard vy A ... A vg.

Ver que S(V) es una k-dlgebra conmutativa y que si V es un k-mddulo
finitamente generado, entonces A(V') es tambien finitamente generado como
k-mddulo. Probar ademas que si A es una k-algebra cualquiera, entonces

Homy(V, A) = Homy_aqig(T(V), A)
si ademds A es conmutativa, entonces
Homy(V,A) =2 Homy_q,(S(V), A)

Si V es k-libre de base {z1,...,2,} demuestre que S(V') = k[zy, ..., Zp]-
Sea k un cuerpoy f : V — V un endomorfismo de un espacio vectorial
de dimensién finita, dimg(V) = n. Ver que A(V) = &7 ,A¥(V) donde
A{(V) = Im(V® — A(V)). Calcular la dimensién de cada AY(V), ver en
particualar que dimy(A™(V)) = 1. Ver que A(f) : A(V) — A(V) (definido
en el ejercicio anterior) se restringe para dar varias transformaciones lineales
Ai(f) : A(V) = AY(V). Como A™(V) tiene dimensién 1, A"(f) debe ser
un miltiplo de la identidad, demuestre que A™(f) = det(f).idsn ().

Sean V' y W dos k-mdédulos simétricos, demuestre que S(VeW) = S(V) Q%
S(W), en particular k[z] ® k[y] = k[z,y].

Sea A una k-algebra conmutativa, M = A ®; V donde V es un k-mddulo.
Demuestre que Ta(M) =2 AQ Ti(V), Sa(M) = AQ Sk (V) y Au(M) =
A ® Ar(V), los isomorfismos son de k-algebras.



