1. ESTRUCTURA DEL GRUPO ABELIANO (ZJ,.)

La intencién de estas notas es dar una descripcion de la estructura del grupo
abeliano (ZY,.). A lo largo de las mismas notaremos simplemente Z Y a dicho

grupo.
Prosicién 1.1. Sean m,n dos nimeros naturales coprimos entre si entonces ), ~
Ly DLy,

Proof. Definimos la funcién ¢ : 2.5, = Z; & Z), por ¢(u mod (nm)) = (u mod
(n),u mod (m)). Es facil ver que ¢ es un morfismo de grupos. Como ambos grupos
tienen el mismo cardinal (¢(nm) = ¢(n)p(m) si (n,m) = 1) alcanza con ver que

1 es injectiva, pero si 4 = 1modn y v = 1 mod m como n y m con coprimos,
u =1 mod (nm). O

Nota: es facil ver que ¢ es suryectiva usando el teorema chino del resto.

Corolario. sin = p[*ph?...p" entonces L) ~ Z:rl ® Z;w O OLy,.
1 2 s

Prosicién 1.2. 5i K es un “cuerpo” y p(z) € K|[z] es un polinomio, entonces p(x)
tiene a lo sumo deg(p(x)) raices en K.

Proof. Usando el algoritmo de divisién para polinomios (acd se usa que K es un
cuerpo, o sea que si a € K y a # 0, entonces existe a~! € K tal que aa™! = 1)
es claro que si a es raiz de p(x) entonces p(z) = (z — a)g(z) donde ¢(z) € K[z] y
deg(q(z)) = deg(p(r)) — 1

;Es cierto esta proposicién si K no es un cuerpo? ; Cuantas raices tiene 2 — 1
en Z15?

Teorema 1.1. Sip es primo Z;f es ciclico de orden p — 1.

Proof. es claro que Z ) es un grupo de orden p — 1. Sea e(Z,’) el exponente de Z
(o sea el minimo n tal que z™ = 1 para todo = € Z)). Luego si z € Z, 2° = 1.
Como p es primo, Zy, es un cuerpo (j, por que?), entonces el polinomio p(z) = z¢ —1
tiene a lo sumo e raices. Como todo elemento de Z es raiz de p(z) e > p—1. A
la vez como e(Z) divide al orden del grupo se tiene la igualdad e = p— 1. ZJ

es abeliano y es facil ver que en todo grupo abeliando G existe un ¢ € G tal que
ord(z) = e(Q). O

Prosicién 1.3. sip es primo, entonces Z,2 es ciclico.

Proof. Si p =2 es claro. Si p # 2, el cardinal de Z;;g es p(p—1). Sea 7 : Z;:g — Ly
el morfismo de grupos dado por m(u mod p?) = u mod p. Sea x € Z X un generador,
ey € Z;z cualquier elemento de 7~!(z) (7 es suryectiva). Como ord(w(z)) | ord(z)

tenemos que ord(y) = p—1 o ord(y) = p(p — 1). Por el Teorema de Cauchy, existe
z € Z;;Q de orden p, entonces (como p # 2) el elemento yz tiene orden p(p—1). O

Prosicién 1.4. Sea p un primo y k un entero positivo. Definimos la funcion
E,: Z;k - Z:k+1 por F,(T) = 2P

FE, es un morfismo de grupos. Ademds si p # 2, F, es inyectiva.
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Proof. Primero tenemos que verificar que F}, esta bien definida. Sea 2 un represen-
tante de una clase en Z+ (digamos 0 < z < p*—1) entonces (z+p*r)P = zP +pFtls
entonces (z + pFr)P = 2P mod (pF*1).

Para ver que F}, es injectiva, hacemos induccién en k. Si k = 1 es claro porque si
2? = 1 mod (p?) = 2P = 1 mod p, pero 2?7 = z mod (p).

Supongamos cierto para k, y queremos verlo para k+ 1. Si z € Z:k+1 (digamos
0 < z < pF*t!) entonces x = y + 2xp* donde 0 < y < p* . Supongamos que
zP =1 mod pF*+2, entonces

(1) 1= (y+2p")? = % + 0" yP o + 2w = o + p*HyP 2y mod (pFH)

Aca estamos usando que p # 2 (; por que?). Si reducimos (1) médulo p*+!
obtenemos:

(2) 1 = y? mod (p**!)
Luego por hipétesis inductiva y = 1 mod (p¥), e y < p* entonces y = 1. Si reem-
plazamos en (1) obtenemos

1=17 + p**+gy, = 1+ p**ay mod (pF+2)
Entonces z;, = 0mod p, y = 1 + pFz; = 1 mod (p*+!). O
Corolario. Sea p un primo distinto de 2, y g un generador de Z;;, entonces g es
un generador de Z:k para cualquier k > 2.

Proof. Hacemos nuevamente induccién en k. Sea 7 : Z;,C 41— Z;k reducir médulo
p*. Supongamos que (g) = Z;;,c, queremos ver que si h € Zy+1 es tal que 7(h) =37
entonces (h) = Z;Hl. Como F,, es inyectiva, ord(F,(g)) = ord(g) = (p — 1)p*~ L.
Ademés como 7(h) = g, (h)? = (g)P mod p**! (o sea ord((h)P) = (p — 1)pF~1),
entonces (p — 1)p*~! | ord(h) | (p — 1)p*. Por hipétesis k > 2, si ord(h) = (p —
1)pF~! = ord((h)P) = (p — 1)p*~2 lo que es una contradiccién. a

Corolario. Sip# 2, Z,x es ciclico.
i, Que pasa con el primo 27

Ejercicio: Zg ~ Zo ® Zs.

Prosicién 1.5. sea n > 2 un entero positivo, entonces ord(5) = 272

Ademds —1 & (5).

X
en L.

Proof. Hacemos induccién en n para demostrar que 52" =1+ 2"s con s impar.
e Sin=23,5%2=1+2%3.
o (5°"7)2 =52 = (14 2ks)% = 14 205 4 22ks% = 1 2k (5 4 2K 1g).
Como k > 2, s+ 2¥~1s es par.

|

Corolario. Z3, ~ Zyn-2 ® Zy

Proof. Es ficil chequear que el morfismo ¢ : Zyn-2®Zs — Z5. dado por ¢((a,b)) =
5%(—1)® es un isomorfismo. O



