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ALGEBRA II

Practica 1
1. Sea neN ysea G, ={z€C/z" =1}.

a) Probar que (G, -) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € G,,.

b) Probar que G, es ciclico, es decir, que existe w € G,, que satisface: Vz € G,, Ik € Z

tal que z = w.

2. Sea G=Zp={a€Z/0<a<n} con axb=ry(a+b). Probar que (Z,,*) es un grupo y

determinar si es abeliano.
3. Sea Sl={z¢e C/|z| =1}

a) Probar que (S, -) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € S'.

b) Determinar si S' es ciclico.

4. En cada uno de los siguientes casos determinar si (G, *) es un grupo y, en caso afirmativo,

determinar si es abeliano:

a) G=Ny axb=a,bl.

b)) G=Qs9 axb=a-b.

¢) G=Ms(Z) axb=a-b.

d) G=M,(R) axb=a+b.

e) G=S8L,(R)={a€ M,(R)/det a=1} axb=a-b.

f) G = Endg(V), con V un K -espacio vectorial ~ fxg= fog.

§) G=1{f € Bnda(®") /d(f(x), f(y)) = d(z.y) Ve,y € R} frg=fog

h) G = 8(X) = {f: X — X/ es biyectiva}, donde X es un conjunto no vacio y

fxg=1Tfog.
Notacion: Cuando X = {1,...,n} S(X) sera notado S, .

i) G=2S5(2) fxg=fog L
J) G=17ZsxZs (a,b) * (¢,d) = (ra(a+ ¢), r2(b + d)).
k) G=U,={a€ Zy/(a,n) =1} axb=ry(a-b).

5. Probar que

a) G, C Gy siysolosin|m.



b) G N Gy = G-

6. En cada uno de los siguientes casos, probar que H es un subgrupo de (G, *):

10.

11.

12.

13.

a) G=C* * = - H =S
b) G =Dy * =0 H=1{1, p, p?, p°}.

donde H = (00 + 01 o .
N0 =i )7\ =10 )7 io0
d) G=81 * = H=a,.

e) G=12Zo axb=r, (a+0) H ={a € G/a es par}.
f) G=GL,(R) * = - H = SL,(R).

Probar que todos los grupos de 4 elementos son abelianos. (Sug: hacer las posibles tablas de

operaciones).

. Sea G un grupo y sean H; y Hy dos subgrupos de G'.

a) Probar que Hi N Hy es un subgrupo.

b) Probar que Hj U Hy es un subgrupo siy solo si Hy C Hy o Hy C Hy .

. Hallar todos los subgrupos ciclicos de: Zo, Zs, Zg, Gs, G4, S3, Zo P Zs, Lo B Zs .

Sean G un grupoy a € G. Probar que C, = {x € G; x-a=a-x} es un subgrupo de G.
Probar que si H es un subgrupo de Z entonces existe n € Ny tal que H =n. - Z.
Probar que si H es un subgrupo finito de C* entonces existe n € Ny tal que H = G,.

Sean (G,:) un grupoy a,be G

a) Probar que las siguientes aplicaciones de G en G son biyectivas y encontrar sus inversas

b) Determinar cuéles de estas aplicaciones son morfismos.

c) Idem en el caso en que G sea abeliano.



14. Hallar ord(x) en los casos:

a) G =Sy x=(12)(56T7).

b) G =72 =2 ; z=3 ; x =4
0

c) G=H :vz(z )
0 —1

d) G=S5"! x = cos(2X) +i sin(2D).

e) G=Dy r=p?s.
f) G un grupo cualquiera y = = a?, donde a € G es un elemento de orden n y d es un

numero natural.

15. Sea f: G — G un morfismo de grupos. Probar que ord(f(x)) divide a ord(x) si ord(x) es

finito.
16. Sea z € Z,, . Probar que ord(z) =n siy solosi (z,n)=1.

17. ) Calcular el orden de todos los elementos de Ss.
b) Sea o :=(132) ,encontrar el subgrupo C, = {r € S3; r.c =o.r}.
c¢) Hallar, si existe, un o € S3 tal que el subgrupo C, tenga orden 1; tenga orden 2; tenga
orden 3; tenga orden 6.
18. ) Hallar el orden de cada elemento de Zja y determinar todos los = € Zja tales que el
subgrupo ciclico generado por x coincide con Zis.
b) Hallar el orden de cada elemento de Zo © Zs3 y en Zy @ Zg .
c¢) Inspirandose en ii) probar que si G; y G son grupos finitos, el orden de un elemento

(91,92) en G1 @ G4 es el minimo comun multiplo entre los érdenes de g1 y go.

19. Sea p un ndmero primo, m € N y sea G un grupo de orden p™. Probar que existe un

elemento de orden p en G.

20. Determinar si G y K son isomorfos en los casos:

G =174 K =7y & Zo.
G =17, K = G,.

G =T K =7y & Zs.
G=0Q K =R

G =g K ="H.

G =g K =7y @& Zs.



21. Dados los grupos:
Ty ® Zig © Lo Lo ® 7y Zo ® Gy L

Dy Gy H K
donde K = {1,1, j, k, =1, —i, —j, =k} con i =j2=-1yi-j=k=—j-i
Decidir cuéles son abelianos, cuéles son ciclicos y cuéles son isomorfos entre si.

22. Sea f: G — L un epimorfismo. Decidir para cuéles P; vale:

“@G verifica P; = L verifica P;"

P;) tener n elementos.

ser finito.

TP

ser conmutativo.

3D

ser ciclico.

todo elemento tiene orden finito.

I

todo elemento tiene orden 6.

e
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(
(
(
(
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(

)
)
)
) ser no conmutativo.
)
)
)
)

todo elemento tiene orden infinito.

oI

23. Sea f : G — L un monomorfismo. Decidir para cudles P; del ejercicio anterior vale: “ L

verifica P; = GG verifica P;".

24. a) Probar que Aut(Z) ~ Gs.
b) Hallar Hom(G,,, Z).

c) Hallar Hom(G, Z) para G un grupo de orden finito.

1 b
25. SeaG-{(O >/a,b€Z7,cona7é0}.
a

a) Hallar el orden de G.

b) Para cada primo p que divide al orden de G hallar todos los elementos de G que tengan

orden p.

26. Probar que {2, 3} es un sistema de generadores de Z.

27. Sea G = M>(Zs) . Hallar |G| y encontrar subgrupos de G de orden 2, 4 y 8.



28. a) Probar que son equivalentes:

1) G es abeliano.
2) La aplicacién f : G — G definida por f(x) = 2! es un morfismo de grupos.
3) La aplicacién f: G — G definida por f(z) = 2? es un morfismo de grupos.

b) Probar que si 22 = 1 para todo = € G entonces G es abeliano.

29. Probar que

a

Hom(Z, Z,) # 0.

C

)

b) Hom(Zs , Z7) = 0.
) Hom(Q, Z) = 0.
)

d

No existe un epimorfismo de Z en Z @ Z.

30. Hallar dos grupos Gy K no isomorfos tales que Aut(G) ~ Aut(K).

1 b
31. Sea G = { ( 0 ) /a,b € Zy, con (a,4) = 1} . Probar que G es un grupo no abeliano de
a
orden 8. jEs G~H? jEs G~ Dy?

32. Probar que si G es un grupo de orden < 5, entonces es abeliano.



