1. MODULOS

Definicion. Una operacién en un conjunto C' es una aplicacion §: C' x C—C. Dados
x,y € C, 0(x,y) se nota z0y.

Sea 6 una operacién en un conjunto C'.

Definiciones. Se dice que 6 es asociativa sii (z0y)0z = z0(y0z) (z,y,z € C)

((x,y),2) ~ (xby, z) ~ (20y)0z

(z,y,2) ~ {(337 (y,2)) ~ (x,y0z) ~ x0(yhz)

Se dice que 6 es conmutativa sii 0y = ybz (z,y € C).
O(x,y) =0(y, ) : 0 es simétrica.

Se dice que 6 tiene elemento neutro sii de € C, Va € C: efx = xfe = x.

O(e,): C—C 0(,e):C—C de € C:0(,)=0(,e)=1¢

x— 0(e, x) z— 0(z,e)

Observacion. En el ultimo caso, e es tnico (y se llama el elemento neutro de 6), pues
mas generalmente:

Siu,v € C satisfacen que ubx = x y z6v = x, para todo z € C, entonces u = v.

Tomando x = u en z6v = x, resulta que ufv = u; y tomando xr = v en ubxr = x, se
tiene que ufv = v. Por lo tanto, u = v.

Definicion. Un monoide es un conjunto C' provisto de una operacion 6 asociativa. El
monoide (C, 0) se dice conmutativo sii § es conmutativa.

Ejemplo. (N, +) es un monoide conmutativo.
Definicion. Un semigrupo es un monoide cuya operacion tiene elemento neutro.

Ejemplo. (N, ) es un semigrupo conmutativo; en cambio, (N, +) no lo es, vale decir,
de e NNVn € Nin4e=n,

porque
fe,n € Nin+4e=n,

0 sea,
Ve,n € N:n+e#n.



Un argumento:
e>l=—=n4+e>n+1l=n+e>n.

Otro:
n+e=n=(—n)+n+e)=(—n)+n=ec=0=¢ ¢ N.

Sea S un semigrupo, con operacion ¢ y elemento neutro e.
Definicion. Se dice que x € S es inversible sii dy € S : yfxr = 20y = e.

Observacion. 1) En tal caso, y es unico (y se llama el inverso de ), porque, en general:
Dado x € S, si u,v € S satisfacen que ufxr = e y xfv = e, entonces u = v.

u = ube = ub(xbv) = (ubx)fv = ebv = v.

ii) e es inversible, y su inverso es e: efe = e. Ademds, si z € S es inversible (a
izquierda o a derecha) y xfx = x, entonces x = e.

Definicion. Un grupo es un semigrupo tal que todos sus elementos son inversibles. Lo
grupos conmutativos también se llaman abelianos.

Ejemplo. (U,-) es un grupo conmutativo.

U={z€C:|z|=1} UxU—U (z,2)—2-2

)z, € U= z-2' € Uyosealz| = |=1=|z-2| =1
i)l € U,o sea,|1| = 1.

i)z € U= 2" € U,osea,lz| =1 = |} = 1.
Dz 2] = J2] 12/

il)r € R=|r+0i| = |r|.

iii')z £ 0 = |27 = |2| "

L'=7z: pero |z] = |2|.

También, |z| =1 = 2~
En cambio, (N, ) no es un grupo. Més atin, es un ejemplo de semigrupo S donde e es
el inico elemento inversible: 20y = yr =e = z =y =e.
En efecto,
Vm,n e Nom-n=1=—=m=n=1,

porque
n>l—=m-n>m-1=m>1—m-n> 1.



Notaciones.

6 | e | inverso de
aditiva* + 10 -
multiplicativa | - | 1 x !

*) Sélo serd empleada en el caso conmutativo. La primera columna es aplicable a
monoides.

Definiciones. Un anillo es un conjunto A provisto de dos operaciones, + y - (llamadas
suma y producto), tal que (A, +) es un grupo abeliano, (A, -) es un semigrupo y se verifica:

iJa-(b+c)=a-b+a-c
it)(a+b)-c=a-c+b-c
El anillo (A, +, ) se dice conmutativo sii (A, -) es conmutativo; y se llama anillo de di-

visién sii todo x € A, x # 0, es inversible en (A, -).
Un cuerpo es un anillo de division conmutativo.

Ejemplos. i) De anillos:

conmutativo de division
7z si no
M, (A) | no, paran > 1 | no, paran > 1
A[X] si no
H no si

ii) De cuerpos: Q, R, C, K(X) (K cuerpo).

Observacion. En un anillo A, son equivalentes:

i)Va e A: a=0.

ii) A tiene un solo elemento.

iii) 1 = 0.

En tal caso, A se dice nulo.
i) = ii) = iii) son triviales. iii) = i) resutla de verificar que a - 0 = 0, en cualquier
anillo A (ejercicio).

Definicion. Una acciéon de un conjunto C' en un conjunto D es una aplicacion a: C' X
D——~D. Dados x € C ey € D a(x,y) se nota xay.

Observacion. Dado un conjunto C, las nociones de “accién de C' en C” y “operacion
en C” coinciden.

Definicion. Sea A un anillo. Un A-médulo a izquierda (derecha) es un conjunto M
provisto de una operaciéon +, llamada suma, y una accién - de A, llamada producto, tal



que (M, +) es un grupo abeliano y - satisface:

iJa-(x+y)=a-xz+a-y.
ii)(a+b) - x=a-x+0b-x.
iti)s (a-b)-x=a-(b-x). (iii)g (a-b)-x=b-(a-x).)

w)l-xz ==z
Los elementos de M se llaman vectores; y los elementos de A, escalares.

Observacion. 1) Si M es un A-médulo a derecha, a -z (a € A,z € M) suele notarse
x - a, con lo cual iii)4 se escribe: x - (a-b) = (z-a) - b.

ii) Si A es conmutativo, las nociones de “A-médulo a izquierda” y “A-mdédulo a
derecha” coinciden.

iii) Siendo A cualquier anillo, ambas nociones son esencialmente la misma:

Definicion. Se llama anillo opuesto de A al anillo A° que se obtiene reemplazando el
producto - de A por el producto o dado por: aob =b-a (a,b € A).

A= (A +,)~ A°=(A+,0)

Observacion. i) A° = A <= A es conmutativo.
ii) (A°)° = A.

Definicion. Si M es un A-médulo a izquierda (derecha), se llama moédulo opuesto de
M al A°-médulo a derecha (izquierda) M° que se deduce de M reemplazando A por A°.

M= (A M,+,-) ~ M°=(A°, M, +, ")
Por ejemplo, M satisface #ii), para A = M satisface iii)y para A%

(aob) -x=(b-a)-z=0b-(a-x).

Observacion. 1) Si A es conmutativo, M° = M.
i) (M°)° =M.

Notacion. La clase de A-médulos a izquierda (derecha) se nota Mt,(A) (M4(A)). Si A
es conmutativo, M (A) = M4(A) y se escribe M(A).

M, (A)—My(A°) My(B)—M(B°) B = A° = My(A%) —M,(A)
M — M° N — N°

Las aplicaciones entre M (A) v My(A°) definidas tomando médulo opuesto son re-
ciprocas. Lo mismo sucede con las aplicaciones entre entre 9t;(A) y M (A°) (basta

reemplazar A por A°). Si A es conmutativo, todas estas aplicaciones coinciden con la
aplicacién identidad de 90t(A).



Convencion. Los médulos se consideran a izquierda.

Observacion. En un A-médulo M, se verifica:

i)a-0=0.

i) 0.2 = 0.

iii) —(a-x) = (—a)-x =a-(—x); en particular, —z = (—1) - z.

Definicion. Un A-médulo se dice nulo si y sélo si Vo € M : x = 0 (vale decir, M
tiene un sé6lo elemento).

Observacion. Si A es un anillo nulo, todo A-médulo es nulo.
Convencion. Los anillos se suponen no nulos.

Ejemplos. 1) Espacios vectoriales.

Dado un cuerpo K, “K-médulo” es lo mismo que “K-espacio vectorial”. Si D es un
anillo de division, los D-mdédulos seran llamados D-espacios vectoriales.

ii) Grupos abelianos y Z-mdédulos.

Sea (G, +) un grupo abeliano. Se construye una accién * de Z en G definiendo m * x
(m € Z,x € G) en la forma: si m > 0, m * x se define por induccién en m, tomando
Oxz =0y (h+1)xx=hxx+az (h € Ny); ysim <0, mxax se define poniendo
m*x = (—m) * (—x). Se verifica que (G, +, %) es un Z-médulo (ejercicio).

Ademas, si - es una accién de Z en G tal que (G, +, ) es un Z-médulo, entonces - = .

Sea A la clase de los grupos abelianos. Las aplicaciones de A en M(Z), (G,+) —
(G, +,%), y de M(Z) en A, (M, +,*) — (M, +) son reciprocas.

iii) Endomorfismos de K-espacios vectoriales y K[X]-médulos.

Sea (V,4+,-) un K-espacio vectorial, y sea t un endomorfismo de la estructura de K-
espacio vectorial de V. Se define una accién * de K[X] en V en la forma siguiente. Dado
f e KIX], f=Y0cicnwX', yv € V, se toma

frv= > a;-t'(v)

0<i<n

(esta definicién es independiente de la escritura de f). Se verifica que (V,+,%) es un
K[X]-médulo y * satisface

EXOxv=F- v,

X xv =t(v),
(ejercicio).
Reciprocamente, sea (M, +,-) un K[X]-médulo. Se definen una accién o de K en M

y una aplicacion u: M — M por

kox=kX". z,

u(z) =X - .

Se verifica que (M, +,0) es un K-espacio vectorial y u es un endomorfismo de esa estruc-
tura (ejercicio).



Sea & la clase de K-espacios vectoriales provistos de endomorfismos. Las aplicaciones
de &€ en Qn(K[X])? (‘/7 +, '>t) = (V7+7 *)7 y de W(K[X]) en 87 (M7+> ) = <M7+7 '7u>
son reciprocas.

iv) Estructuras izquierda y derecha de un anillo.

Sea A un anillo. A puede considerarse como A-moddulo a izquierda, en cuyo caso se
nota Ay (estructura izquierda de A).

También, A puede considerarse como A-modulo a derecha, con la accién aoxr = = - a
(a,z € A), en cuyo caso se nota Ay (estructura derecha de A). Notar que A; = ((A%),)°.

Si A es un anillo tal que todo A-mdédulo es nulo, entonces A es nulo.

v) Potencias de un médulo.

Sea M un A-mddulo, y sea I un conjunto. Se definen + y - para M = {f : f: M}
en la forma:

(f +9)(@) = f(i) +a (i) (i € 1),
(a-f)(@) =a-u f() (i €1).

Se verifica que (M1, +,) es una A-médulo. Una aplicacién f: [ —» M también se
llama familia de elementos de M con indices en I. En tal caso, f(i) se nota f; (i € I);y
f se representa por (f;);c;. Con esta notacién, las definiciones de + y - se escriben

(fi)ier + (gi)ier = (fi +m Gi)ier,
a-(fi)ier = (a-um fi)ier-

Casos especiales: sucesiones, uplas y matrices. Aclaracién: M? = {0} es nulo. Ejerci-
cio: explicitar la estructura en los casos especiales.

Sea M un monoide, notado multiplicativamente. Dada una sucesién (z;)1<i<, de
elementos de M, se define [[;<;<, ; inductivamente por

H%‘:$1, H xZ:<H xi>-xh+1(h€N)

1<i<1 1<i<h+1 1<i<h

Si M estd notado aditivamente (en cuyo caso, M es conmutativo), se escribe >, <;<,, Z;
en lugar de [],<;<, x;, con lo cual la definicién dada toma la forma

1<i<1 1<i<h+1 1<i<h

Z Ty = I, Z xTr; = ( Z sz> +l’h+1 (h c N)

[Comentario: [Tj<;<q@; = ((x1 - ®2) - x3) - 4; pero también puede asociarse xy - (2 -
(23 - 24)), (21 22) - (23~ 24), (21 (227 @3)) - @45 @1~ (22 - 3) - 7)) ]

Si M es un semigrupo, la definicién puede extenderse a n = 0 poniendo [[;<;<oz; = 1
(X1<i<o = 0, si la notacion es aditiva).

Se supone que M es un semigrupo.
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Demostracion. Por induccién en n. El caso n = 0 es trivial (1 =1-1). Sin=h+1,
con h € Ny, como el caso j = n también es trivial (¢ = ¢ - 1), puede suponerse j < n, o
sea j < h. Luego,

H T; = Hﬂfi'xhﬂz(nxi' H $j+i)'$h+1

1<i<h+1 1<i<h 1<i<j  1<i<h—j
= H T ( H l‘j+z”$h+1> = H T H xj+i~D
1<i<j 1<j<h—j 1<) 1<i<(h—j)+1=(h+1)—j
Se supone —ademas— que M es conmutativo y que estd notado aditivamente.
Motiacion: x1 + 2+ 23+ T4 = T3+ T2 + 24 + 21 se escribe i ey 5 = Yy <icy(2m);,
T3+ To+ T4 + Ty = Tr(1) + Tr(2) + Tr@) + Tra) = (27)1 + (@7)2 + (27)3 + (27)4.
e Iy—1y
1—3
212
34
41

7 es biyectiva

I, TOoT . M

I
Ty = 2(w(i)) = (em) (i) = (z7);.
PROPOSICION 1.2. (n € Ny). Si 7w es una permutacion de grado n, Y <<, & =
Z1gz’§n($7)i'

Demostracion. Por induccién en n. El caso n = 0 es trivial (0 = 0). Suponiendo
n=h+1,conh € Ny, sea j el indice tal que 7(j) = n, y sea 7 la trasposicién de j y n:
7(j) =n, 7(n) =7, 7(1) =i (i # j,n). Como (77)(n) = n, 77 define una permutacién w
de gradon —1=h: w(i) = (77)(@) (1 < i < h).

Luego, aplicando la hipdtesis inductiva a w;

Yo =Y mitapa= Y, (aw)itapn = Y, (@) + (2(77))hs1

1<i<h+1 1<i<h 1<i<h 1<i<h
= 2 @@= > (@mri= > (27
1<i<h+1 1<i<h+1 1<i<h+1



por el siguiente

LEMA 1.3. (j,n € N). sij < n y 7 es la trasposicion de j y n, Y jcicp @i =

Z1§i§n($7)z‘-

Demostracion. Por asociatividad,

in: Za:,-—l— Z xjﬂ-:( Z xﬁ—xj)—i-( Z xj+i+xn>

1<i<n 1<i<;j 1<i<n—j 1<i<j—1 1<i<n—j—1
>
= > mta |+ X wmmta| = X (@n)i+(27);
1<i<j—1 1<i<n—j—1 1<i<j—1

+( > $j+z‘+($7)j+(n—j)) = > (am)i+ Y (am)i= ) (a7)s

1<i<n—j—1 1<4i<j 1<i<n—j 1<i<n

nuevamente por asociatividad.[]
) (wta)+y+2)=wt+@+y+2)=w+(y+2)+z)=w+(z+y) +z)=

wt(z+(y+a)=(w+2)+y+2)]
Sea M un semigrupo conmutativo, notado aditivamente. Dada una familia finita

(x;)ier de elementos de M, se define Y ;cpx; = - -
[ Motivacion: F = {a,b,c,d} = Yicp i = Te + X + Tg + Ta = Tp) + Ty(2) + Tus) +
Tyy = (2v)1 + ()2 + (2v)3 + (20)s = Y1<ja(ar);.

m: X+ F
1l—c
20
3—d

4 a

v es biyectiva

I, Tov .y

F

T, = z(v(j)) = (zv)(j) = (av);
---Zlgjgn(xl/)j, donde v: I,, — F' es una numeracion. ...

MOtanCiO/n: Z’iGF ;i = Ty _'_ Tq + Tdq + Te = 21§j§4<xyl)j



LY F

l—b, 2+—a, 3—d, 4—c

IS E— )
1+—3
212
3= 4
4—1

7 es biyectiva: 1 = v lov <= vomr =1

... Esta definicién es correcta: si ' es otra numeracién de F, sea 7 la permutacion de
grado n tal que vom =1/ (vale decir, 7 = v~ 0 /'), con lo cual

Yo (av)y= Y ((wv)m);= > (z(vm);= > (v);]

1<j<n 1<j<n 1<j<n 1<j<n

Aclaracion: Un conjunto F' se dice finito si y sélo si existen n € Ny y una biyeccién
v: I,—F. En tal caso, v se llama una numeracién de F'; y n se dice la cantidad de
elementos de F.
la: p: Ipy—F, v: [,—F ~ 3 = v=topu: I,,—1, biyecciéon = m = n. a: I,,—1I,
inyeccién = m < n (induccién en n).

Ahora, sea (x;);e; una familia cualquiera de elementos de M.

Se llama soporte de (x;);er a sopz; = {i € [ : x; # 0}.

icl

Definicion. Si el soporte de (x;);er es finito, se toma > ;c;x; = Y ;cp x;, donde F' =
SoOpT;.
iel

Ejercicio: Esta definicién es consistente con la anterior: si [ es finito, Y ;c;x; =
Yier Ti-

Observacion. Si J es un conjunto tal que F° C J C I, entonces > ;e T = > ey Ti-

JCIl=sopx;=FNJ . FCJ=—sopx;=F.
ieJ i€

Ejemplo. Sea M un A-mdédulo. Sia € Ay (x;);esr es una familia de elementos de M
con soporte finito, entonces a - > ;cr T = D jer @ - Ti.

Sea F' = sop,c; i, de modo que a - Y ;7% = a- Y ;cp T, por la definicién. Por otra
parte, sop;c;a-x; € F:a-x; # 0= x; # 0 (esto es equivalente a z; = 0 = a-z; = 0).
Por lo tanto, sop;c; a-z; es finito, con lo cual estd definida >;c; a-x;; y por la observacion,
Yicr@-x; = Y cpa- ;. Luego, lo que debe probarse es que a - Y ;cpx; = Yicrpa - T,
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o sea, puede suponerse que I es un conjunto finito. En tal caso, dada una numeracion
vilp—1, 01T =a- Y 1<jcn(V); ¥ Yicra- T = Yi<j<y, @ - (zv);. Por lo tanto, lo
que debe probarse es que a - > <<, (2V); = Xi<j<n @ - (7v);, vale decir, puede suponerse
que I =1, para algin n € Ny. En tal caso, se procede por induccién. Lo propuesto es
trivial paran=0:a-0=0. Sin=h+1, con h € Ny,

a- >y x = a-( > wi—irxh“) =a Y TitaTp = Y, @TiAaT = Y, ;.

1<i<h+1 1<i<h 1<i<h 1<i<h 1<i<h+1

FEjercicio. En un A-médulo M, se verifica que (X ;c7a;) - (ZjeJ :Uj> = 2, Wi T
jEJ
(suponiendo que sop;c; a; y sOp;c; x; son finitos).
En particular, a - Y ,c;7; = Yjcsa-2; y (Xies@i) - ¢ = Yiera; - . (Aclaraciones;
entre ellas, SOp,_; @i~ Lj & SOP;cr @i X SODje x;.)
jEJ

2. MORFISMOS. SUBMODULOS

Definicion. Dados A-médulos M y N, un morfismo (también, homomorfismo o aplica-
cién lineal) de M en N es una aplicacién f: M —— N que verifica:

i) fle+uy) = f(@)+n fly)  (f es aditiva).
ii) fla-mz)=a-y f(z) (f es activa).

Observacion. En tal caso, f satisface:

iii) f (Z a; - xz> = Z a; - f(x;), suponiendo que sop a; - x; es finito.

iel el

Ejemplos. 1) Transformaciones lineales de espacios vectoriales.

Dado un cuerpo K, “morfismo de K-moédulos” es lo mismo que “transformacién lineal
de K-espacios vectoriales”.

ii) Morfismos de grupos abelianos.

Convencion. Los grupos se suponen abelianos y notados aditivamente.

Definicion. Dados grupos G'y H, un morfismo de GG en H es una aplicacion f: G—H
que verifica:

fx+ay) = f(x) +u fy)
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[Una aplicaciéon f: G— H es un morfismo de grupos si, y sélo si f es un morfissmo
de Z-modulos.

Suficiencia. FEs trivial y general: dado un morfismo de A-médulos f: M—N, f
resulta un morfismo de grupos.

Necesidad. f(m-xz)=m- f(z) (m € Z,z € G).]

iii) Morfismos de K[X]-mddulos (K cuerpo).

Sean V' y W K-espacios vectoriales provistos de endomorfismos ¢ y u. Una aplicaciéon
f: V—W es un morfismo de K[X]-mdédulos si, y sélo si, f es una transformacion lineal
de K-espacios vectoriales tal que fot =wuo f.

iv) Morfismos nulos

f: M—=N, flx)=0 (x € M).

f se nota 0y n (morfismo nulo de M en N); 0y n se escribe 0.
v) Identidades.
f: M—M, flx)=2 (x € M)

f se nota iy, (morfismo identidad de M).
ivy = 0y <= M =0 (abuso de notacién: deberfa escribirse M = {0}).
vi) Homotecias

AXx M—M, (a,x) — a-z.

Seac e A f: M—M, f(r)=c-x (x € M). f se nota ¢ (homotecia de ¢ en M)
0 7.

Ne,m €8 aditiva.

e €s activa (para todo A-médulo M) si, y sélosi, a-c=c-a (a € A).

Definicion. Dado un anillo A, se llama centro de A a C(A) = {¢ € A : a-c =
c-a(a € A}

Observacion. 1) C(A) = A <= A es conmutativo.

2) La suma y el producto de A definen operaciones en C'(A), que la convierten en un
anillo (conmutativo, de modo que C(C(A4)) = C(A)).

Ne,p €S un morfismo de grupos.

e €s un morfismo de A-moédulos (para todo A-mddulo M) si, y sélo si, ¢ € C(A).

vii) Expansiones.

Seaz € M. f: A—~M, f(a) =a-z (a € A). f senota e, (expansion de z). €, es
un morfismo de A; en M y €,(1) = z.

Si f: As—M es un morfismo tal que f(1) = z, entonces f = ¢,. (Han quedado
determinados todos los morfismos de As en M.)

Observacion. Dados morfismos de A-médulos f: M——N y g: N—— P, la aplicacién
go f: M—— P también es un morfismo.

Definiciones. Sean M y N A-modulos.
Un monomorfismo de M en N es un morfismo de M en N inyectivo.
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Un epimorfismo de M en N es un morfismo de M en N suryectivo.

Un isomorfismo de M en N es un morfismo de M en N biyectivo.

Una seccién de M en N es un morfismo f: M ——N tal que existe un morfismo
g: N—— M verificando que go f = iy,.

Una retraccion de M en N es un morfismo f: M —— N tal que existe un morfismo
g: N—— M verificando que fo g =iy.

Un endomorfismo de M es un morfismo de M en M.

Un automorfismo de M es un morfismo de M en M biyectivo.

Observacion. 1) Toda seccién (retraccién) es un monomorfismo (epimorfismo). La
reciproca es cierta para espacios vectoriales (en realidad, para médulos libres).
ii) La composicién de dos morfismos de una misma clase es un morfismo de esa clase.

PROPOSICION 2.1. Dado un morfismo de A-médulos f: M —— N, son equivalentes:

i) f es un isomorfismo.

ii) Existe un morfismo g: N —— M verificando que go f =iy y fog=iy.

iii) f es una seccién y una retraccion.

iv) f es un monomorfismo y un epimorfismo.

Ademés, si f es un isomorfismo, g en ii) es iinico; se llama el morfismo inverso de f y
se nota 1.

Demostracion. i) = ii) Repaso: que f sea biyectiva puede traducirse como
Vye N, Jloze M: f(z)=y.

En tal caso, se define g: N—M tomando g(y) = z, si f(x) = y; y se verifica que
gof=imyfog=in.

Aqui, g resulta aditiva. En efecto, dados y,y’ € N, sean x,z’ € M tales que f(x) =y
y f(z') =y, de modo que g(y) =z y g(y') = 2. Como f(x+2a') = f(z) + f(2') =y +Y,
se tiene que g(y +¢') = x + 2’ = g(y) + g(¢).

También g es activa. Dado a € A, f(a-x) =a- f(z) =a-y, conlo cual g(a-y) =

a-z=a-g(y).
ii) = iii) = iv) = 1) son triviales.]
La observacion final es conocida a nivel conjuntista.

Definicion. Sean M y N A-médulos. Se dice que M es isomorfo a N, notado M ~ N,
si y solo si existe un isomorfismo de M en N.

Observacion. La relacion asi definida en 9,(A) es una relacién de equivalencia:

r) M ~ M.
S)M ~N = N ~ M.
tyM~NANN~P=— M~P.

Diagramas conmutativos:
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c f . D
\/
E

g=hof
c 1 . p
g h
E L F
hof=1iog.

FEjemplo. Dados A-mdédulos M y N y una aplicacion f: M — N, se verifica:
i) f es aditiva si, y sélo si, el diagrama

Mx M—M __ af
fxf f

NxN—N . n

es conmutativo.
ii) f es activa si, y sélo si el diagrama

AxM—M |

ig X f f

AxN—N N

es conmutativo.
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Definicion. Sean M y N A-médulos. Se dice que M es un submédulo de N si, y sélo
si, M C N y se verifica:

e,y € M = x4+pyy=x+nYy.
ii)a € ANz € M= ayxr=a-yz,

vale decir, la inclusién ¢y y: M ——N es un morfismo de A-mdédulos.

Observacion. Dado un morfismo de A-médulos f: M —— N, si S es un submédulo de
M, entonces f|g: S—M también es un morfismo.

PROPOSICION 2.2. Sea M un A-médulo. Para un subconjunto S de M, son equiva-
lentes:
i) S satisface:

1)S #0.
Q)z,y € S=x+y € S.
Jae ANz e S=a-x €S

ii) S satisface:

10 € S.
e,y e S=x+y € S.
Ja€e ANz e S=a-x €S

iii) S “es” (esto significa: admite una estructura de A-mdédulo, necesariamente tinica,
que lo convierte en) un submédulo de M.
iv) S satisface:

@ € ANz, €S(i€el)=)> a-x; €8
i€l

(suponiendo que sop;c; a; - x; es finito).

Demostracion. i) = ii). En virtud de 1’), puede tomarse x € S; y aplicando 3),
0=0-z€S.

ii) = iii). La unicidad de la estructura es clara. En cuanto a la existencia, se definen
+5 y -g en la forma:

r,y € S= x+gy =1x+y (esta definicién es correcta por 2)),

a € ANz € S=a-sx =a-x (esta definicién es correcta por 3)).

Se verifica que (S, +g,s) es un A-mdédulo:

Es claro que +¢ es asociativa y conmutativa. En virtud de 1), 0 es elemento neutro de
+g. Todo = € S es inversible respecto de +g, porque, aplicando 3), —z = (—1) -2 € S.
Finalmente, -5 hereda las propiedades de la definicién de mdédulo de -

14



iii) = iv). Si f: S— M eslainclusion; Y,c;a;- f(x;) = f <Zsai ‘g xz> € Imf=>5.
il

iv) = 1i). 1’) Tomando I =0, > ;c;a; - x; =0, con lo cual 0 € S.

2) Tomando I ={1,2}, a1 =as =1, 21 =, o = Y, D ier @; - T; = T + Y.

3) Tomando I = {1}, ay =a, x; =, Yjc;a; - x; = a- .

Ejemplos.

e i) Subespacios de un espacio vectorial.

Dado un K-espacio vectorial V', “submédulo de V7 es lo mismo que “subespacio de
V7 (eventualmente, porque iii) <= ii) o iii) <= i), en la Proposicién).

e ii) Subgrupos de un grupo abeliano.

Sean G y H grupos.

Definicion. Se dice que G es un subgrupo de H si y sélo si, G C H y se verifica:

r,y € G=xr+qgy=x+pgv,

vale decir, I g G—H es un morfismo de grupos.

Se tiene que G es un subgrupo de H si, y sélo si, G es un submédulo de H (porque
“morfismo de grupos” es lo mismo que “morfismo de Z-médulos”).

En general, dados A-médulos M y N, si M es un submédulo de N, entonces M es
subgrupo de N (porque un morfismo de A-mdédulos es un morfismo de grupos).

[Ejercicio. Sea G un grupo. Para un subconjunto S de G, son equivalentes:
i) S satisface:

1)S #0.
e,y € S=x+y €S
3yx € S= —x € 8.

ii) S satisface:

10 € S.
r,ye S=x+y € S.
3)r € S= —x € S.

iii) S “es” (esto significa: admite una estructura de grupo, necesariamente tinica, que
lo convierte en) un subgrupo de G.
iv) S satisface:

1)S #10.
Nr,ye S=x—y e S. Notacion: v —y=x + (—y).

v) S satisface:

10 € S.
Ne,ye S=uz—y e S Notacion: © —y =z + (—y).]
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e iii) Submédulos de un K[X]-mdédulo (K cuerpo).

Sea V un K-espacio vectorial provisto de un endomorfismo ¢t. Un subconjunto S de
V' es un submédulo de V si, y sélo si, S es un subespacio de V' que satisface: v € S =
t(v) € S.

e iv) Ideales de un anillo.

Sea, A un anillo.

Definicion. Un ideal a izquierda (derecha) de A es un subconjunto 2 de A que verifica:

1)0 € 2.
e,y e A=az+y c A
3Ja e ANz eUA=a-x2€UA (v-aec.

Observacion. A es un ideal a izquierda (derecha) de A si, y sélo si, 2 es un submddulo

de AS (Ad)

Definicion. Un ideal bilatero de A es un ideal a izquierda y a derecha.

Observacion. 1) Todo ideal (a izquierda, a derecha o bilatero) de A es un subgrupo
de A.

2) Si A es conmutativo, las tres nociones de ideal coinciden.

3) La recipreca de 1) no es cierta: dado n € Ny, K[X], no es un ideal de K[X] (todo
ideal no nulo de K[X] contiene polinomios de grado arbitrariamente grande).

Convencion. Los ideales se suponen a izquierda.

FEjercicios. Sea M un A-médulo.

i) Si 2 es un subgrupo (ideal) de Ay z € M, -z ={a-x : a € A} es un subgrupo
(submédulo) de M.

e v) Subgrupos de Z.

Notar que “subgrupo de Z” es lo mismo que “ideal de Z”.

1)Sim € Z, mZ = {n € Z : m|n} es un subgrupo de Z (por el ejercicio) mZ C
nZ <= m € nZ <= n|lm. .. mZL = nZ <= |m| = |n|.

2) Sim,n € Ny y mZ = nZ, entonces m = n.

3) Si S es un subgrupo de Z, existe n € Ny tal que S = nZ. Si S = 0, basta tomar
n = 0. Suponiendo S # 0, se tiene que S NN # ) (se toma x € S,z # 0; si z > 0, ya
estd; siz < 0,—z >0y —z € S). Sea, entonces, n = minS N N.

nZ C S,puesn € S.

S C nZ: Dadoz € S,seax = ng+r, con qgr € Zy 0 < r < n. Como
r=x—nq € S, r # 0 contradice la minimalidad de n, de modo que debe ser r = 0.

En resumen, la aplicacion de Ny en el conjunto de subgrupos de Z n +— nZ es biyectiva,
lo que se expresa diciendo que (nZ),en, €s una numeracién de los subgrupos de Z.

e vi) Ideales de K[X] (K cuerpo).

1) Si f € K[X], fKIX] = {9 € K[X] : flg} es un ideal de K[X]. fK[X] C
gK[X| <= g|f. .. [K[X] =gK[X] <= 3c € K(c#0):c- f=g.
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2) Sea M ={f € K[X] : fesmébnicoo f=0}. Si f,g € My fK[X]| = gK[X],
entonces f = g.

3) Si 2A es un ideal de K[X], existe f € M tal que A = fK[X]. Por lo tanto,
(fK[X])fem es una numeracién de los ideales de K[X].

e vii) Copotencias de un mdédulo.
Si M es un A-médulo e I es un conjunto, MY = {z € M! : sopuw es finito} es un
submédulo de M7, llamado copotencia I de M.

.) sop0 = 0.
Dax,y € M' = sop(z +y) C sopzUsopy.
.)a € ANz e M sop(a-x) C sopx.

e viii) Mddulos simples.
Dado un A-médulo M, {0} y M son submédulos de M.

Definicion. Un A-médulo M se dice simple si, y s6lo si, M tiene exactamente dos
submédulos, vale decir, se verifica:

1) M 0.
2)Si S es un submddulo de M y S # 0, entonces S = M.

Ejercicio. Un K-espacio vectorial V' es simple si, y sélo si, dimg V = 1.

Observacion. Un A-médulo M es simple si, y sélo si, M # 0 y para todo x € M,
x # 0, se verifica que A-x = M.

Ejercicio. A, es simple si, y s6lo si, A es un anillo de divisién.

Definicion. Sea M un A-moédulo. Un submoddulo S de M se dice minimal si, y sélo si:

1) S #0.
2)Si T es un submédulo # 0 de M y T C S, entonces T' = S.

Observacion. S es un submoédulo minimal si, y sélo si, S es un médulo simple.

[Necesidad. Sea T un submédulo # 0 de S. Como T resulta un submédulo de M*) y
T C S, se concluye que T'=S.

Suficiencia. Sea T un submédulo # 0 de M tal que T C S. Como T resulta un
submédulo de S*, se deduce que T = S.

%) Sean M, N y P A-médulos. Si M es un submédulo de Ny N es un submédulo de
P, entonces M es un submédulo de P.

MCNANCP=—MCP
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M P - P
N

in.p ©lypN = ta,p POT lo que 757 p sale morfismo.
xx) Sea M un A-modulo, y sean S y T' submoédulos de M. Si S C T, entonces S es

un submoédulo de T
S M - M
T

Definicion. Dado un morfismo de A-médulos f: M —— N, se llama nicleo de f a
Kerf={r € M : f(x) =0}; y se llama imagen de f almf={y € N : 3z € M :
f(z) =y}

Observacion. 1) Ker f e Im f son submédulos de My N.

ii) Si 7' es un submédulo de N tal que Im f C T, entonces f|T: M——T es un
morfismo.

iii) f es un monomorfismo (epimorfismo) si, y sélo si, Ker f =0 (Im f = N).

Repaso conjuntista: Sea f: M —— N un aplicacién de conjuntos

SCM= f(S)={y e N:3JzeS§: f(x) =y} (imagen directa de S por f).
Por ejemplo: f(M) =Im f.

T CN= f}{T)={x € M : f(x) € T} (imagen inversa de T por f). Por
ejemplo, si f es un morfismo de A-médulos, f~1 ({0}) = Ker f. Si f es biyectiva y g es
su aplicacién inversa, entonces f~!(T) = g(T'), de modo que la notacién no es ambigua.

iT,.M O lsT = ZS,M-]

Nota. i) Dado un A-mdédulo M, (M) nota el conjunto de los submédulos de M.
ii) Dado un morfismo de A-médulos f: M——N, o¢(M) = {S € o(M) : S D
Ker f}.

Observacion. Para un morfismo de A-médulos f: M —— N, se verifica:
i) S € o(M) = f(S) € o(N).
)T € o(N)= fUT) € o4(M).
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PROPOSICION 2.2.  Dado un morfismo de A-médulos f: M ——~N, se consideran
las aplicaciones f,: o(M)—o(N), S — f(9); f*: o(N)—0o(M), T — [f~YT);
fo: op(M)—0(N), fo = fileyon; [0 o(N)—=0p(M), fO = f*[77) . Entonces, se
verifica:

i) fo, f*, fo v f° son morfismos de orden, respecto de la inclusion.

i) [0 fo = gy
iii) Si f es un epimorfismo f. o f* = foo f* =i, ).

Demostracion. i) significa para f. y fo:
S, 8" e a(M)ANS C S = f(S) C f(S);
y para f*y f°
T, € o(N)ANT C T = fYT) C f4T.

Ambas implicaciones son conjuntistas.
ii) quiere decir:
S € op(M) — () = S.

D es conjuntista. Para C,

z e [THf(S) = fa0 € f(S)=3y € S: f(x)=fly) = flx—y) =
—r-—yeS=x=@x—y)+y € S.

iii) significa:
T € o(N) = f(/NT) =T.

Esto es conjuntista: C vale siempre y O cuando f es suryectiva. [

COROLARIO 2.3. 1) Si f es un epimorfismo, fo y f° son morfismos de orden reciprocos.
ii) Si f es un isomorfismo, f, y f* son morfismos de orden reciprocos.

Demostracion. i) es claro, por la Proposicion.
ii) Como f es un monomorfismo, o;(M) = o(M), de modo que fo = f. v f* = fi;y
como f es un epimorfismo, se aplica i). [

PROPOSICION 2.4. Dados A-médulos M y N, el conjunto Hom (M, N) de todos los
morfismos de M en N es un submédulo de N™ | considerado éste como C(A)-médulo.

Demostracion. 1) 0 € Homu (M, N), pues 0 = Oy n.
ii) f,g € Homy(M, N)

(f+g)(z+y)=(f+9)(x)+(f+9) (),

= f+g € Homa(M,N): {(f—l—g)(a.x) =a-(f+9)()
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iii) c € C(A)y f € Homa(M,N)

= c-f € HomA(M,N):{

Ejemplos. 1) Homz(Q,Z) = 0. En particular, iz g no es una seccién. Debe probarse
que, dado un morfismo f: Q——Z, se tiene que f(z) =0 (z € Q). Se usard que, dado
a € 7,

mla (m € Z,m # 0) = a = 0.
(Suponiendo a # 0, resulta |m| < |a| (m € Z,m # 0) : N tiene maximo). Dado z € Q,
sim € Zym=#0, f(x) = f(m-(m™ - 2))=m- f(m™!z), pues la accién de Z en Q
esta dada por el producto de Q, por razones de unicidad.

Si existe un morfismo f: Q——Z tal que f oizg = f|z = iz, como debe ser f = 0gz,
se tiene que 0z = 17, o sea Z = 0.

ii) Homa(As, M) ~ M, no sélo como C(A)-médulos, sino como A-médulos. En partic-
ular, Homz(Z, Q) ~ Q. Hom (A, M) puede considerarse como A-mdédulo, con la accién

(a-f)b) = f(b-a) (b € A,

que esta bien definida

(a-f) € Homy(Ag, M) : {
y que extiende a la accién de C(A)
c € C(A) = (c- f)(a)=c- f(a) (a € A).

Se define una aplicacién ¢: Homa(As, M)—M tomando ¢(f) = f(1). ¢ es un
morfismo de A-médulos.

¢ es biyectiva, pues tiene por inversa la aplicacién e: M —— Homa(As, M), x +— &,.

iii) Homz(Q, Q) ~ Q (ejercicio).

iv) Dual de un médulo.

Definicion. Si M es un A-médulo a izquierda (derecha), se llama dual de M, que
se nota M*, al A-médulo a derecha (izquierda) que se obtiene considerando al grupo
Homy (M, Ay) (Homy (M, Ay)) provisto de la accién

(f-a)(x) = flz)-a (x € M) ((a-f)(z)=a-f(z) (z € M)).
Notar que esta accion estd bien definida

(f-a)(@+y) = (f-a)(@)+(f-a)y),

(f-a) € Homu(M, A,) : {(f~a)(b-x) =b-(f-a)(x).
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y que extiende a la accién de C(A)
ce CA)= (f-o)(z)=c- f(z) (x € M).

Se define una aplicacién v: M — M** tomando v(x)(f) = f(x) (x € M,f € M*).
v esta bien definida, o sea, vy(x): M*——A; es un morfismo de A-mddulos a derecha.
(x € M):

Y(@)(f +g) =v(@)(f) +v(x)(9),
Y(@)(f - a) = y(z)(f) - a.

~ es un morfismo de A-médulos a izquierda:

Yz +y) =) +7(Y) =@ +y)(f) = (v(x) +v@)(f) (f € M),
Ya-x)=a-y(x) <= yla-2)(f)=(a-y(@)(f) (f € M).

Kery={x € M : f(x)=0(f € M*)}.
Definicion. Un A-médulo M se dice reflexivo si y sélo si, v es un isomorfismo.
Fjemplo. Los espacios vectoriales de dimension finita son reflexivos.

Observacion. Dados A-médulos M, N y P, la aplicacién de Hom 4 (N, P)xHom4 (M, N)

en Homu (M, P); (g, f) — g o f satisface:
)go(f+f)=gof+golf.
i) (9+9)of=gof+golf
i)y ¢ € C(A) = ¢ (9o f) = (c-g)o f=golc- f).

En particular, dado un A-médulo M, la composicién usual de aplicaciones define una
operacién en el grupo Homu (M, M), que lo convierte en un anillo, notado End (M)
(anillo de endomorfismos de M). M puede considerarse como médulo sobre End (M)
tomando f -z = f(x).

Observacion. Si S es un semigrupo, notado multiplicativamente, su producto define
una operacién en el conjunto Inv(S) de elementos inversibles de .S, que lo convierte en un
grupo.

En particular, dado un anillo A, se tiene el grupo de unidades de A, U(A) = Inv(A4, ).

Si M es un A-modulo, la composicién usual de aplicaciones define una estructura de
grupo en el conjunto de automorfismos de M, que se nota Aut(M) (grupo de automorfis-
mos de M). En efecto, Auts(M) = U(End4(M)).

3. MODULOS COCIENTES

Repaso conjuntista:
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Definicion. Una relacién ~ en un conjunto C' se dice de equivalencia si y sélo si, ~
satisface:

r)T e~ .

S)x~Yy =y~

Hr~yANy~z=—x~z
Sea ~ una relacion de equivalencia en un conjunto C.

Definicion. Dado x € C, se llama clase de equivalenciadez a2 ={y € C : y ~ z}.

Observacion. Dados z,y € C, son equivalentes:
i) x~y.

i) z=79.

i) 2Ny #£ 0.

Definicion. Se llama conjunto cociente de C' por ~a C/. ={% : x € C}.

Observacion. C/.. es una particién de C.

Definicion. Se llama proyeccién de C' en C'/. a la aplicaciéon p: C—C/. dada por
plx) =2 (z € C).

Observacion. p es suryectiva.

* COMENTARIO SOBRE RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES DE UN CON-
JUNTO.

Definicion. Una relacion de equivalencia ~ en un A-médulo M se dice compatible
(con la estructura de A-médulo de M) si y sélo si ~ satisface:

Do~y ~y =a+2 ~y+vy.

i)a€e ANe~y=a-x~a-y.

Ejemplos. 1) Relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de grupo. Una
relacion de equivalencia ~ en un grupo G es compatible con la estructura de grupo de G,
o sea,

r~y AN~y = o+ ~y+y,

si, y solo si, ~ es compatible con la estructura de Z-moédulo de G.

(Ejercicio: para la necesidad, emplear que x ~ y = —x ~ —y.)

ii) Relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de K[X]-médulo (K
cuerpo).

Sea V un K-espacio vectorial provisto de un endomorfismo t. Una relacion de equiva-
lencia ~ es compatible con la estructura de K[X]-mddulo de V' si, y sélo si, ~ es compa-
tible con la estructura de K-espacio vectorial de V' y ~ satisface: v ~ w = t(v) ~ t(w).
(Ejercicio).

Nota. Dado un A-médulo M, p(M) nota el conjunto de las relaciones de equivalencia
en M que son compatibles.
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PROPOSICION 3.1. Para un A-médulo M, se verifica:

i) Si ~ es una relacién de equivalencia en M compatible, entonces 0 = {x € M |z ~ 0}
es un submodulo de M.

ii) Si S es un submédulo de M, la relacion = (S) en M dada por “x = y(S) <
xr —y € 57 es una relacion de equivalencia compatible.

iii) Las aplicaciones entre p(M) y o(M) dadas por ~— 0 y S —= (S) son reciprocas.

PROPOSICION 3.2. Si ~ es una relacién de equivalencia en un A-médulo M compat-
ible, existe una unica estructura de A-mdédulo en el conjunto M/ ., tal que la proyeccion
p: M——~M/. es un morfismo.

Demostracion. Existencia. Se definen + y - para M/ en la forma:

utv=platy) siu=plr)yv=py);
a-u=p(a-z), siu=p(z).

ante todo, + y - estan bien definidas:

p(@) A ply) =ply) = plz +y) =pa’ +y),
p(x') = pla-z) =pla-2).

==
& &
[

Se verifica que (M/,+,-) es un A-médulo. Por las definiciones de + y - es claro que p
es un morfismo.

Unicidad. Resulta del

LeEMA 3.3. Dados un A-médulo M, un conjunto C'y una suryeccion f: M ——C, si
(44, ) (i = 1,2) son estructuras de A-mdédulo para las cuales f es un morfismo, entonces
(+1,71) = (+2,2).. O

Observacion. p es un epimorfismo y Kerp = 0.
Ejemplos. Sea M un A-médulo.

modulo relacion de equivalencia compatible cociente
) | MM (I#0) | x~y<=z,=1y, (p € I fijado) M/ ~M
iii) M x ~y < dg(zx) = dg(y) M)~ MT

Sea M un A-médulo, y sea S un submédulo de M.

Notacion. El conjunto M /= (S), provisto de la tnica estructura de A-mdédulo tal que
la proyecciéon de M en M /= (S) es un morfismo, se nota M/S; y la proyeccién se escribe
msm (también, mg, mpyr 0 , segin la conveniencia).

Observacion. 7 es un epimorfismo y Kerm = S. Ademaés, n(z) =2+ S5 (x € M).

Notacion. os(M) nota oy (M) ={T € o(M) : S C T}.
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PROPOSICION 3.4. Las aplicaciones entre o5(M) y o(M/S) definidas tomando imagen
directa e imagen inversa por m son morfismos de orden reciprocos.

Demostracion. Se aplica la observacion anterior. [

Definicion. Se dice que S es un submédulo maximal de M si y solo si:
i) S # M.
ii) Si T es un submédulo # M de M y S C T, entonces S =T

Ejemplo. Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n > 0. Un subespacio S de V'
es maximal si, y solo si, dimyg S =n — 1.
(Ademés, como dimg V = dimg S + dimg V/S, resulta que dimg S = n — 1 <

COROLARIO 3.5. S es un submdédulo maximal de M si, y sélo si, M /S es un médulo
simple.

Demostracion. S es maximal <= og(M) tiene dos elementos <= o(M/S) tiene dos
elementos <= M/S es simple. J

Ejemplos. 1) Los grupos cocientes de Z.
Notacion. Z, = 7Z/nZ (n € Np).
r=y nl)<=x—y € nk<=nlr—y<=x =y (n).

n(z) =z +nZ ={x+m : njm}.
n=0)Z = 7.

En general, M /0 ~ M, porque my o es un isomorfismo (Kermy o = 0).
r=y )<= r—-—y=0<z=y.
Conjuntisticamente, C'/— = {{z} : x € C} y p: C——C/_ es biyectiva.
En general, M/M = 0, porque sy es nula (Ker my = M).
Ve,y e M:x=y (M).

Conjuntisticamente, C/.. = {C}, si ~ es la relacién trivial en C, y p: C—C/. es
constante.
n € N) Se sabe que

Ve eZ, AreZ:z=r(n) A0 <r <n.
SiC={r € Z:0 <r < n}, esta propiedad puede expresarse
Ve € Z, Ar € C:7(x) =n(r),
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vale decir (7 es suryectiva)

Vu € Zy, Ir € C:x(r) =u,
o también, si f = 7|¢: C—Zy,,

Yu € Zy, Ir € C: f(r)=u,

lo que significa:
f es biyectiva.

(En particular, esto dice que Z, es un grupo finito, de n elementos.)

LEMA 3.6.(Transporte de estructura) Dados un conjunto C, un A-médulo M y una
biyeccion f: C'— M, existe una tunica estructura de A-médulo en C' tal que f es un
(iso)morfismo, a saber:

z+oy=f1(f(z)+ fy),
a-cx=f"a- f(x)).

Demostracion. f~'(0) es el elemento neutro de +¢; y dado z € C, su inverso es
f~Y(—f(x)). Aplicando f en las definiciones de +¢ y -¢ se obtiene que f es un morfismo.

En cuanto, a la unicidad de la estructura, si -ahora- (+¢,-¢) es una estructura de
A-moédulo en C tal que f es un morfismo:

fle+cey) = f@)+ fy),
flacz)=a- f(z),

aplicando f~! se obtienen las definiciones dadas. También, puede aplicarse el Lema 3.3 a
ft:M—C. 0O

Ejercicio. Completar la demostracion.
En nuestro caso, Z, ~ (C.+¢), donde

r4+cos=t,
siendo t el resto de la divisién de r + s por n:

ros = () () = S (e 9) = S () = ) =

Definicion. Sea 6 una operacién en un conjunto C' finito, y sea (z;)1<j<n, una nu-
meracién de C. Se llama tabla de 6 (respecto de la numeracion fijada) a la matriz
(@07 )1<ij<n-
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0 l‘l xz PR a’/‘] PRI :L‘n
T

T2

ZT; l’ieﬂjj

T

Traduccién en la tabla de propiedades de la operacién. Tabla para Zg.
ii) Los médulos cocientes de K[X] (K cuerpo).
Sea M = {f € K[X] : f es ménicoo f =0}.

Notacion. K[X|; = K[X]/fK[X] (f € M).
f =0) K[X]o ~ K[X].
fe M, f+#0) K[X];~(C,+¢,¢), donde

C={re K X|:r=0Vgrr<grf}

r+¢ s = t,siendo t el resto de la division de r + s por f,

p-cr = u,siendo u el resto de la divisién de p - r por f.

Ejercicio Desarrollar.

Definicion. Sea M un A-modulo, y sea S un submoédulo de M. Se llama médulo cocien-
te de M por S a un objeto (C, f), donde C es un A-médulo y f es un morfismo de M en
C tal que S C Ker f, que satisface: si (D, g) es un objeto de la misma especie, existe un
unico morfismo h: C—— D que hace conmutativo el diagrama

v —1 . ¢

D

vale decir, ho f = g.

Consistencia de la definicién i) Unicidad. Si (C, f) y (C’, f’) son médulos cocientes de
M por S, existe un unico isomorfismo h: C—C" tal que ho f = f'.

ii) Existencia. (M/S,my,s) es un médulo cociente de M por S.

Demostracion. i) Como (C, f) satisface la definicién y (C’, f') es un tal objeto, 3! h :
hof=f.
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Cl

Queda por verificar que h es un isomorfismo. Como (C’, f') satisface la definicién y
(C, f) es un tal objeto, 3!h’ : W o f' = f.

h' es el morfismo inverso de h. En efecto, como (C, f) satisface la definicién, por unicidad,
(hohYof=f Nicof=f= hoh=ic.

v —L o

h oh

C/

También, como (C’, f') satisface la definicién, por unicidad, (hoh’)o f' = f' A iciof = f
= hoh = icr.

VR

/ i
/ hoh
O/

ii) Dado un morfismo de A-mdédulos f: M ——N tal que S C Ker f, debe probarse
que 3'h : hom = f.
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M — T M/S

»

N

Existencia de h. Definicion. h(u) = f(z), si u = 7(x). h estd bien definida:

n(r) =7(z) = flx) = f(a).
4 i

r—12 €8 — r—x € Kerf

hom=f: h(n(x)) = f(x), por definicién. h es un morfismo: h o w(= f) morfismo —>
h morfismo.
Unicidad de h. Dados morfismos h;: M/S——N (i = 1,2), debe probarse que

T, M/S

M
f/
N

hyom=f N hgom=f = hjom=hsom = %) hy = hy
x) Dadas aplicaciones de conjuntos C' —J.D_ 9 _E, sif essuryectiva,

gof=hof = g=h

PROPOSICION 3.7. Dado un morfismo de A-mdédulos f: M—N, si S es un submd-
dulo de M tal que S C Ker f y h: M/S——~N es el factorizador de f, se verifica:

i) Ker h = w(Ker f). En particular, h es un monomorfismo si, y sélo si, Ker f = S.

ii) Imh = Im f. En particular, h es un epimorfismo si, y sélo si, f lo es.

Demostracion. 1) € : u € Kerh = h(u) =0 = f(z) =0 = 2z € Kerf =
u=rmn(z) € n(Ker f).

D:ru€enKerf)=3dz € Kerf:u=n(zr) = h(u) = f(r) =0 = u € Kerh

h mono <= Kerh =0 <= 7(Ker f) = 0 <=* Ker f C Kerm <= Ker f C S.

*) Dado un morfismo de A-médulos f: M ——N y un subconjunto S de M

f(S)=0«<= S C Kerf.

28



ii)hor=f = Im(horw) =Imf =*) Imh = Im f.
*#%) Dadas aplicaciones de conjuntos C'—+D—9+F Im(go f) = g(Im f). En particu-
lar, si f es suryectiva, Im(g o f) = Im g.0

COROLARIO 1 (ler. Teorema de isomofismo). Dado un morfismo de A-mdédulos
f: M—~N, se tiene que M/ Ker f ~ Im f.

Demostracion.
M T_.M/Ker f
f h
N
Al h:hor = f.

Ademds, h es un monomorfismo, por i) de la Proposicién anterior, e Im h = Im f, por
ii) de la misma Proposicién. Luego, h|™7/: M/Ker f— Im f es un isomorfismo.]

Observacion. Tomando g = h|™ /| se tiene el diagrama conmutativo

v —1f N

M/Kerf—9 Imf

que se llama andlisis, o descomposicién candnica de f.

Definiciones. Dado un morfismo de A-médulos f: M —— N, se llama contcleo de f a
Coker = N/Im f; y se llama coimagen de f a Coim f = M/ Ker f.

Observacion. i) El ler. Teorema de isomorfismo dice que Coim f ~ Im f.

ii) f es un epimorfismo si, y sélo si, Coker f = 0. (En general, M/S =0 <= w5 =0
— Kermys =M <= S =DM.)

iii) f es un monomorfismo si, y sélo si, Coim f = M. (En general, M/S = M <—
TM,S 180 < KeI‘ﬂ'M,S =0« S = O)

Ejemplos. 1) R/Z ~ U. 7Z es un subgrupo de R.

r=y (L) <= x—y € Z.
m(x)=x+7Z
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f: R—U, f(z) = costx +sentz.i (x € R)

f es un morfismo:

fx +y) = cost(x + y) + sent(z + y).i = cos(tx + ty) + sen(tx + ty).i = (costx +
sentx.i)(costy + senty.i) = f(x).f(y).

[ es suryectiva, sit #0: Vz € U, 3z € R: 2z = f(r). Tomar x = *=,

Kerf =7, parat =271 : f(x) =1 <= costr =1 A sentr = 0 <= tx € 217 <~

Tz € 7.

i) C*/U ~ Ray.

Notacion. Si A es un anillo, A* nota A — {0}.

Observacion. A es un anillo de division si, y sélo si, U(A) = A*. En particular, si K es

un cuerpo, K* resulta un grupo abeliano (grupo multiplicativo de K). U es un subgrupo

de C* (por definicién).

mEy(U)@zEU(z)'ay:‘:l(:)|x|:|y|.

m(z) = 2.U.
R-¢ es un subgrupo de R*:
) 1>0.
L) xyy>0= z.y>0.
) >0=2"1>0.
f: € —Rep, fz) = |2] (2 (E C*z

f es un morfismo: f(x.y) = f(z).f )
f es suryectiva: Vr € Ryg, dz € C*: r= f(z). Tomarx =7r. Ker f =U: f(z) =

— |z| = 1.

iii) C*/R~g ~ U. R es un subgrupo de C* (por transitividad).

x
= y (R>0) < g c R>0.

m(x) = x.Ro.
i O U, f2) = & (@ € C).
f es un morfismo: f(x.y) = f(z).f(y )
f es suryectiva: Vo € U, 3z € C*: z = f(x). Tomar z = z.

Kerf=Ryo: f(z) =11z :|x| — z € Ry,.
iv) C*/G,, ~ C*.
Sin € N,G, ={z € C: 2" =1} es un subgrupo de C* (grupo de raices n-ésimas de la
unidad).
T )"
xzy(Gn)@g € G, = (y) =1<= 2" =9y".

m(z) =2.G,. f: C*—C*, f(x)=2" (x € C*).
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f es un morfismo: f =, c~.

f es suryectiva: Yy € C*, 3z € C*: y = f(x). Tomar  como una raiz en C de
X" —u.

Kerf=G,: f(z)=1<=2a"=1

Pero, M/S = M < S = 0. Aqui;Qué pasa?

v) Sim,n € Ny m|n, G,/Gy, = Gn.
Gm C G,, <= m|n (ejercicio).
[:G,—C* f(x)=2a™ (z € C*).

f es un morfismo: f = 0, c+|c, -

Ker f = Kernp, o+ NG, = G, NG, = Gy

C:z€G,= (a™m=2a"=1.

2: dado y € Gz, sea z € C tal que 2™ = y; pero, entonces, + € G, ya que
= (am)m =ym =yw =1.

vi) Sim,n € Ny verifican que m|n y m # 0, mZ/nZ ~ Zn.
Se considera n,,: Z—7Z. Imn,, = mZ; y n,, es un monomorfismo, pues m # 0 : m.x =

—1
0 = z = 0. Luego, n,|™?: Z—mZ es un isomorfismo. Sea f = (Um‘mz) : mL—17,
y sea m: Z—=Zx la proyeccion. Ahora, se considera g = mo f: mL——Zzx. Se tiene
que g es un epimorfismo, por serlo f y 7. Ademas,

Kerg S f T (Ker ) = np| ™ (Ker 1) = gy (Ker 1) = 1, (nZ) = nZ,
* m

%) Dados morfismos de A-médulos M —L~ N—9+ P, Ker(gof) = f~(Ker g). En particular,
si g es un morfismo, Ker(go f) = Ker f.

Ejercicio. Verificar los ejemplos de cocientes dados segun relaciones de equivalencia
compatibles empleando el ler. Teorema de isomorfismo.

COROLARIO 2 (2do. Teorema de isomorfismo). Si M es un A-médulo y S y T
son submdédulos de M, entonces wg(T') se identifica con T/S; y con tal identificacion,

(M/S)/(T)S) ~ M/T.

Demostracion. Conjuntisticamente,

ms(T)={x+uS:zeTt={z+5 CM:zeT}
T/S={x+rS:z2e€T}={z+SCT:z €T}
y las estructuras de moédulo coinciden.
Algebraicamente, si m = mg, se considera 7|p: T—M/S. Se tiene que Kern|r =
KerrNT =SNT =S elmn|p =n(T), de donde T'/S ~ 7(T), por el ler. Teorema de

isomorfismo (ejercicio: identificar el isomorfismo).
Ademas,
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M Ts . M/S

T
M/T

S CT=Kernmr = 3!h; homg = mp. Se tiene que Ker h = wg(Ker ) = w5(T); y que
h es un epimorfismo, por serlo mp. Luego, (M/S)/ns(T) ~ M/T, por el ler. Teorema de
isomorfismo.lJ

PROPOSICION 3.8. Dado un morfismo de A-médulos f: M—~N, si S y T son

submdédulos de M y N tales que f(S) C T, existe un dnico morfismo h: M/S——~N/T
que hace conmutativo el diagrama

v —1f N

s T

M)S—h L N/T

vale decir, h o mg = wr o f. Ademads, se verifica:
i) Kerh = 7g(f~1(T)). h es un monomorfismo si, y sélo si, S = f~1(T).
ii) Imh = 77 (Im f). h es un epimorfismo si, y sélo si, mr o f lo es.
iii) Si f es un monomorfismo y f(S) =T, entonces h es un monomorfismo.
iv) Si f es un epimorfismo, entonces h lo es.
v) Notando h con f, se tiene las férmulas:

gof=gof,
iM = 1M/S,
FHr=r+7r

Demostracion.
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f(S) CT<«+= S C fYT)=Ker(rrof). ..3h: homg=mrof.
i) y ii) resultan de la descomposicién del factorizador, pues Ker(mw o f) = f~1T) e
Im(7p o f) = wp(Im f).

iii) Siendo f monomorfismo,
h monomorfismo <= f(S)=Im fNT.
En efecto,

h monomorfismo <= fH(T) C S <= “f(z) € T=12 € §" =
“flo) € T= f(x) € f(S) <= ImfNT C f(9).

Por lo tanto,
f(S)=T=TImfNT=ImfNf(S) = f(9).

iv) sigue trivialmente de ii).
v) lra. férmula. Los diagramas conmutativos

M ! N

s ™

M/S— Lt N7

T U

N/T—9 . P/U

(9(T) C U) suministran el diagrama conmutativo
Mo —9°f . p

s U

M/s—9°f | pjy
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((go f)(S) € U). Luego por razones de unicidad, go f =go f.
2da. formula. El diagrama conmutativo

M o—ta gy

s s

M/S_MIS s

prucba que iy = iys.
dra. y 4ta. férmulas, ejercicio.l]

COROLARIO 3.8. Dado un isomorfismo de A-moédulos f: M——N, si S y T son
submdédulos de M y N tales que f(S) = T, entonces f: M/S—~N/T también es un
isomorfismo.

Demostracion. Sigue de iii) y iv) de la Proposicién; también se obtiene de las dos
primeras férmulas de v).O

FEjercicio Si m,n € Ny satisfacen que m|n y m # 0, probar que Lim ~ mZ/nZ usando
el corolario.
Sea p una propiedad predicable en 9t (A).

Definiciones. Se dice que p es:

morfica sii: M tiene py f: M ——N morfismo = Im f tiene p.

epimoérfica sii: M tiene py f: M —— N epimorfismo = N tiene p.

algebraica (o isomoérfica) sii: M tiene py f: M —— N isomorfismo = N tiene p.
divisible sii: M tiene p y S submédulo de M = M /S tiene p.

hereditaria sii: M tiene p y S submoddulo de M = S tiene p.

Observacion. Son equivalentes:
i) p es morfica.

ii) p es epimorfica.

iii) p es algebraica y divisible.

Ejemplo. En M(Z), “1 € G” no es una propiedad algebraica: 1 € Zy 1 ¢ nZ

4. GENERACION. MODULOS DE TIPO FINITO
Repaso conjuntista:
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Sea C' un conjunto, y sea C un conjunto de partes de C.

UC={zeC :3SeC:zes} JSTI=SUT, | J{s}=25 Jo=0.
((C={zeC  :VSeC:zeS} ({S.T}=SnT, ({S}=5 0=0.

Sea (S;)ier una familia de partes de C'

USi=U{Si:iel}={zeC:3iel:zecs}
icl
ﬂSl:ﬂ{SZZEI}:{QZGCVZGI.CEGSZ}

el

Uc=Us

SecC

Nc=nNs

Sec

LEMA 4.1. Sea M un A-médulo. Si C es un conjunto de submédulos de M, entonces
NC es un submdédulo de M. (También, si (S;);c; es una familia de submdédulos de M,
entonces ;e S; es un submodulo de M

Demostracion. Ejercicio.l]

Definicion. Sea M un A-moddulo, y sea C' un subconjunto de M. Se llama submddulo
de M generado por C' a un objeto S que satisface:

i)S € oM)NCCS.

T eoM)yNCCT=SCT.

Consistencia de la definicién. i) Unicidad. Si S y S’ son submédulos de M generados
por C, entonces S = S'.

ii) Existencia. SiC ={T € o(M) : C C T}, entonces S = C es el submédulo de
M generado por C.

Demostracion. 1)

SeocMyNCCS =S5 CS

-
- , — 5 =9"
SeoM)yNCCS=5CS

ii) S € o(M) por el Lema. C C S por la definicién de S.

TeocM)NCCT=TecC=SCT.

Notacion. El submddulo generado por C' se nota M(C) o (C).
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Propiedades:

i) (0) =0.

ii) (C) = C <= C es un submdédulo.
iii) (0) =0 A (M) = M.

iv) ((C)) = (0).

v) C C C' = (C) C (C).
vi) (Uier Ci) 2 Uier(Ci).
vil) (Nier Ci) € Nicr(Ch).

FEjercicio Mostrar que las inclusiones vi) y vii) pueden ser estrictas

PROPOSICION 4.2. Dado un morfismo de A-médulos f: M——N, si C' es un subcon-
junto de M, entonces f(M(C)) = N{f(C)).

Demostracion.
) ¢ C(C) € o(M)= [f(C ) C f({C)) € a(N).
ii) f(C) CT € o(N)=C C f(f(C) C fHT) € o(M)=(C) C fT)

— () € (71T € T.O
Observacion. Si D es un subconjunto de N, entonces f~(N(D)) D M{f~Y(D)); y la

inclusién puede ser estricta (ejercicio).

Definiciones. Sea M un A-moédulo. Un sistema de generadores de M es un subcon-
junto S de M tal que M(S) = M. Una familia de generadores de M es una familia (z;);es
de elementos de M tal que {z; : i € I} es un sistema de generadores de M.

COROLARIO 4.3. Se verifica:

i) Si S es un sistema de generadores de M, entonces f(S) es un sistema de generadores
de Im f.

ii) Si (x;);cr es una familia de generadores de M, entonces (f(x;))icr es una familia de
generadores de Im f.

Demostracion. i) S sistema de generadores de M = (S) = M = f((5)) = f(M) =
Im f = (f(S)) =Im f = f(5) sistema de generadores de Im f.

Ojo: S sistema de generadores de M = M (S) = M = f(M(S)) = f(M) =Im f
— N(f(S))" = Im f = f(S) sistema de generadores de Im f.

%) Si M es un A-médulo, S es un submédulo de M y C es un subconjunto de S,
entonces M (C) = S(C).

CCSea(M)= MC)= M(C) € o(5)
CCTeoS)=—CCTeoM)= MC)CT.

Ejercicio: Hacerlo al revés.

ii) (z;)ier familia de generadores de M = {z; : i € I} sistema de generadores de M
— f({z; : i € I}) sistema de generadores de Im f = (f(x;));cs familia de generadores
de Im f.
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Sea M un A-mddulo, y sea (x;);c; una familia de elementos de M.

Definicion. Se llama submédulo de M generado por (z;)ier a M{x;)ie; = M{{x; : i €
I}).

Observacion. (x;);cr es una familia de generadores de M si, y sélo si, M(x;);e; = M.

Definicion. Dado x € M, se dice que x es combinacién lineal de (x;);c; sii existe una
familia (a;);c; de elementos de A, con soporte finito, tal que x = > ;¢ a;.x;.
(Notar que sop,c; a;x; C S0p;e;a; @ a;x; # 0 =>a; # 0, 0 sea, a; = 0 = a;z; = 0.)

PROPOSICION 4.4. M {x;)ics es el conjunto de combinaciones lineales de (;);c;.

Demostracion. Sea S = {X;c;aiz; ¢ (a;) € AD}Y. S € o(M):

i) 0=, 0m; y (0) € AD,

i) Yies aiwi+Yier bivi = Lier(aitbi); y (i), (i) € AY = (a;i+b;) = (@) + (b)) €
AW,

i) a e airs = Yier(aa)z; v (a;) € A = (aa;) = a(a;) € AD,
x; € S (i € I): Dadoj € I, x; =3 ;c;0ijz;, donde 6: I x I —~ A esté definida por

1, sii=j,
0, sii#J.

Sea T un submédulo de M tal que z; € T (i € I); entonces Y ;c;a;x; € T ((a;) €
A vale decir, S C T.

COROLARIO 4.5.(x;);es es una familia de generadores de M si, y sélo si, todo elemento
de M es combinacion lineal de (x;);e;.

Demostracion. Se aplican la Observacion y la Proposicién.[]

Observacion. Sixz € M, M{x) = Ax
T={0,y) : y € R}, S={(z,0) : = € R}
e, € SUT yer+ey ¢ SUT.

Sea (5;)ier una familia de submdédulos de M.

Notacion. > ;c; S; denota M (U;erS;).

Para I = I, se escribe >2;<,<,,5; 6 51+ So + -+ + Sy,

Si Sy T son submodulos de M, (S,T') se interpreta como (S;)1<i<2, donde S; = Sy
S, =T, con lo cual puede considerarse S+ T'. Si C es un conjunto de submédulos de M,

> C indica Y gec S.

PROPOSICION 4.6.

ZSZ: {le . (-Ti)ief S M(I) A x; € SZ (Z € [)}

iel il
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Demostracion. Sea S tal conjunto. S € o(M):

1)0=c;xi,conx; =0 € S; (i € 1)

i) Yier i+ Yier¥i = ier(Ti+yi) y iy € Si (i € I) = x4y € S (i € 1).

i) aY ;v = Yicrar; vy, € S; (1 € 1) = ax; € S; (1 € 1).

Dado UjerS; € S: Dadoy € [y z €8, 2= 1052y 052 € S; (i € I).

Sea T un submédulo de M tal que Ujc;S; € T. Dada (2;)ic; € MY, con z; €
Si (i € I),como x; € T (i € I)resulta que Y ;c;x; € T. Luego, S C T.

{ai7 si a;T; 7& 07

0, si a;x; = 0.

/_
a; =

i) sop,c; @; = sop,cy a; (interesa C).
i) ae; = ax; (1€ 1) 7 Y e ity = Y Q5T

PROPOSICION 4.7. Si I es un conjunto filtrante, no vacio, y (S;)ic; es una familia
creciente, entonces U;crS; es un submaodulo de M.

Demostracion.

I filtrante : (I,<)|f)Vi,j € [,dk € [:i < kN j < k.
(Si)ier creciente :i < j=S5; C 5.
SiS:Uie[S@'Z
)0 € S, pues I # 0.
i)z,y e S=3Ji,jel:zec SNyeS=3kecl:i<kNj<k=
SZ-QSkASjQSk:>x,y€Sk:>x+yESk:>x+y€S.
ll)ae AN eS=dicl:ze S =ar €S = ar €S0

PROPOSICION 4.8 (3er. Teorema de isomorfismo). Si M es un A-médulo y S y T son
submdédulos de M, entonces S/SNT ~S+T/T.

Demostracion.

§ 1SS g T

S/SNTLSSH g 4 T/T
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(f(S) = issir(S) =S C S+1T), f es monomorfismo, porque (igsir) (T) = {z €
Sle e T}=5NT.

f es epimorfismo, pues Im f = mp(Imiggir) = 7p(S) = S+ T/T. En efecto, dado
x € S+T/T,six =mnp(s+1t),cons € Syt € T, entonces © = 7p(s), porque
(s+t)—s=t € T. (También puede aplicarse la formula f(>;c;S;) = Yier f(Si).)O

Definicion. Un A-médulo se dice finito si, y sélo si el conjunto subyacente es finito.

Ejemplos. 1) Espacios vectoriales finitos.
Si K es un cuerpo finito y V' es un K-espacio vectorial de dimension finita, entonces
V' es finito. La reciproca es cierta si V' # 0

dimgV=n=V~K"= ¢V =¢". {|K =q.

¢ denota la cantidad de elementos

Reciproca. Siv € Vyv # 0, ¢,: K—V es monomorfismo: kv =0 = k = 0.
Luego, K esfinitoy ¢ K < ¢V. Ademés, siendo V finito, cualquier sistema de generadores
de V es finito.

ii) Grupos abelianos finitos.
Como se verda, pueden obtenerse a partir de grupos del tipo Z,, con n € N.

Definicion. Un A-médulo M se dice de tipo finito (o finitamente generado) sii M tiene
un sistema de generadores finito.

Ejemplo. Un K-espacio vectorial V' es de tipo finito si, y sélo si, V' tiene dimension
finita.

PROPOSICION 4.9. Dado un morfismo de A-médulos f: M —— N, se verifica que M
es finito si, y solo si, Ker f e Im f son finitos. Equivalentemente, dados un A-modulo M
y un submédulo S de M, se verifica que M es finito si, y sélo si, S y M /S son finitos.

Demostracion. Proposicion = Enunciado. Aplicar la Proposicion a la proyeccién
m M—M/S.

Enunciado = Proposicién. Aplicar el Enunciado a M y Ker f, y usar el ler. Teorema
de isomorfismo.

Demostraciéon del Enunciado. Necesidad. S es finito porque S € M. M/S es finito
pues M/S C P(M).

Suficiencia. Dado x € M, la aplicacion de S en x + S, s — = + s es biyectiva
(tiene por inversa la aplicacién de = + S en S, t — t — x). Esto prueba que todo
u € M/S es finito y que ¢u = ¢S. Luego, como M = UM/S es unién de una cantidad
finita de conjuntos finitos, resulta que M es finito; mas alin, como es unién disjunta,
M =3 emys du=¢M/S.¢S.

Este argumento vale en general: para todo A-moédulo M y cualquier submédulo S de
M.

Siendo F'y F’ conjuntos finitos, ¢ F' = ¢ ' <= existe una biyeccién de F' en F".
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Sea U la clase universal, y sea ~ la relacién de equivalencia en U (coordinabilidad):
C ~ C'(C es coordinable con (") <= existe una biyeccién de C' en C".
Se toma ¢ : Y —U/ ~ (cardinal) como la proyeccién, de modo que
JC =¢C" = C ~ ("

F es finito y tiene n elementos <= ¢F = ¢L,.
Simbolo 7 de Hilbert (Bourbaki). Universos de Sommerfeld (Grothendieck).
Siendo F'y F' finitos, FNF' =0 = ¢(FUF') =¢F + ¢F".
Dada una familia (¢;);e; de cardinales, se define

Y ci=¢(UieiCi), sici=¢Ci (i € )y CiNCij#0=i=j (i,j € I).
iel

Buena definicién:
i) Existencia de C; (i € I). Tomar B; tal que ¢ B; = ¢; y C; = {i} x B;.
ii) Independencia de C; (i € I).
Siendo F'y F' finitos, ¢ (F x F') = ¢F.¢d F'.
Dados cardinales ¢ y d, se define

cd=¢(CxD), sic=¢dCyd=¢D.

Buena definicién: independencia de C'y D.

Propiedad. ¢; =c (i € 1) = Y ic;¢i = ¢1.c, pues Uje{i} x C =1 x C.
Sea M un A-médulo, y sea S un submédulo de M.

Definiciones. Se llama indice de S en M a (M : S) = ¢M/S; y se llama orden de M
a(M:0)=¢M.

Observacion. Vale la férmula (Teorema de Lagrange):

(M:0)=(M:5).(S:0).

PROPOSICION 4.10. Dado un morfismo de A-médulos f: M —~ N, se verifica:
i) Si M es de tipo finito, entonces Im f es de tipo finito.
ii) Si Ker f e Im f son de tipo finito, entonces M es de tipo finito.

Demostracion. i) S sistema de generadores de M finito = f(.5) sistema de gener-
adores de Im f finito.
ii) Basta probar el

LEMA 4.11. Dado un morfismo de A-mddulos f: M——N, si S es un sistema de
generadores de Ker f, T es un sistema de generadores de Im f y U es una parte de M tal
que f(U) =T, entonces S U U es un sistema de generadores de M.
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Demostracion. Dado z € M, como (t)er es una familia de generadores de Im f,
puede escribirse

flx) =3 a.t, con (a;) € AD.

teT

Para cada t € T se elige u; € U tal que f(u;) =t, con lo cual

flx) = Zatf(ut) =f (Z%W) :x—Zatut € Ker f.

teT teT teT

Luego, como (s)ses es una familia de generadores de Ker f, puede escribirse

T — Zatut = Z bss, con (bs) € AB).

teT seS
y asi,
:B:sts—i-Zatut.
seS teT
Dado z € SUU, se toma
b., size€ Syz#u (t €T),
ag, siz ¢ SydteT:z=u (0jo: uy =up = t=1),
C, = .
b, +a;, size SydteT:z=u,
0, siz g Syz#wu (t €T).

Luego,

T = Z c,z.

zeSUU

Definicion. Un A-médulo M se dice ciclico (o monogénico) sii M tiene un sistema de
generadores de un elemento, vale decir, M = Az, para algin x € M.

Ejemplos. i) Los médulos nulos son ciclicos.
ii) A es ciclico.
iii) Sea A un anillo.

Definicion. Un ideal 2 se dice principal si, y sélo si, g € A, Vo € A, da € A :
r=a-gq.

Observacion. 2 es principal, como ideal de A si, y sélo si, 2 es ciclico, como subméddulo
de A,.

iv) Un médulo simple es ciclico y no nulo; pero la reciproca no es cierta (considerar
A, donde A es un anillo que no es de division).

v) Z es un grupo ciclico.

vi) G,, es un grupo ciclico (n € N).
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Dado w € G,

w generador <= w” =G, <= {w'|0 < i < n} =G, <= (W)o<icn

es una sucesion de elementos distintos ﬁ) w es primitiva
€

Si wy, = cos % + sen % i (k € Z), (wg)o<k<n €s una numeracion de G,, y se verifica:
wy primitiva <= k y n coprimos.
Por ejemplo, w, es primitiva.

PROPOSICION 4.12. Dado un morfismo de A-mddulos f: M—~N, si M es ciclico,
entonces Im f es ciclico.

Demostracion.

x generador de M = f(x) generador de Im f.0J

Ejemplo. Z,, es un grupo ciclico (n € Ny). Considerar 7: Z——7Z,.

PROPOSICION 4.13. Un A-médulo M es ciclico si, y sdlo si, existe un epimorfismo de
A, en M.

Demostracion.Suficiencia. Por la proposicion anterior, ya que A, es ciclico.
Necesidad. Dado x € M, se considera e,: A;—— M. Se tiene que Ime, = Az =
M {(z). Luego,
x generador de M <= ¢, epimorfismo.lJ

Ejemplo. Un grupo G es ciclico si, y sélo si, G ~ Z,, para algin n € Ny. En
particular, G,, ~ Z,, para todon € N.

Suficiencia. Z, es ciclico y se tiene un epimorfismo de Z, en G.

Necesidad. Se tiene un epimorfismo f: Z——G. Luego, como Ker f = nZ, para algin
n € Ny, resulta que G ~ Z,. G, es ciclico = dn’ € Ny: G, ¥ Z,, = n' #0y
n=(G,:1)=(Z,y :0)=n'

COROLARIO 4.14. Si M es un A-modulo ciclico, existe un ideal 2 de A tal que para
todo submdédulo S de M resulta que S ~ B /2, donde B es un ideal de A tal que A C B.

Demostracion. Se considera un epimorfismo f: A;——M; y se toma 2A = Ker f.
VS € o(M), 3B € ou(As) : S = f(B).

Pero, como Ker flg = Ker fNB = ANB = A e Im f|ls = f(B) = S, resulta que
S~ B/A.
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Definicion. Un anillo A se dice integro (o de integridad) si, y sélo si, cualesquiera sean
a,b € A

ab=0=—=a=0Vb=0,

vale decir,

a#0ANb#0=ab#0

(de modo tal que el producto de A define una estructura de semigrupo en A*).

Definicion. Un dominio integro (o dominio de integridad) es un anillo integro y con-
mutativo.

Ejemplos. i) Todo anillo de divisién es integro. En particular, todo cuerpo es un
dominio integro.
Sea A un anillo conmutativo.

ii) M, (A) no es integro, si n > 1.

iii) A[X] es integro si, y sélo si, A es integro.

Definicion. Un anillo A se dice principal a izquierda (derecha) si, y sélo si todo ideal
a izquierda (derecha) es principal.

Definicion. Un dominio principal es un dominio integro que es principal.

Ejemplos. 1) Z y K[X] (K cuerpo) son dominios principales.

ii) Si A es un anillo conmutativo tal que A[X] es un dominio principal, entonces A es
un cuerpo.

Se toma f € A[X] ménico, con término constante nulo (por ejemplo, f = X). Dado
a € A, a#0,sea = a,f),ysea g un generador de 2.

gla = grg = 0.

glf =9 € UA) =1 € A= 3drs € AX]: 1 =ra+sf = 1=r(0)a+
s(0)f(0) = a € U(A).

PROPOSICION 4.15. Un anillo A es principal si, y sélo si, todo submédulo de un
A-médulo ciclico es ciclico.

Demostracion. Suficiencia. Ag es ciclico.

Necesidad. Sea M un A-mdédulo ciclico, y sea S un submoddulo de M; entonces S ~
B /A, donde A y B son ideales de A tales que que A C B. Componiendo la proyeccién
de B en B /A con un isomorfismo de B/2A en S, se obtiene un epimorfismo de B en S
pero B es ciclico, de donde S lo es.

Definicion. Un A-modulo M se dice localmente ciclico si, y sélo si, todo submddulo
de M de tipo finito es ciclico.

Sea A un dominio integro. Se define una relacién de equivalencia ~ en A x A* pniendo
(a,b) ~ (¢,d) <= a.d =b.c. Sea K = Ax A*/ ~, ysean: A x A*—K la proyeccion.
Dados a,b € A, b # 0, 7(a,b) se nota ¢, de modo que

a C
6—g<:>61d—0b
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Se definen + y . para K en la forma

a c a.d+ b.c

1 Bl Bt

(1) bt dT  bd
a C a.c
2 ac_ac
(2) bd bd

+ y . estan bien definidas y (K, +,.) es un cuerpo (ejercicio), llamado el cuerpo de frac-

ciones de A. Por ejemplo, % es el elemento neutro de + y —¢ = 3% 1 es el elemento

1
neutrode . ysi ¢ # 9 (¢ =% <= a=0), (%)71 = 2. La aplicacién p: A—=K, p(a) = ¢
satisface:

i) pla) = p(b) = a=0b.

i) pla+b) = p(a) + (b).

iii) p(a.b) = p(a).¢(b).
Luego, puede identificarse A con Im ¢ = {{ |a € A}; y con tal identificacién

a __ —1.
,g—a.b :

a al a (b .
7151 <1> = p(a).o(b)"".
K puede considerarse como A-moédulo a través de ¢:
a-,x=pla).r (a € A,z € K).
Sea A un dominio integro, de cuerpo de fracciones K.

Definicion. Se llama ideal fraccionario de A a un submédulo 2 de K que

dJee K : ¢c#0 AN A € A

Observacion. i) En la definicién, puede elegirse ¢ € A. Sic= ¢, a # 0 (pues ¢ #0) y
a2 (bc)2A = b(cA) C bA C A.

ii) Todo ideal es un ideal fraccionario.
Tomar ¢ = 1.

iii) Todo ideal fraccionario es isomorfo a un ideal.
Sea f: K——K la aplicacion f(z) = cx (x € K). f es un morfismo de A-mddulos
inyectivo (¢ # 0). Luego, 2 ~ f(2); pero f(A) = A, como submddulo de K contenido
en A, resulta un ideal de A.

iv) Todo submddulo de K de tipo finito es un ideal fraccionario de A. Sea 2 un tal
submédulo, y sea (x;);e; una familia finita de generadores de 2. Si x; = Z—Z, se toma
¢ =1l bi, conlocual cx; € A (i € I);yasi, A C A:

ey diwi = di(cx;) € A

i€l el

PROPOSICION 4.16. Si A es un dominio principal, K es un A-mdédulo localmente
ciclico.
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Demostracion. Por iv), basta ver que todo ideal fraccionario de A es ciclico, lo que
resulta de iii). O

Ejemplos. i) Q es un grupo localmente ciclico.
ii) Si K es un cuerpo, K(X) es un K[X]-mé6dulo localmente ciclico.

5. MODULOS NOETHERIANOS Y MODULOS ARTINIANOS

Sea M un A-médulo, y sea C un conjunto de submédulos de M.

Definicion. Un submédulo S de M se dice maximal (minimal) en C si, y sélo si:
i) S € C.
)T eCANSCTES2T)=S=T.

Observacion. SiC = o(M)—{M} (C = o(M)—{0}), entonces S es maximal (minimal)
en C si, y sélo si, S es maximal (minimal).
Sea (.5;)ien una sucesion de submdédulos de M.

Definicion. Se dice que (S;);en es creciente (decreciente) si y sélo si

Si € Sit1 (Si 2 Siva) (¢ € N),

vale decir,

Definicion. Se dice que (S;);en es estacionaria (o casiconstante) si y sélo si,

dn e NVieN:i>n=—S5=_5,.

PROPOSICION 5.1. Dado un A-mdédulo M, son equivalentes:
i) Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene algiin elemento maximal (mini-

mal).
ii) Toda sucesion creciente (decreciente) de submédulos de M es estacionaria.

Demostracion. 1) = ii). Sea (5;);ey una sucesion creciente en o(M), y sea C =
{Si|i € N}. Como ) #C C o(M), sean € N tal que S,, es maximal en C; entonces,

ii) = i). Sea ) # C C o(M). Suponiendo que C no tiene elementos maximales, se
define inductivamente una sucesion (S;);en en C por: S; € C (C # ()); y supuesto definido
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Sy € C, para un cierto h € N, se elige Sp+1 € C tal que S, C Spy1 (S no es maximal
en C). Por construccién, (S;);en es una sucesion strictamente creciente:

Si C Si+1 (Z € N),
y en consecuencia, es una sucesion creciente no estacionaria. [

Observacion. Toda sucesion creciente (decreciente) de submédulos de M, que no es
estacionaria, tiene una subsucesién estrictamente creciente (decreciente). Sea (.S;);eny una
sucesion en o (M) creciente y no estacionaria. Como “no estacionaria” significa

Vne N dJieN:i>nAS; #8S5,,
siendo creciente, se tiene que
VneN dJieN:i>nAS DS,

Se define inductivamente una sucesién (i;);en en N por: 4; € N; y supuesto definido
i, € N, para un cierto h € N, se elige i,,1 € N tal que iy 1 > i v 5; D S, Por

construccion, (S;;);jen es una subsucesion estrictamente creciente

h+1

Definicion. Un A-médulo M se dice noetheriano (artiniano) si, y sélo si, M satisface
una de las condiciones —y en consecuencia, la otra— de la Proposicion.

Ejemplos. 1) Los mddulos simples, los médulos finitos y —més generalmente— los
modulos con una cantidad finita de submédulos son noetherianos y artinianos.

Sea M un A-mdédulo, y sea () #C C o(M). SiC es finito, entonces C tiene elementos
maximales y elementos minimales.

Por la demostracion de ii) = i) de la Proposicidn, si C no tiene elementos maximales,
resulta que C es infinito. También puede procederse por induccién en n = ¢C. El caso
n = 1 es trivial (el tinico elemento de C es maximal). Sea n = h+ 1, con h € N; se toma
S € Cy se considera C' = C — {S}. Por la hipdtesis inductiva, C’ tiene algin elemento
maximal 7. Si T ¢ S, T es maximal en C:

UceCANTCU=U##S=—=Uc(C=T=U.
SiT C S, entonces S es maximal en C:
UeCNSCU=TCU=T=U= S5 CT=S5=T; absurdo.

ii) Los espacios vectoriales de dimensién finita son noetherianos y artinianos.

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita, y sea ) # C C o(V). Si C =
{dim S : S € C}, entonces () # C C Ny, de modo que C' tiene minimo. Sea, entonces,
S € C un espacio de dimensiéon minima; S resulta minimal en C:

TelCANT CS=dimT € C ANdimT < dimS = dim7T =dimS =T = 6.
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En realidad, C' es finito, porque dim V' es una cota superior de C'; y asi, C' tiene maximo.
Sea, entonces, S € C un subespacio de dimensién méaxima; S resulta maximal en C:

TelCANSCT—dmT € C ANdimS < dm7T —dimS =dim7T — S ="1T.

iii) Los espacios vectoriales de dimensién infinita no son noetherianos ni artinianos.
Sea V un K-espacio vectorial de dimensién infinita (vale decir, que no tiene dimensién
finita).
Se define una sucesién (v;);en en V' por induccién global en la forma: supuesto definidos
v; € Vparal < i < n,conn € N, seelige v, € V tal que v, no es combinacion lineal
de (vi)1<ien ((vi)1<i<n DO es una familia de generadores de V).
SiS; = <Uj>j§z’7 entonces S; C Si_;,_li S; C Si+17 pues {Uj |] < Z} - {Uj |j > 1+ 1},
Y Sit1 Sz Si, pues vip1 € Sip1 ¥ Viy1 € Si
Si T; = (v;)j>i, entonces T; D Tiq: T; O Tipq, pues {v;|j > i} D {v;|j > i+ 1};
y Tiiq ;_b T;, pues v; € T; y viy1 ¢ Tipq. En efecto, si v; € Tjyq, puede escribirse
Vi = Yjsip1kjvy, con by € K (j > i+ 1). Tomando n = maxsop;s;,; kj, se tiene
que sop;s; 1 k; € {jli+1 < j < n}, con lo cual v; = 3;41<j<, kjv;. Luego, v, =
Yi>j<n Kvj, con
0, sil <,
k}: 1/ky, sij =1,
—k;/kn, sii+1 < j <n.

PROPOSICION 5.2. Si M es un A-mddulo noetheriano (artiniano), se verifica:
i) Todo submédulo S de M es noetheriano (artiniano).
ii) Dado un epimorfismo f: M — N, N resulta noetheriano (artiniano).

Demostracion. i) es trivial, pues o(S) C o(M).
ii) Sea ) # C C o(N); entonces @ # f~1(C) = {f71(S)|S € C} C o(M), con lo cual
existe S € C tal que f~!(S) es maximal en f~1(C). Se afirma que S es maximal en C:

TeCASCT= fY(T) e fHC) A fUS) C fUT) = fHS) = fHT)
= S =T,

pues f*: o(N)—0c(M) es inyectiva: f, o f* = i,(), siendo f epimorfismo.

PROPOSICION 5.3. Dado un morfismo de A-médulos f: M—— N, si Ker f e Im f son
noetherianos (artinianos), entonces M es noetheriano (artiniano).

Demostracion. Sea (S;);eny una sucesion creciente en o(M). Como (S; N Ker f);en es
una sucesion creciente en o(Ker f),

dpeN,VieN:i>p= SNKerf=5,NKerf.
Como (f(.S;))ien es una sucesién creciente en o(Im f),

dge N, VieN :i>qg= f(S) = f(S,)-
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Tomando n € N tal que n > max{p, q},
i>n= S;NKerf=S5,NKerf A f(S;) = f(Sn).

Luego, queda probado que

aplicando el

LEMA 5.4. Dado un morfismo de A-mdédulos f: M——~N, si S y T son submdédulos
de M tales que S C T, SNKerf=TnNKerfy f(S)= f(T), entonces S =1T.

Demostracion.

v el = f(z) € f(T)= [f(z) € f(S)=3Fy € S: flz) =[f(y)
—zr—yeKerfNT —=zo—ye S=uz e SO

LEMA 5.5. Si M es una A-mdédulo noetheriano, para toda parte C de M existe una
parte finita ' de C' tal que M(C) = M (F).

Demostracién. Sea C = {(F)|F € F(C)}. Como C # 0, sea F € F(C) tal que (F)
es maximal en C. Se afirma que (C) = (F). Es claro que (F) C (C), pues F© C C. Por

otra parte,
(C) C(F)«<=CC (F)<=VazecC:xc (I);

pero, dado x € C,

F e F(C)= F U {x} € F(CO)

LEMA 5.6. Un A-médulo M es noetheriano si, y solo si, todo submodulo de M es de
tipo finito.

Demostracion. Necesidad. Si S es un médulo de M, aplicando el lema,
AF € F(S): M(S) = M(F).

Suficiencia. Sea (S;);en una sucesién creciente de submédulos de M, y sea U = U;enS;.
Segin un resultado anterior, U es un submoddulo de M. Sea, entonces, I’ un sistema de
generadores de U finito. Como F C U,

Vr € F,3i, e N:x € 5.

Tomando n = max{i,|r € F} (n cualquiera, si F' = ()), como S;, C S, (z € F),
resulta que F' C S, de donde U = (F') C S,,. Por lo tanto,
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Definiciones. Un anillo A se dice noetheriano a izquierda (derecha) si y sélo si, A
(Ag4) es un médulo noetheriano.

Un anillo A se dice artiniano a izquierda derecha) si y sélo si, As (Ay4) es un médulo
artiniano.

Ejemplos. 1) Las dlgebras de dimensién finita son anillos noetherianos y artinianos.
Dado un morfismo de anillos f: A—— B, todo B-mdédulo M puede considerarse como
A-médulo a través de f: a-px = f(a) -z (a € A,z € M). Si S C M,

S es B —estable= S es A — estable,

con lo cual
S es B —submédulo= S es A — submddulo,

vale decir og(M) C o4(M). Luego, si M es noetheriano (artiniano) como A-médulo,
resulta que M es noetheriano (artiniano) como B-mdédulo. Sea K un cuerpo y sea A una
K-algebra de dimensién finita. Si e es la identidad de A, se considera la transformacion
lineal f =¢.: K——A; f resulta un morfismo de anillos

fkek) = (k-K)-e = (k-K)-(e-€) = k(K- (e-€)) = k-(e-(K-e)) = (k-€)-(K'-e) = f(k)-f(K'),
f(1)=e.

Ademas, al considerar A como K-espacio vectorial a través de f, se obtiene la accion
original:

k-yv=fk)-v=(k-e)-v=Fk-(e-v)=k-w.

Luego, como A es K-noetheriano y artiniano, resulta que A es A-noetheriano y artiniano.
ii) Los anillos principales son noetherianos.

iii) Sea A un anillo:

Definicion. Se dice que A es un divisor de cero a izquierda (derecha) si, y sélo si,
dbe A:b#0 AN b-a=0(a-b=0).

Observacion. Son equivalentes:

i) A no tiene divisores de cero a izquierda # 0. Va € A*, Vb € A: b-a=0= b= 0.

ii) A no tiene divisores de cero a derecha # 0. Va € A*, Vb € A: a-b=0=b=0.

iii) A es integro Va,b € At a-b=0=a=0VvVb=0.

Sic € Ano es divisor de cero a izquierda ni inversible a izquierda, entonces (Ac'); ¢ es
estrictamente decreciente. Luego, si A es un anillo integro que no es de division, entonces
A no es artiniano, ni a izquierda ni a derecha.

Ad D ATt Ll =c. e A,
Ac ¢ Actt o ¢ AT pues
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deAdtt =3aecA: d=a"t = (ac—1)'=0=ac—1=0

=—> c es inversible a izquierda.

iv) Z y K[X] (K cuerpo) son anillos noetherianos, pero no artinianos
v) Los ideales fraccionarios de un dominio noetheriano son de tipo finito.

PROPOSICION 5.7. Un anillo A es noetheriano (artiniano) si, y sélo si, todo A-mdédulo
de tipo finito es noetheriano (artiniano).

Demostracion. Suficiencia. As es de tipo finito (es ciclico).

Necesidad. Sea M un A-médulo de tipo finito, y sea F' un sistema de generadores
de M finito. Se procede por induccién en n = ¢F. El caso n = 0 (o sea, F = () es
trivial. Suponiendo n > 0, se toma g € F y se considera S = M(F — {g}). Por la
hipétesis inductiva, S es noetheriano. Luego, empleando la proyeccién m: M ——=M/S,
queda probado que M es noetheriano mostrando que M/S lo es; pero M/S es ciclico:

F sistema de generadores de M = 7(F') sistema de generadores de M/S
= 7(g) generadores de M/S.

Por lo tanto, basta ver que si C' es un A-médulo ciclico, entonces C' es noetheriano.
En efecto, existe un epimorfismo de A, en C.[J

6. TORSION Y DIVISIBILIDAD

Para un K-espacio vectorial V', se verifica:
HWVke K,VveV:kv=0=k=0Vv=0.
i) Vo e V,Vk € K*, Jw € V:v=Fk- w.

Sea M un A-modulo.

Notaciones: Si A, M, nota Kern, pr = {x € M |a-z =0}, que es un subgrupo de M
(sia € C(A), es un submédulo). Siz € M, A, (x) (anulador de z) nota Kere, = {a €
Ala-x =0}, que es un ideal de A.

Definiciones. Se dice que x € M es sin torsién (o linealmente independiente) si y sélo
si, Ap(x) =0,0sea,Va € A:a-2=0=a=0.

Se dice que x es de torsién (o linealmente dependiente) si y sélo si, x no es sin torsién,
vale decir, A,(z) # 0, o explicitamente, 3a € A: a#0 A a-x = 0.

Se llama torsién de M al conjunto ¢(M) de elementos de M que son de torsion.

Se dice que M es de torsion si, y sélo si, tM = M, o sea, todo elemento de M es de
torsion.
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Se dice que M es sin torsion si, y sélo si, tM = 0, vale decir, 0 es el tinico elemento
de torsion.

Propiedades:

D) tM = Upen M,

ii) M es de torsién y sin torsion si, y sélo si, M = 0.

iii) M es sin torsion si, y sélo si, 1,y es un monomorfismo (de grupos) (a € A*).

Ejemplos. 1) Definicion. Un A-médulo M se dice mixto si, y s6lo si, M no es de
torsiéon y M mo es sin torsién, vale decir, {0} C tM C M.

Por ejemplo, R/Z es un grupo mixto, pues t(R/Z) = Q/Z.

Dado u € R/Z, sea u = w(x), con z € R.

uesdetorsibon<=dm € Z.m#0 A m-u=0<dm ecZ - m#0Am-z € Z
— 1z € Q.

S HR/Z) = 7(Q) = Q/Z.
Siendo my: o(R)—0(R/Z) inyectiva (es biyectiva),

Q# Z,R = n(Q) # 7(Z),7(R).

ii) Si A es un anillo infinito y M es un A-mddulo finito, entonces M es de torsién.
(Por ejemplo, los grupos finitos son de torsién.)

Six € M, g,: As——M no es mono, vale decir, A,(z) # 0. El resultado vale para
JM < ¢dA:

Siendo F'y F’ conjuntos finitos, ¢ ' < ¢ F’ <= existe una inyeccién de F' en F’. Si
¢y d son cardinales, ¢ = ¢C'y d = ¢ D, se define

¢ < d <= existe una inyeccion de C' en D.

Buena definicién: independencia de C'y D.
r)c < c.
a)c < d A d < ¢= c¢=d (Cantor-Bernstein).
t)c<dANd<e=rc<e
También se define
c<d<=c<dANc#d.

Si A es un anillo infinito y M es un A-mdédulo localmente finito, entonces M es de torsion.
(Por ejemplo los grupos localmente finitos son de torsion.)
Dado x € M, considerar (z).

iii) Definicion. Un A-médulo M se dice acotado si y sélo si, a - M = 0, para algun
a € A, a#0.

Si A es un dominio integro y M es un A-médulo de torsién finitamente generado (por
ejemplo, M finito, si A es infinito), entonces M es acotado. (Asi los grupos finitos son
acotados.)
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Sea (;);e; una familia finita de generadores de M, y sea a; € A* tal que a; - x; = 0
(i € I). Sia=[lesa;, entonces a # 0; y dado j € I, a-x; =0, pues a = [];; a; - a;.
Luego, a- M = 0:
x; € M, (Z S I):>M:M<JI1>1€[ Cc M,.

Sea GG un grupo. “G acotado” significa “dn € N : nG = 07. Si G es finito, puede
tomarse n = (G : 0); mas ain, puede tomarse n = exp G, para G acotado (comentario).

iv) Si A es un anillo tal que A/ es finito para todo ideal A # 0, y M es un A-mddulo
de torsion finitamente generado, entonces M es finito. (Por ejemplo, los grupos de torsién
fintamente generados son finitos.)

Sea (z;);cr una familia finita de generadores de M. Como M = Y ,c.; M(x;), basta
probar que M es finito en elcaso que M es ciclico. En efecto, si x es un generador de M,
entonces M ~ A/A,(z) y An(x) # 0.

Si A es un anillo tal que A/ es finito para todo ideal Ane0, y M es un A-mddulo
de torsién, entonces M es localmente finito. (Por ejemplo, los grupos de torsién son
localmente finitos.)

Todo submédulo de M es de torsion.

v)Seap € Z,p#0. S, = {;”—n lm € Z An € NO} es un subgrupo de Q, que contiene
a Z.

Notacion. Zy~ = S,/ Z.
Zyo es un grupo de torsion; y no es acotado, si p # £1. Dadou € Zy~,siu =7 (1%),
conm € Zyn € Ny, entonces p* - u = m(m) = 0. Seaa € Z tal que a-Zy~ = 0. Si

n € Ny,

1 a n n
a-7r<pn>:>pn € Z=p"la=|p|" < |a;

absurdo, pues |p| > 1.

Sea p primo.

Definicion. Un grupo G se dice p-cuasiciclico si, y solo si, los subgrupos propios de G
admiten una numeracién (S, )nen, tal que S, es un grupo ciclico de orden p™ (n € Ny).

Comentario. Resulta S,, C S,11(n € Ny) y G = Upen,Sn- Dos grupos p-cuasiciclicos
son isomorfos. Zp~ es un grupo p-cuasiciclico.

Un grupo cuasiciclico, siendo un grupo no ciclico, cuyos subgrupos propios son finitos,
resulta de torsion.

Un grupo cuasiciclico no es noetheriano (o sea, no es de tipo finito); pero es artiniano.

vi) Sea A umn dominio integro, y sea K el cuerpo de fracciones de A. Si S es
un submédulo de K tal que A C S, entonces S/A es una A-mddulo de torsién. En
consecuencia, K/Ay Ay ={5|a € AAn € No}/A (p € A,p# 0) son de torsion.
(Por ejemplo, Q/Z y Z,~ son grupos de torsion.)
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Dado u € S/A, siu=mn(3), cona,b € Ayb#0,entonces b-u = 7(a)=0.

vii) Si A es un anillo y 2 es un ideal de A, entonces A/ es de torsién si, y sélo si,
Va € A, 3b € A* : b-a € 2. En particular, si 2 es un ideal bildtero, A/2 resulta de
torsién; mas ain, acotado (fijar b € 2, b # 0).

viii) Sea A un anillo. Dado a € A,

a € t(A;) <= a divisor de cero a izquierda.
a € t(Ay) <= a divisor de cero a derecha.

Luego, son equivalentes:
.) Ajg es sin torsion.
..) Ay es sin torsion.
...) A s integro.

ix) Z, Q, R, C son sin torsiéon como médulos sobre los precedentes.

Un A-moédulo M es sin torsion si, y sélo si, Va € A,Ve € M:a-2=0=a=0V
x = 0. En nuestro caso, A CC M C Cy la acciéon de A en M esta dada por el producto
de C, de modo que se satisface la condicién enunciada.

x) Los espacios vectoriales son sin torsién; pero son localmente finitos cuando el cuerpo
de escalares es finito.

xi) Sea A un dominio integro, un cuerpo de fracciones K. Si V es un K-espacio
vectorial, entonces V' es un A-médulo sin torsién. (Por ejemplo, si V' es un Q-espacio
vectorial, V' resulta un grupo sin torsion.)

PROPOSICION 6.1. Si A es un dominio integro, para todo A-mdédulo M se verifica que
tM es un submodulo de M.

Demostracion.

)0 € tM,pues1 A0y 1-0=0.

i) z,y € tM = Ja,b € A: ab #0,a-2 =0, b-y=0=a-b#0 A
(a.b)-(x+y) = (a.b)-x+(a.b)-y = (b.a)-xz+(ab)-y=b-(a-z)+a-(b-y) =b-0+a-0=0.

li)ae AN etM=3be A:b#£0ANb-2=0=b-(a-2)=(b-a) z=
(@a-b)-z=a-(b-z)=a-0=0.0

Definicion. Siendo A conmutativo, se define
alb<=3dc € A:a-c=b.

| es filtrante:
Va,b € A:ala-b A bla-b.
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Si A también es integro, | es filtrante en A*. Luego, tM = Uyea+M, es un submodulo de
M, ya que
alb = M, C M, (a,b € A).

PROPOSICION 6.2. Sea A un dominio integro. Dado un A-médulo M, se verifica:

i) tM es el maximo submédulo de M de torsion.

ii) Si S es un submédulo de M, tS = SNtM. En particular, si M es de (sin) torsion,
entonces S es de (sin) torsion.

iii) M /tM es sin torsion.

iv) Todo morfismo de A-médulos f: M —— N induce un morfismo t(f): tM —~tN.
Si M es de torsion y f es un epimorfismo, entonces N es de torsion. Ademas, valen las
formulas:

t(go f) =tgotf,
t(im) = bt(M),
tf+f)=tf+tf',
tle-f)=c-tf  (ce C(A)

Demostracion. 1) Significa:

.) tM es un submédulo de M y tM es sin torsion.

..) Si S es un submédulo de M y S es de torsién, entonces S C tM
ii) es trivial.
iii) Debe probarse que, sia € A*yx € M,

a-x € tM — z € tM

4 T
dbe A*:b-(a-2)=0 = b-a#0A (b-a)-2=0

iv) Se tiene que f(tM) C tN,puesa-x =0 = a- f(x) = 0. Se define, entonces, tf =
flea|™N: tM —tN. Siendo f epimorfismo y M de torsién, N = f(M) = f(tM) C tN.
Las férmulas son triviales, pues tf(z) = f(z) (x € tM).O

[43

Observacion. “... es sin torsion” no es una propiedad moérfica. Por ejemplo, si A es un
dominio integro, que no es un cuerpo, y 2 es un ideal de A tal que 2 # 0, A, considerar
la proyecciéon m: A— A/

Comentario. Sean A y B anillos. Supongase que

M € M,(A) — F(M) € M,(B),

F(go f) = F(g)o F(f),

f € Homy(M,N) — f(f) € Homp(F(M), F(N)) {F(ZM) = i)
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En tal caso, se dice que F' es un funtor de A-moédulos en B-médulos. F' se dice aqditivo
si, y solo si, F(f + ') = F(f) + F(f").
Si A es un dominio integro. ¢ es un funtor aditivo de A-moédulos en A-modulos.

C objetos : (M, S)|M € M (A) A S € o(M)
morfismos : f: (M,S)—(N,T)|f € Homa(M,N) A f(S) C T

(M, S)— M/S,
f:(M,S)—(N,T)— f: M/S—~N/T.

“mdédulo cociente” es un funtor de C en A-mddulos.
Sea M un A-mddulo.

Notacion. Sia € A, a- M nota Imn,,y ={z € M|3y € M :z=a-y}, que es un
subgrupo de M (si a € C(A), es un submédulo).

Definiciones. Se dice que x € M es divisible por a € A si, y sélosi, z € a-M, o
sea, dy € M : x=a-y.

Se dice que x es divisible si, y s6lo si, x es divisible por todo a € A, a # 0.

Se llama divisibilidad de M al conjunto d(M) de elementos de M que son divisibles.

Se dice que M es divisible si, y s6lo si, dM = M, vale decir, todo elemento de M es
divisible.

Se dice que M es indivisible si, y sélo si, dM = 0, o sea, 0 es el tnico elemento de M
que es divisible.

Propiedades:

0) z es divisible por 0 si, y sélo si, z = 0.

1) dM = Nyea-aMl.

ii) M es divisible e indivisible si, y sélo si, M =).

iii) M es divisible si, y sélo si, 1, es un epimorfismo (de grupos) (a € A*).

dM =M <= M C dM <= M C aM(a € A") <= aM = M(a € A").

Ejemplos. 1) Q, R, C son divisibles, como grupos abelianos o como médulos sobre los
precedentes.

Un A-médulo M es divisible si, y s6lo si, Vo € M,Va € A*, dy € M : x =a-y.
(*) En nuestro caso, A C M C C y la accién de A en M esta dada por el producto de
C. Ademas,

a€ A=a'e M
x,y € M = x-y € M.
Luego, en (*) basta tomar y =a™! - z.
ii) Los espacios vectoriales son divisibles.
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iii) Sea A un dominio integro, con cuerpo de fraccioines K. Si V es un K-espacio
vectorial, etnonces V' es un A-médulo divisible. (Por ejemplo, si V' es un Q-espacio
vectorial, V' rewsulta un grupo divisible.)

iv) Los grupos cuasiciclicos son divisibles.

Sea G un grupo infinito tal que todo subgrupo propio de G es finito (por ejemplo, G
cuasiciclico). Si f es un endomorfismo no nulo de GG, entonces f es un epimorfismo.

Im f # G = Im f finito = G finito.

Luego, si G' es un grupo cuasiciclico, basta ver que 7, # 0, si @ € Z es no nulo.

Demostracién para Zy~ (p # £1). Escribiendo a = p"-b, conn € Ny y b € Z tal
que p 1t b, a-w(zﬁ) :W(#) :7r<§> # 0, pues % ¢ 7.

v) Sea A un anillo. A es divisible si, y sélo si, A es un anillo de divisién.

“Ag divisible” significa Vo € A, Va € A", Jy € Az = a-y”, vale decir,
“Ya € A*:aA = A", o sea, “Ay simple”.

vi) Z es un grupo indivisible. Dado z € Zy m € Z*,

x divisible por m <= m|x.
Luego, para © € Z,

z divisible <= Vm € Z" : m|z <=z = 0.

PROPOSICION 6.3. Para todo A-mdédulo M se verifica que dM es un subgrupo de M ;
vy si A es conmutativo, dM es un submodulo de M.

Demostracion. Se sabe que dM = Ngea-aM .0

PROPOSICION 6.4. Sea A un anillo conmutativo. Dado un A-médulo M, se verifica:

i) dM es el maximo submédulo de M cuyos elementos son divisibles en M.

ii) Si S es un submdédulo de M, dS C SN dM. En particular, si M es indivisible,
entonces S lo es.

ii bis) Si A también es integro, d(tM) = t(dM) = dM NtM.

iii) M /dM es indivisible.

iv) Todo morfismo de A-médulos f: M —— N induce un morfismo d(f): dM —dN..
Si M es divisible y f es un epimorfismo, entonces N es divisible. Ademas, valen las
formulas:

d(go f) =dgodf, d(in)=iay, d(f+f)=df+df", dc-f)=c-df (c € C(A)).

Demostracion. 1) significa:
.) dM es un submddulo de M y los elementos de dM son divisibles en M.
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..) Si S es un submédulo de M y los elementos de S son divisibles en M, entonces
S C dM.
ii) Dados z € Sya € A,

x divisible poraen S:dy € S:zx=a-y.
x divisible poraen M :dz € M :xz=a- z.

Luego,
x divisible por a en S = x divisible por a en M;

y asi,
z divisible en S = z divisible en M.

ii bis) Tomando S = dM en tS = S NtM, resulta t(dM) = dM NtM; y tomando
S=tMendS C SNtM, resulta d(tM) C tM NdM.

dMNOtM C d(tM). Sea x € M divisible y de torsion; y sea ¢ € A* tal que c¢-z = 0.
Dadoa € A* siz =a-y,cony € M, setienequec-a# 0y (c-a)y=c-(ay)=c-xz=0.

iii) Debe probarse que, dado x € M,

Va e A, 3y e M:z—a-y € dM = x € dM.

En efecto, t —a-y =a- 2z, para algin z € M, con lo cual z = a - (y + 2).
iv) Se tiene que f(dM) C dN, pues ¢ = a-y = f(z) = a- f(y). Completar
(ejercicio).d

Observacidn. 1) “...es divisible” no es una propiedad hereditaria. Por ejemplo, si A es
un dominio integro, que no es cuerpo, y K es el cuerpo de fracciiones de A, considerar A
como submédulo de K. En consecuencia, no vale la formula dS =S NdM.
ii) “..es indivisible” no es una propiedad mérfica. Por ejemplo, dado un primo p,
considerar la proyeccion m: S, ——»Zyeo.
S, es p-divisible:
a a
pn ' pm—i-n :
Sea x € S, divisible. Se toma un primo g # p. Si z = ;in, cona € Zyn € Ny

a b
—=q"- ]? — p'a=p"¢"b = ¢"|p"a = ¢"|a.

Luego, a = 0.

iii) Si A es cualquier anillo, d es un funtor aditivo de A-médulos en Z-médulos; en
A-médulos si A es conmutativo.

Comentario sobre 7777

Definicion. Sea M un A-médulo. un submédulo S de M se dice puro si, y sélo si,
SNa-M=a-85 (a € A), vale decir, SNa-M C S (a € A").

PROPOSICION 6.5. Dado un A-médulo M, se verifica:
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i) SiT es un submédulo puro de M y S es un submédulo puro de T, entonces S es un
submaédulo puro de M.

ii) Si S es un submdédulo divisible de M, entonces S es un submédulo puro de M.

iii) Si S es un submdédulo puro de M, entonces dS = SN dM. En particular, si M es
divisible, S resulta divisible.

iv) Si S es un submédulo de M tal que M /S es sin torsion, entonces S es un submaédulo
puro de M.

v) Si A es un dominio integro, tM es un submédulo puro de M

vi) Si M es sin torsion y S es un submdédulo puro de M, entonces M /S es sin torsion.

vii) Si (S;)ier es una familia de submdédulos puros de M y M es sin torsion, entonces
NierS; es un submodulo puro de M.

viii) Si I es un conjunto filtrante no vacio y (S;)ier es una familia creciente de
submaodulos puros de M, entonces U;crS; es un submodulo puro de M.

Demostracion. 1)
SNnaM =(SNT)NaM =SN(T'NnaM)=SNal =aS (a € A).
i)
SNnaM C S=aS (a € A").
iii)

dS= () aS= [ (SNaM)=Sn([) aM)=sNdM.

acA* acA* acA*

iv) Debe probarse que, dados a € A*y z € M,
a-rv e S=—=zreS=a-x€a-S

v) sigue de iv).
vi) Debe probarse que, dados a € A*y z € M,

a-x €8 = z e S

4 T

a-xr € A-S=— dye S:a-rz=a-y —=zx=y

vii)

() = . (n si> V(S = Ma-Ss = ((S: Na- M) — (m Si>ﬂa-M (a € A"

iel el el iel el iel

*) Dada una aplicacién de conjuntos f: C——D, si (S;);e; es una familia de subcon-
juntos de C, entonces f (MierS;) C NMierf(S:); ysi I # 0y f es inyectiva, vale =.

*) Con las notaciones anteriores, f(U;erS;) = Uier f(S;).
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7. PRODUCTO DIRECTO Y SUMA DIRECTA

Repaso conjuntista
CxD={(z,y)|z € CNy € D}

Definicion. {x,y} = {z|z =2V z =y} (par no ordenado de x e y).
Propiedad. {z,y} = {y,z}.
Definicion. (z,y) = {{z},{z, y}}.
Propiedad. (xz,y) = (2',y )<= x=2"Ny=9y". . 2 #y = (z,y) # (y,2).
P={f|f:{1,2}—CUDAf(1) € CA f(2) € D}.
P2, CxD, o(f)=(f(1), f(2), ¥(2,9)(1) =z A ¥(2,9)(2) = y.

ot =1icxp : p((z, ))—( (z ,y)(l) Y(x, y)(Z))Z(
pop =ip:(p(f)) = f:dle(f)) U( (

Sea (C;);er una familia de conjuntos.

Definicion. Se llama producto cartesiano de (C;)ier a

Observaciones. i) Dados conjuntos C'y D, si se toma I = {1,2}, C; =C y Cy =D

las aplicaciones ZGXI C; éC’ x D dadas por

w(f) = (f(1),f(2), ¥z, y)(1) =z Ap(2,y)(2) =y

son reciprocas.
ii) Dado un conjunto C, tomando C; = C (i € I) resulta que XCi = cr.
1€
iii) Es trivial que

ieXICﬁé(Z):>Ci7é(ZJ (i €1).

La reciproca,

es el axioma de eleccion para (C7)ie;.

Definicion. Dado j € I, se llama proyeccion j-ésima de XI C; a la aplicacién
1€
Py %(ICQ-HCJ- dada por
pi(x) =xz; (v € XCj).

el
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Observaciones. 1) Dados z,z’ € XIC’Z«,
1€

r=1 < pi(x)=pi(z") (i €1).

ii) Dado un conjunto C'y aplicaciones f,g: C —»XI C;, se verifica que
1€

f=g9g<pof=pog (iecl).

f=g9 f(z) = 9(z) (z € C) = p(f(2)) = pilg(z)) (= € Cii € I) <
pio f)(2) =(piog)(z) (€ Cii€l)<=pof=pog (i€l).

iii) Dado j € I, siC; #0 (i € 1,i+# j), entonces p; es suryectiva.

Dado z € C}, se elige x; € C; para i # j (axioma de eleccion para (C;)ier,izj) v s€
define x; = z. Luego, © = (z;)ier € Z_EXICQ y pj(x) = 2.

Sea (M;);e; una familia de A-médulos.

PROPOSICION 7.1. Existe una tnica estructura de A-mddulo en XIMl tal que
1€

Dyt )E(IMlHMJ es un morfismo, para todo j € 1.

Demostracion. Sea P = )é'j]%Z Se definen + y - para P en la forma:

(x+2); =2 +u, (= pilx + ) = pi(x) + ps (), } )
*
(a-2); =a- - (<= pi(a-z)=a-p(zx)),
vale decir,
(Ti)ier + (2})ier = (%5 + })ier,
a- (zi)ier = (@ Ti)ier.
Se verifica que (P, +,-) es una A-mddulo (ejercicio); y p; es un morfismo, segin —
en (x). La unicidad de la estructura resulta de <= en (x).0J
Observaciones. 1) Dados A-médulos M y N, se considera M x N con la estructura de
A-modulo :
(.Z', y) + (xla y/) = (:U +um xl7y +Mm y/)a
a-(z,y)=(a-mzanNy).

Entonces, tomando I = {1,2}, M; = M y My = N, las aplicaciones XM iM x N

dadas por
©(2) = (21, 22), Yz, yh =2 AY(z,y)2 =y

son morfismos reciprocos.
ii) Dado un A-médulo M, tomando M; = M (i € I) resulta XM; = M?', como

A-modulos.
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iii) )(}:O<:>Mi:0<i e I).
1€
=>. p; es epimorfismo (i € I).

<. Dado x € %(;M,-, como x; € M;, resulta z; =0 (i € I).

Definicion. Se llama producto directo (o producto) de (M;);er a un objeto (M, (f;)icr),
donde M es un A-médulo y f; es un morfismo de M en M; (i € I), que satisface: si
(N, (g:)ier) es un objeto de la misma especie, existe un tnico morfismo h: N—~M que
hace conmutativo el diagrama

N h - M

i fi
M;

vale decir, fioh =g; (i € I).
Consistencia de la definicién. i) Unicidad. Si (M, (fi)ier) y (M', (f!)ier) son productos
directos de (M;);es, existe un tnico isomorfismo h: M'— M tal que fioh = f! (i € I).
ii) Existencia. (zeXIM“ (pi)ier) es un producto directo de (M;);e;.

Demostracion. i) Como (M, (fi)ier) satisface la definicion y (M’ (f/)ier) es un tal
objeto,

h: fioh=f (i €I).
Queda por verificar que h es un isomorfismo. Como (M, (f]);cs) satisface la definicién
y (M, (fi)ier) es un tal objeto,
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AL floh=f (i € I).
Se afirma que A’ es el morfismo inverso de h. En efecto, como (M, (f;):er) satisface la
definicién, por razones de unicidad,

M h'oh M
TIT >
\ /
M;

fio(hol)=fi A ficin=f; (i € )= hoh'=in.
También, como (M’, (f!)icr) satisface la definicién, por las mismas razones,

M’ h'oh
T
M;

flo(Woh)=fl A floiy = f (i € [) = K oh=ix.
ii) Sea P = )e(l M;. Debe probarse que, dados un A-médulo M y morfismos

fir M—M; (i € 1),

. M’

Fh:poh=f (i €lI).
Existencia de h. Definimos h(z); = f;(z) (i € I), o sea, h(x) = (fi(x))ier- pioh = f;
(i € I). Por definicién, p;(h(z)) = f;(xz) (i € I). h es un morfismo,

ha + ') = filz + ') = fi(z) + fi(a") = h(x); + h(2'); = (h(z) + h(2)); (i € 1)
= h(x +2') = h(z) + h(z),

o también,

Wz +2') = (filz + 2))ier = (fi(z) + fi(2))ier = (fi())ier + (fi(@"))ier = Mx) + h(2')
h(a-x)ier = fila-x)=a- fi(x)=a-h(x); = (a-h(z)); (i € I) = h(a-x)=a-h(x),
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o también,

Wa-x) = (fila-2))ier = (a- fi(x))ier = a- (fi(2))ier = a - h(z).

Unicidad de h. Debe probarse que, dados morfismos hq, hy: M — P,

M hu P

T >
1) >

fi Pi

M;
piohi=fiApiohy=fi (i € I)=piohy =p;ohy (i € I) = hy = hs.

Notacion. Dados un A-médulo M y morfismos f;: M —M; (i € I), el factorizador
h: MHé(IMl se nota [[;c; fi, vale decir, ([Tic; fi)(x) = (fi(2))ier (x € M).

Observacion. Ker]], . = N,er Ker f;. En particular, si existe 5 € I tal que f; es un
el Ju 1€ 7 ) 7
monomorfismo, entonces [];c; f; es un monomorfismo.

Ejemplos. i) Dado j € I, se define un morfismo fj;: M;—M,; (i € I) tomando

f"_ M, 81t =7,
Jv

OijMi, si 7é j

Sea u; = Ilier fii MJHILGXIMl (inyeccién j-ésima de ze)(IMl)’ vale decir, u; esta
univocamente determinado por las condiciones p; o u; = f;; (¢ € I). En particular,

pj © uj =iy, con lo cual p; es una retraccion y u; es una seccion. Explicitamente,

(z) x, si1=7,
Ui \)i = . .
! 0, sii#7.

ii) Dado un A-médulo M, tomando M; = M (i € I) se define un morfismo f;: M — M;
por: fi =1y (i € I). Sea A =[[,es fi: M—- X M; = M?" (diagonal de M;), vale decir

A estd univocamente determinado por las condiciones p;o A =iy, (i € I). En particular,
si I #0, A es una seccién. Explicitamente, A(z); =z (i € I).

PROPOSICION 7.2. Se verifica:

i) Si m es una permutacion de I, entonces .XIMw(i) ~ XIMZ
1€ 1€

ii) Si (I;)jes es una particién de I (en realidad, puede permitirse I; = (), entonces

X | X M;) ~ XM,

jeJ \iel; iel
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Demostracion. Sea P = é(IMi, y sean p;: P——M,; (i € I) las proyecciones.
i) Sea P’ = )e(l M@y, y sean p): P'—M_;) (¢ € I) las proyecciones. Computacional-

mente se defines una aplicacién h: P'— P por
h(l’/)l = l‘;fl(i) (Z S I),

vale decir,

h(z') = (x;r—l(i)>i61'
h es un morfismo (ejercicio). h es biyectiva, pues tiene por inversa la aplicaciéon h': P— P’
definida tomando h/'(z); = 2. (¢ € I). En efecto, ho b = ip:

h(R'(z)); = K (2)r-1() = Tr(n—10)) = @5 (1 € 1) = h(W (z) = x;

y también, h' o h = ip/ (ejercicio).

Conceptualmente, basta ver que (P, (p;,l(i))ig) es un producto directo de (M;);er,
pues -en tal caso- existe un inico isomorfismo h: P'— P tal que p;oh = p;,l(i) (1 € I),
a saber: h = [lic; Pp-1;), vale decir, h(z') = (pl-1;)(2"))ier = (¥)-1(;) )ier-

En consecuencia, dados un A-médulo M y morfismo f;: M—M; (i € 1), debe
probarse que

Alh: pioh= fru (i € 1)
y esto ultimo es cierto, porque P’, (p)icr) es un producto directo de (Mx@))ier.
i) Sea P' = X (X M,).

jeJ iEI]'
Computacionalmente. Se define una aplicacion h: P'—~ P por
h(l’,)z = J], sit € Ij.

=Ty,
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h esté bien definida, porque
Viel, 3ljeJ:iel.
Sio: I—J es la aplicacién o (i) = j, si i € I;, entonces
h@') = (‘I;(i)i)iel'
h es un morfismo (ejercicio). h es biyectiva, pues tiene por inversa la aplicacién h’': P—— P’
dada por
W(z)j = (i € 1),
vale decir,
W(z) = ((%‘)ielj)jeJo
En efecto, ho h' = ip:
sii € iy: h(B' () =W (x) =2 (i € I) = h(K(2)) = x;
y también, h' o h = ip:
h'oh(x"); = h(z'); = x;l (i € I;) = K(h(z")); = :v; (j € J)= h(h(z')) =2
Conceptualmente. Sea N; = gil' M; (j € J), de modo que P' = é(JNj'
1€l J
Se consideran las proyecciones p’;: P'—N; (j € J), y paracada j € J, qji: Nj—M;

(i € I;). Basta ver que (P, (¢o(); Op;_(i))iej) es un producto directo de (M;);cs, pues -en
tal caso- existe un tnico isomorfismo h: P'——P tal que p; o h = Qo(iyiop), ,, (1 € I),a
saber: h = Hie[(Qa(i)i Op;(i)) Vale decir, h(xl) = (qa(i)i Op;(i))iel = (;L’U(i)i)iej.

En consecuencia, dados un A-médulo M y morfismo f;: M—M; (i € 1), debe
probarse que

I (Goiy Oplg(i) oh=fi (i €1I).
Existencia de h.
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Alg;: qiog; = fi (i € I;).

M oo, B . p
\ /
N;

(QU‘(i)i o p/g(z) oh= QU(z)z(p/g(z)h') = Go()iGo(i) = fz (Z € ])
Unicidad de h.

fi

(9o(iyi © Pi(iy) © h = fi N (Go(i)i © Do) © ho = fi (i € 1) = hy = ho.

En efecto
M p% © ]111 _N;
P; ol g
fi Jii
M;

gjio (pj)ohy = fi N gjio(pjohy=f; (i € I;) = pjohy=poh,.
(QJZ(p]h‘k) (qjlp]zh‘k ( 0' Z lpo' 7, ) fﬂ k - 1 2)

M o . P

'S >
%)
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pjohy=pjohy (j € J) = hy = hy, en abstracto.

mj

PROPOSICION 7.3. Dada una familia de morfismos de A-médulos (f;: M;— N;)icp
existe un unico morfismo h: XI MZHX[ N; que hace conmutativo el diagrama
1€ 1€

XM, h _XN,
el

el

Dj pP;

M; i N;j

vale decir, pi oh = fjop; (j € I), asaber: h = [ic/(fi o pi); h se nota lez Ademas,
1€

valen las formulas:

P . . y e ) . , P . ,
X(giof’i)_ié}gzoie‘x}fw X(ZMi)_ZXMiv 7,6)(I<f1+f2)_26)([f2+7,6‘x}f17

el el icr
Demostracion.
XM b . XN;
iel icl
fiop; /

3V h:pioh = fiop; (j € I). Explicitamente, h = [L;e/(fi o pi), vale decir, h(z) =
(fi(xi))ier (x € zGXIMz)
Primera férmula. Los diagramas conmutativos

X
X M; fi X N;
i€l

el

Dj p;

M. Ji N
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X
X N; 9. X P,

el el

X oX
XM, 9i [fi XP;
i€l el
bj p;l

Luego, por razones de unicidad, leXI(gz of)= ie)(lgi o ieXIfi'D

Comentario
C objetos : (M;)ier | M; € Ms(A) (i € I)
morfismos : f: (M;)ier—(Ni)ier | f = (fi)ier, fi € Homa(M;, N;) (i € I).

XI es un funtor aditivo de C en A-méddulos.
1€

PROPOSICION 7.4. Dada una familia de A-médulos (M;);er si S; es un submdédulo
de M; (i € I), é([SZ- se identifica a un submddulo de é(IMi, a saber: {x € )E(}lexl €

Demostracion. Sean P = XI]WZ y P = _XISi, de modo que P ={xz: I— UM, |z; €

1€ 1€

M, (iel)}yP ={a"-1—US;|z; € S; (i € I)}. Sip: US;— UM, es la inclusion,
se define una aplicaciéon h: P'—— P tomando h(z') = pox’, vale decir, h(z'); = 2} (i € I).
h es un morfismo, pues h = ,é([iShMi; y h es inyectiva, por serlo ¢ : pox’ = poy —
' =y. Por lo tanto, P’ ~Imh; pero Imh ={x € Plz; € S; (i € I)}:

C.Siz' € P yh(a); =1, € S; (i € 1).

D. Dadoz € P tal que x; € S; (i € I), como Imx C US; puede considerarse
7' = x|Y%; resulta que ' € P/, pues 2l =x; (i € 1),y h(z') = poa’ = .

COROLARIO 7.5. Con la identificacién de la proposicién anterior, se verifica:
i) Ker XI fi= XI Ker f;. En particular, XI fi es un monomorfismo si, y sélo si, f; lo es
1€ 1€ 1€

(i € I).
ii) Im XIfZ = X} En particular, si f; es un epimorfismo (i € I), entonces XIfZ lo es.
1€ 1€ 1€
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Demostracion. i) Ker X f; = {z € XM, |z; € Ker f; (i € I)}, que se identifica con
X Ker f;.
Ker Xfi=0<«= XKerf,=0<=Ker f; =0 (i € I).

i) ImXfi={y € XN;|y; € Imf; (i € I)}, que se identifica con X Im f;.
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