Algebra 11

PRIMER CUATRIMESTRE 2005
PrAcTICA 3 (CONTINUACION)

24) Sea A un anillo y M un A-médulo. M se dice localmente ciclico si todo submddulo
de M de tipo finito es ciclico.

a) Si M es localmente ciclico, todo submédulo de M es localmente ciclico.

b) Sea f : M — N un epimorfismo de A-mdédulos. Si M es localmente ciclico
entonces también lo es V.

¢) Si A es un dominio de ideales principales y K es el cuerpo de fracciones de A
entonces K y K/A son A-mddulos localmente ciclicos.

d) Qy Q/Z son grupos abelianos localmente ciclicos, pero no son de tipo finito.

25) Sea G un grupo abeliano y p € N un nimero primo. Se dice que G es un grupo
p-cuasiciclico (o un grupo tipo p*) si todo subgrupo propio de G es ciclico de orden
una potencia de p y GG es infinito.

a) G es p-cuasiciclico si y sélo si existe una familia de subgrupos (G,,)neny de G tal
que:

1) G, es un grupo ciclico de orden p".
1) G, C G,41 para todo n.
111) U,enGn = G.
b) G es p-cuasiciclico si y sélo si admite un sistema de generadores (g, )nen tal que:
) g #0ypg=0.
1) p.gn+1 = gn para todon > 1.
¢) Unicidad: dos grupos p-cuasiciclicos son isomorfos.

d) Existencia: sea S, C Q el subgrupo definido por S, = {m/p™, m € Z, n € N}.
El grupo cociente Zy~ = S,/Z es p-cuasiciclico.

e) Todo homomorfismo no nulo entre grupos p-cuasiciclicos es un epimorfismo.

—

Un grupo p-cuasiciclico es localmente ciclico.
Homy,(Zyn, Zipo) == L.
Homy(Zyo, Zp=) =0, (p # q).

o

)
)
)
h)

26) Probar que los grupos siguientes no son finitamente generados:
Q*a R*7 (C*a §17 Q>0) R>0-
27) a) Encontrar sistemas de generadores (lo més chicos posibles) de los grupos:
Q, Q%, (Q*)?, Zy) = {a/b € Q/ p no divide b} (p primo).

b) Encontrar sistemas de generadores (lo més chicos posibles) de K|z]/ < f > (K
cuerpo, f € K[z]) como A-médulo, para A=K, A= K[z]y A= Klz]/ < f >.
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28)

29)

30)

31)

32)

a) Probar que Z,, ® Z, = Zpy, sii (m :n) = 1.

b) Encontrar los sumandos directos de Z,; determinar en cada caso un suplemento.

¢) Determinar los submédulos ciclicos < (a,b) > de Z @ Z que son sumandos
directos.

Establecer isomorfismos de grupos:

a) R = R.,.

b) C2R@R.

c) C*=§ @ R.o.
d) R* 2 Gy @ Rsy.
)

e) Q"2 G ®Qu X Gy ZM

Probar que no existen epimorfismos de grupo en los siguientes casos:

a) poo — Lipoo D Lipoo
b) Z,2 — Zp, ® Ly,

) Q = Zpo @ Zypo

) C*— G,

c
d
Sea M un A-médulo. Se llama anulador del subconjunto S C M a An(S) = {a €
A: as=0Vse S}. Sixe M, An({z}) serd notado An(x).

M se dice un A-médulo fiel si An(M) = 0.

n(S) es un ideal a izquierda de A.

An(

An(S) = Asii S C {0}.
An(

A

a

)

b)

¢) An UjeJ S;) = ﬂjeJ An(S;).

Q) An(S) = M.cs An(s).

e) Si S C T entonces An(T) C An(S).

f) Si S C M es A-estable entonces An(S) es un ideal bilatero de A.

g) M(n x n,A) es un A-mdédulo fiel. Exhibir otros ejemplos de médulo fiel.
h) An(M7) = An(MY)) = An(M) si J # 0.

Sea M un A-modulo. Si S C M es un subconjunto y N C M es un submodulo, se
llama transportador de S en N a (N : S)={a € A/a.s € N,Vs € S}.

Siz € M, (N :{z}) serd indicado -por abuso de notacién- (N : x).

a) (N :S5) es un ideal a izquierda de A.
b) (0:5) = An(S).

c) (N:S)=AsiiSCN.

d) (NV: U]EJS) ﬂjeJ(N £ 55)-

e) Si.S C T entonces (N :T) C (N :5).
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f) (N/: M7)=(NY) : MU)) = (N : M) si J # 0.

g) Si S C M es A-estable entonces (N : §) es un ideal bildtero de A.
h) (Mjes N+ 5) = Mjes(N; = 5).

i) si N C P entonces (N :5) C (P:5).

)
j) (N:z)x=NnNAx.
k) Si A es conmutativo y I , J son ideales de A, existe un isomorfismo natural de

A-médulos (I : J)/I = Homu(A/J, A/I).
33) Sea f: M — N un morfismo de A-médulos. Probar:

a) f es seccion lineal sii f es inyectiva e im(f) es un sumando directo de N.

b) f es retraccién lineal sii f es sobreyectiva y ker(f) es un sumando directo de M.

34) Probar que los siguientes grupos son indescomponibles: Z, Q, Zyeo, Zyn.

35) a) Sea A un anillo, M un A-mdédulo y J C A un ideal bilatero tal que J.M = {0}
(es decir, J esta contenido en el anulador de M). Probar que M posee una tnica

estructura de A/J-médulo tal que es conmutativo el diagrama

Ax M-

s

Al x M

b) Si M y N estan en las condiciones de a), probar que

Hom, (M, N) = Homy,; (M, N)

Calcular Homgy,, (Zg, Z4)



