Algebra 11

PRIMER CUATRIMESTRE 2005
PRACTICA 4

Calcular la torsién de los grupos abelianos R/Z, R/Q, C/Z y C/Q.

Todo mdédulo finito sobre un anillo infinito, es de torsiéon. En particular, los
grupos finitos son de torsion.

Un A-médulo M se dice acotado si existe a € A tal que a # 0y a.M = 0. Si
M es acotado entonces M es de torsion. Si A es conmutativo y M es un médulo
finito de torsion entonces M es acotado. En particular, los grupos finitos son
acotados.

Los grupos cuasiciclicos son de torsién y no acotados.

Sea A un dominio integro y sea K su cuerpo de fracciones. Si S es un A-submoédu-
lo de K tal que 1 € S entonces S/A es un A-mddulo de torsién. En particular,
K /A es de torsién. Q/Z es un grupo de torsion.

Si S es un subgrupo no nulo de Q entonces Q/S es un grupo de torsién.

Si J C A es un ideal a izquierda, A/J es de torsion si y sélo si para todo a € A
existe b € A tal que b # 0 y b.a € J. En particular, si J es un ideal bilatero no
nulo, A/J es de torsién.

7Z,Q,R, C son sin torsion, ya sea como grupos abelianos o como médulos sobre
los precedentes.

Sea A un anillo. El grupo abeliano (A, +) es de torsion si y sélo si es acotado.

Sea A un anilloy B = M(nxn, A). Considerando B como B-mddulo a izquierda,
existen elementos de torsién b; € B,i = 1,...,n tales que > ., b; = 1, que no
es de torsion en general.

Z es un grupo reducido.

(Definicion: un médulo es reducido si no admite submddulos divisibles no nulos).

Q, R, C son divisibles, ya sea como grupos abelianos o como médulos sobre los
anteriores.

los grupos cuasiciclicos son divisibles.
los espacios vectoriales son divisibles.
son equivalentes:

1) A es un anillo de divisién.
11) A es divisible como A-mddulo a izquierda.
1) A es divisible como A-médulo a derecha.

Sea A un dominio integro y K su cuerpo de fracciones. Si V' es un K-espacio
vectorial entonces V' es un A-moédulo divisible.

3) Si un grupo de torsién es de tipo finito entonces es finito.
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4) Sea M un A-mddulo.

a) Si I es un conjunto filtrante no vacio y (S;);e; es una familia mondtona de
submédulos divisibles de M entonces S = (J,; S; es un submddulo divisible de
M.

b) M admite submddulos divisibles maximales.
5) Sea A un anillo conmutativo; sean M y N modulos sobre A.

a) Si M es divisible, Hom4 (M, N) es sin torsion.

b) Si N es sin torsién, Hom4 (M, N) es sin torsién.

c¢) Si M es de torsion, Hom4 (M, N) es reducido.

d) Si N es reducido, Hom4 (M, N) es reducido.

e) Si M es divisible y N es reducido, Hom (M, N) = 0.
)

f) Si M es de torsién y N es sin torsién, Homu (M, N) = 0.
6) Sea A un dominio integro, sea K el cuerpo de fracciones de A y sea M un A-médulo.
a) Si M es divisible y sin torsién entonces M admite una estructura de K-espacio

vectorial que extiende la estructura de A-moédulo. Probar el reciproco.

b) La aplicacién Homy (K, M) — d(M), f — f(1) es un morfismo de A-mddulos.
Si M es sin torsién esta aplicacion es un isomorfismo.

¢) Si M es sin torsién, M es reducido si y sélo si Homa (K, M) = 0.

7) Sea M un A-moédulo. Un submédulo S € M se dice puro si S Na.M = a.S para
todo a € A.
a) S es puro sii todo x € S que es divisible en M, es divisible en S.

b) Si T es un submddulo puro de M y S es un submédulo puro de 7', S resulta un

submédulo puro de M.
¢) Si S es un submédulo divisible de M, entonces S es un submédulo puro de M.

)
d) Si S es un submdédulo puro de M y M es divisible entonces S es divisible.
e) Si A es un dominio integro, t(M) es un submédulo puro de M.

)

f) Si S esunsubmdédulo de M tal que M/S es sin torsién entonces S es un submaédu-
lo puro de M.

g) Si S es un submédulo puro de M y M es sin torsién entonces M /S es sin torsion.

h) Si (S;)ier es una familia de submédulos puros de M y M es sin torsién entonces
;s Si es un submédulo puro de M.

i) Si I es un conjunto filtrante no vacio y (.5;);e; es una familia mondtona de
submédulos puros de M entonces J,.; S; es un submédulo puro de M.

j) Si S es un subgrupo puro de un grupo abeliano G, dado z € G/S existe x € z
tal que ord(z) = ord(z).

8) Sea G un grupo abeliano. Son equivalentes:
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10)

11)

12)

a) G es divisible.

b

G no admite subgrupos maximales.

¢) G no admite sistemas de generadores minimales.

)
)
)
d)

Para toda inyeccién de G en un grupo abeliano H, GG es un sumando directo en
H.

e) G es inyectivo como Z-médulo.

Definicion: Sea A un anillo conmutativo. Un A-médulo M es inyectivo si cada vez
que se tiene un submoédulo S C N de un A-médulo N y un morfismo f: S — M,
existe un morfismo g : N — M tal que g|s = f. En otras palabras, la aplicacién de
restricciéon Hom 4 (N, M) — Hom (S, M) es sobreyectiva, para todo S C N.

..Cuales implicaciones valen reemplazando Z por un anillo conmutativo A?

Sea K un cuerpoy A = K[x,y,z,w|/ < zy—zw >. Si7: K[z,y,z,w| — A denota
la proyeccién canénica, probar que m(z), 7(y), 7(z), m(w) son elementos irreducibles
no asociados. Deducir que A no es un dominio de factorizacién tnica.

Sea K un cuerpo y A = K[t?, %] C K[t].

a) Probar que el ideal < t?,¢3 >C A no es principal. En particular, un subanillo de
un anillo principal no es necesariamente principal.

b) Verificar que los elementos a = t* € Ay b =3 € A son irreducibles no asociados.
Deducir de a® = b? que A no es de factorizacién tinica.

Sea K un cuerpoy A = K[[t]]. Sia € A esun elemento no nulo, escritoa = Y. a; t’
con a, # 0, denotamos r = ord(a).

a) Probar que la aplicacién ord : A — {0} — N define una estructura de anillo
euclideano en A.

b) Por a), A es principal. Probar mas precisamente que todo ideal de A es < " >
para algun n € N.

c) Porb), A es factorial. Probar mas precisamente que ¢ es el inico elemento irredu-
cible, salvo asociados. Todo elemento a € A se factoriza univocamente a = u.t"
con u € A*.

d) jEs K[[z,y]] euclideano, principal o factorial?

a) Sea A el anillo de funciones continuas R — R. Probar que para todo f € A
existe g € A tal que f = ¢*. Deducir que A no posee elementos irreducibles y que
existen elementos de A que no son representables como producto de irreducibles;
en particular, A no es factorial. Deducir ademas, o probar directamente, que A
no es noetheriano.

b) (Opcional) Sea A el anillo de funciones holomorfas C — C. Caracterizar las
unidades y elementos irreducibles de A. Exhibir elementos de A no factorizables
como producto (finito) de irreducibles. Probar que A no es noetheriano.
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13)

14)

15)

16)

17)

Sea A un anillo conmutativo y M un A-moddulo. Si todo conjunto no vacio de
submédulos finitamente generados de M tiene un elemento maximal entonces M es
noetheriano.

Sea A un anillo conmutativo, M un A-médulo y N, N' C M submddulos.

Si M/N y M/N' son noetherianos (resp. artinianos) entonces M /N N N’ es noethe-
riano (resp. artiniano).

Sea A un anillo conmutativoy f: M — N un morfismo de A-mdédulos. Denotamos

K, = ker(f") e I, = im(f").

a) Si K; = K, entonces Ky N1, =0. Si [} = I entonces Ky + [, = M.

b) Si M es noetheriano (resp. artiniano) existe n € N tal que K, NI, = 0 (resp.
K, + I, = M).

¢) Si M es noetheriano (resp. artiniano) y f es monomorfismo (resp. epimorfismo)
entonces f es isomorfismo.

Sea L un cuerpo, K un subcuerpo de L' y f : L — K un morfismo de anillos
sobreyectivo. En el conjunto A = L x L se definen operaciones (x,y) + (2/,y') =

(z+2"y+v), (v,y).(«,y) = (va', 2.9 +y.f(2)).
a) (A,+,.) es un anillo.

b) El tinico ideal a izquierda no trivial de A es {0} x L; pero {0} x S es un ideal a
derecha para todo K-subespacio lineal S de L.

¢) Aesun anillo artiniano a izquierda; pero no es artiniano ni noetheriano a derecha,
si L tiene K-dimension infinita.

a) Sea K un cuerpo y m,n € N. Probar que el anillo A = K[zy,...,z,]/ <
r1,...,%T, >" es artiniano.

(si J es un ideal, J™ denota el ideal generado por los productos de m elementos
de J)

Sugerencia: basta con ver que dimg(A) < oco.

b) Si J C Klxy,...,2,] es un ideal tal que < xy,...,2z, >™C J para algun m,
entonces K[zy,...,x,]/J es un anillo artiniano. Dar ejemplos de tales J.



