Algebra 11

PRIMER CUATRIMESTRE 2005
PRACTICA 7

1) Sea A un anillo conmutativo K = K(A) su cuerpo de fracciones, y M, N A-mé6dulos.
Probar:

a) Si M es un A-médulo divisible y N es un A-médulo de torsién entonces M@ N =
0.

b) Si M es divisible (resp. de torsién) entonces M ® 4 N es divisible (resp. de torsién)
para todo N.

¢c) K®@a M~ M.

d) Si M es divisible, entonces K ® 4 M ~ M /t(M). En particular, si M es divisible
y sin torsion, entonces K ®4 M =~ M.

2) Sea A un anillo conmutativo y M un A-mdédulo. Probar:
a) Si I es un ideal de A, entonces
A/l @4 M ~ M/IM.
b) M es divisible si y sélo si Ve € A, A/(x) @4 M ~ 0.
c) Sil,J C A son ideales, entonces
A/l @a AJJ ~ A/l + J.

3) Calcular

4) Sea G un grupo abeliano tal que existe n € N tal que G ®y Z,» # 0. Probar que
G ®z Zym # 0 para todo m € N.

5) Probar que un grupo abeliano G es divisible si y sélo si F'®7G = 0 para todo grupo
abeliano finito F'.

6) Sea A un anillo conmutativo, S C A un conjunto multiplicativo y M un A-médulo.
Demostrar que existe un isomorfismo de S~*A-mdédulos, S™1M = S™1A @4 M.

7) a) Sea A un anillo conmutativo y sea 7" un A-médulo. Demostrar que para toda
sucesion exacta M — N — P — 0 de A-moddulos, la sucesion de A-médulos
MRAT — N®AT — PR, T — 0 también es exacta. Decimos entonces que el
functor Fr(M) = M ®4 T de la categoria de A-mddulos en si misma, es exacto
a derecha.
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b)

Probar que Fr no es exacto en general. Considerar por ejemplo el morfismo
7, — 7 de multiplicacion por n € Z y tensorizar por T = Z,.

Definicion: se dice que T es un A-mddulo plano si Fr es exacto.

Generalizando el ejemplo de b), sea f : A" — A™ un morfismo de A-médulos
libres definido por la matriz a € M (m x n, A). Si J C A es un ideal, probar que
el morfismo f®4 A/J : (A)J)" — (A/J)™ de A/J-mdbdulos libres, estd definido
por la matriz a € M(m x n,A/J) obtenida de a reduciendo los coeficientes
modulo J. En particular, si a € M(m x n,J) entonces f ®4 A/J = 0. Explicitar
los ejemplos A =Zy A = Ek[xy,..., 2]

8) Sea A un anillo conmutativo y sean f : A" — A%y g : A™ — A" morfismos definidos
por matrices « € M(sxr, A)y f € M(nxm,A). Denotamos a®3 € M(s.nxr.m, A)
la matriz de f®g: A" ® A™ — A° ® A" en las bases canonicas e; ® e; ordenadas

lexicograficamente. Explicitar a ® 3, que se llama “producto de Kronecker de o y

B

9) Probar que existen isomorfismos

a)

b)
10)

2)
b)

c)
11)

C ®r C = C x C de R-algebras.

Sugerencia: buscar elementos idempotentes.

Alt] @4 Aft] = Alx,y] de A-dlgebras, donde A es un anillo conmutativo.

Sea A un anillo conmutativo. Para cada A-médulo M denotemos M* = Homa (M, A).

Existe un isomorfismo natural (M ®4 N)* = Bily(M x N; A).

Existe un morfismo natural pupn : M* @4 N* — (M ®4 N)* tal que py n(a®
B)(m @ n) = a(m).B(n).

Probar que si M y N son libres de rango finito entonces jijs y €s un isomorfismo.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K y sea o :V — V un

morfismo K-lineal.

a)

b)

Sea B = {v1,...,v,} una base ordenada de V. Sea C el conjunto de las funciones
crecientes A : {1,...,k} — {1,...,n}, y para A € C denotemos vy = vy1) A
-+« AUy, de manera que {vy}rec es una base de A*(V). Describir la matriz de
AF(o) : A¥(V) — AF(V) en esta base. (Probar que el elemento (A, Ay) de esta
matriz es el determinante del menor (A1, \2) de la matriz de o).

Probar la identidad en K[t]: det(t.idy 4 o) = > tr(A/ (o))"



