ALGEBRA II

Practica 1

Sea G un grupo. Probar que el neutro y los inversos de cada elemento son tinicos.

Probar que un semigrupo con neutro a izquierda y tal que todo elemento es inversible a

izquierda es un grupo.

En el conjunto C,, = {¢%g';...;9" !} se define la operacion g¢'.¢g/ = g™(+3)  Probar que

C, es un grupo. ;Qué relacién tiene con Z,?
Sea n €N ysea G, ={z€C/z" =1}.

a) Probar que (G, -) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € G,,.

b) Probar que G, es ciclico.
Sea S'={z¢€ C/|z| =1}.

a) Probar que (S, -) es un grupo abeliano y hallar z=! para cada z € S?.

b) Determinar si S! es ciclico.

En cada uno de los siguientes casos determinar si (G,*) es un grupo, monoide o semigrupo.

Si es grupo, determinar si es abeliano y si es monoide, hallar su grupo de unidades:

a) G=Ny axb=1la,bl.
b) G=0Qso axb=a-b.

o

) G = Ms(Z) axb=a-b.
d) G=M,R) axb=a-+b.
e) G=SL,(R)={ae M,(R)/det a=1} axb=a-b.

S~

) G =FEndg(V), con V un K -espacio vectorial ~ fxg=fog.

) G=A{f€ Endg(R")/d(f(), f(y)) =d(z,y) Va,y € R"}  fxg=fog.
h) G=Ty{ae€ M,(R)/aij=0Yi>j} axb=ab

) G = Autg(V) frg=foy

j) G={f:K" K"/ f(z)= Az +b, Ac GL(n,K), bec K"} frg=fog
k)

S

7

G =58(X)={f:X — X/ fesbiyectiva}, donde X es un conjunto no vacio y
fxg=1Ffog
Notacion: Cuando X = {1,...,n} S(X) sera notado S, .

) G=S5(Z) fxg=fog L



m) G =7y X7y (a,b) % (¢,d) = (ro(a+c),r2(b+ d)).

n) G=U,={a€ Z,/(a,n) =1} a*xb=ry(a-b).

n) G=ZXx1Z (a,b) x (a',b) = (a+d b+ b +ad)

0) G=ZXZxTZ a,byc) x (a0, d) = (a+d,b+b +ad,c+ + (a* — 2b)a’)

7. Probar que

8.

10.

11.

12.

13.

a) Gp C Gy siysolosi n|m.

b) G,.NGp = G(n,m).
En cada uno de los siguientes casos, probar que H es un subgrupo de (G, *):

a) G=C* * = H =S
b) G =Dy *=o0 H =11, p, p?, p3}.

¢) G=GLy(C) +=- H=H.
0 1 0 —1 -1 0 i 0
d) G=8' s«=.-  H=G,.

G =Zaon axb=a+b H ={aec G/aespar}.

f) G=GL.(R) +=-  H=SLy(R).

g) G={f:K"— K"/f(x) = Az + b, A € GL(n,K), b € K"} fxg=fog,
H={f:K"—->K"/f(z) =Ax+b, Ac S, be K"}, donde S es cualquier subgrpo de
GL(n,K).

h) G del inciso o) del ejercicio 6, H = {(a,b,c)/abc = b3 + *}.

Probar que todos los grupos de 4 elementos son abelianos (Sug: hacer las posibles tablas de

operaciones).

Sea G un grupo y sean Hj y Hy dos subgrupos de G'.

a) Probar que Hy N Hy es un subgrupo.

b) Probar que Hy U Hs es un subgrupo siy solo si Hy C Hy o Hy C Hy .

Hallar todos los subgrupos ciclicos de: Zso, Zs, Zg, G, G4, S3, Zo & Lo, Ty ® Zs .
Sean G un grupoy a € G. Probar que Z, ={z € G; v-a=a-x} es un subgrupo de G.

Probar que si H es un subgrupo de Z entonces existe n € Ny tal que H =n - Z.



14. Probar que si H es un subgrupo finito de C* entonces existe n € Ny tal que H = G,,.
15. Sea Gpe = {x € S'/3n € N/zP" = 1} . Probar que

a) Si H esun subrupo propio de Gp~ entonces H = Gpn para algin n € N.

b) Todo endomorfismo de Gp~ es nulo o es un epimorfismo.
16. Sean (G,-) un grupoy a,be G

a) Probar que las siguientes aplicaciones de G en G son biyectivas y encontrar sus inversas

1) z—a-x

[\

) z—a-x-b
1

w

) r—a-z-a”
4) z— a7t
5 z—a-zl-a!

b) Determinar cuéles de estas aplicaciones son morfismos.

c) Idem en el caso en que G sea abeliano.
17. Hallar ord(x) en los casos:

a) G=Ss x=(12)(567).
b) G:Z12 =2 3 r=3 3 T = 4.

c) G=H x:(i O).
0 —i

d) G=451 x = cos(2%) +i sin(2).

e) G=Dy r=p’s.

f) G un grupo cualquiera y = a?, donde a € G es un elemento de orden n y d es un

numero natural.

g) G =S,, x un producto de ciclos disjuntos de longitudes l1,lo, - , 1) .

18. Sea f:G — G un morfismo de grupos. Probar que ord(f(z)) divide a ord(x) si ord(z) es
finito.

19. Sea z € Z,,. Probar que ord(z) =n siysolosi (z,n)=1.

20. a) Calcular el orden de todos los elementos de Ss.
b) Sea o:=(132), encontrar el subgrupo Z, = {r € S3; r.oc =o.r}.

c) Hallar, si existen, elementos de S5 tales que sus centrlizadores tengan orden 1, 2, 3 6 6.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

a) Sea G un grupo y sean = € G e y € G tales que [z,y] = 1 . Probar que ord(zy) |
[ord(x) : ord(y)].

b) Sean G y G grupos finitos. Probar que el orden de un elemento (g1, g2) € G1 ® Go es

el minimo comin miltiplo entre los érdenes de los elementos g1 y go
¢) Probar que si n y m son coprimos Z, @ Z,, es ciclico.

d) Calcular el orden de cada elemento de Zo ® Zs y de Zy ® Zg .

Sea p un nimero primo, m € N y sea GG un grupo de orden p™. Probar que existe un

elemento de orden p en G.

Probar que en todo grupo de orden par existe un elemento de orden 2.

Probar que un grupo finito G es ciclico si y solo si G es isomorfo a C),, para algin n € N.
Determinar si G y K son isomorfos en los casos:

G =174 K =75 ® Zs.

G=12Z, K =aG,.

G = Z1o K =75®7Zs.

G=Q K =R.

G =Us K ="H.

G =Us K =75®74.

Dados los grupos:
Lo ® Lo ® Lo Lo ® Ly Zo® Gy Ls

D4 Gg H K
donde K ={1,4, j, k, =1, =i, —j, =k} con i =342 = -1y i-j=k=—j-i
Decidir cuéles son isomorfos entre si.

Sea f:(G — L un epimorfismo. Decidir para cuales P; vale:

“(@ satisface P; = L satisface P;"

(P1) tener m elementos.
(P2) ser finito.

(P3) ser conmutativo.



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

P,) ser no conmutativo.

.

ser ciclico.

SR

(
(
(
( todo elemento tiene orden 6.
(

)
)
) todo elemento tiene orden finito.
)
)

Pg) todo elemento tiene orden infinito.

Sea f : G — L un monomorfismo. Decidir para cuéles P; del ejercicio anterior vale: “ L

verifica P; = G verifica P;".
a) Probar que Aut(Z) ~ Gso.
b) Hallar Hom(G,, Z).

¢) Hallar Hom(G, Z) para G un grupo de orden finito.

1 b
Sean{(O )/a,b€Z7,cona7é0}.
a

a) Hallar el orden de G.

b) Para cada primo p que divide al orden de G hallar todos los elementos de G que tengan

orden p.

Probar que {2, 3} es un sistema de generadores de Z.
Sea G = M3(Zs) . Hallar |G| y encontrar subgrupos de G de orden 2, 4 y 8.

a) Probar que son equivalentes:
1) G es abeliano.
2) La aplicacion f: G — G definida por f(x) = z~! es un morfismo de grupos.
3) La aplicacion f: G — G definida por f(z) = 2? es un morfismo de grupos.

b) Probar que si 22 =1 para todo € G entonces G es abeliano y que, si ademas G es

finito, |G| = 2" para algin n € N.

Probar que

a) Hom(Z,Z,) #0

b) Hom(Zs,Zy) =

c) Hom(Q,Z)=

d) Hom(Z,,Z)=0

e) No existe un epimorfismo de Z en Z @ Z.



35.

36.

37.

Hallar dos grupos Gy K no isomorfos tales que Aut(G) ~ Aut(K).

a
orden 8. |Es G ~H? ;Es G~ Dy?

1 b
Sea G = { ( 0 > /a,b € Zy, con (a,4) = 1} . Probar que G es un grupo no abeliano de

Caracterizar todos los grupos de orden < 5. Observar que son todos abelianos.



