1° cuatrimestre 2006
ALGEBRA II

Practica 6

En esta prdctica, un A-mddulo serd un A-mddulo a izquierda.

1. Determinar si M es un A-moédulo en cada uno de los siguientes casos:

a) A=Zy, M =7y, n,m € N, con la suma usual de Z,, y la accion a -z = ry(az).

b) A=7Z, M = M5(C), con la suma usual de matrices y la accion

. 211 212 B a-zi1 a-z12

221 222 a-z21 G- 222

¢) A=R[X]|, M =R", con la suma usual de R" y la accion
f ’ (.%'1,.[12‘2, <o 75[;71) = (f<1)$17f(0)$27 SRR f(o)xn)

d) A= M,(Z), M =7, con la suma usual de Z y la accién a-m = det(a) - m.

2. Sean A y B anillos, M un B-mdéduloy ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar que la

accion a -, = @(a) - « define una estructura de A-moédulo sobre M .
3. Determinar si S es un submodulo del A-moédulo M en cada uno de los siguientes casos:

a) A=Q , M:Mn(@) , S:{(aij)e Mn((@):a“‘:ov1§i§n}.
b) A=7 , M:Mn(Z) , S = {(aij) € Mn(Z) : det(aij) :O}
)
)

¢) A un anillo cualquiera , M = A" | S ={(x1,...,2p) € A" 121 + -+ x, = 0}.

d) A un anillo cualquiera , M = A[X] , S={fe€ AX]|: f=006gr(f) <n} (ne N).

4. Sean A un anillo conmutativo, a € A™™ y f, : A™*1 — A"X1 ]a aplicacion definida por

fa(z) =a-x, donde - es el producto de matrices. Probar que es un morfismo de A-moédulos.

5. Sean A un anillo conmutativo y M un A-mo6dulo. En cada uno de los siguientes casos,
probar que f es un morfismo de A-modulos, hallar su nicleo, su imagen y determinar si es

monomorfismo, epimorfismo, seccion, retraccion y/o isomorfismo:

a

) fiM" — M?, f(x) = (21 + Zn, Tn) (n>2).

b) f:M" — M"™, f(z) = (z1,21 +T2,..., 21+ -+ xp).
c)Sin<m, f:M" — M™, f(x)=(x1,...,2,,0,...0).
d)

Sin<m, f:M™ — M", f(z)=(x1,...,%n).



10.

11.

12.

13.

e) Fijoae A, f:AX] — A, f(9) = g(a).
) f:My(A) — A", f(a) = (a11,---,ann) si a = (a;).
9) [ Z—7Z, f(x)=2x.

. Si M y N son conjuntosy f: M — N es una funcion, el conjunto

I'(f) ={(z, f(z)) : x € M}

se llama el grdfico de f. Probar que si M y N son A-moédulos entonces f es un morfismo

de A-modulos si y solo si I'(f) es un submodulo de M @ N.

Sean A un anillo y M un A-moédulo. Caracterizar el modulo cociente N/S en cada uno de

los siguientes casos:

a) N=M", S={zre N:a1+---+z, =0}

b) N=M" (n>2), S={zre€ N:x; =x,y x2=0}.

c) N=AX], §={fe AX]: f(1) =0}

d) N=DM,(A), S={(aij € My(A):a; =0V1<i<n}.

e) N=M’, S={xe N:x;=0Vic I}, donde I es un subconjunto fijo de .J.

Sean V y W dos Q-espacios vectoriales y sea f :V — W una aplicaciéon. Probar que f
es una transformacion lineal de Q-espacios vectoriales si, y solo si, f: (V,+) — (W ,+)

es un morfismo de grupos.

. Sea, A un anillo y sean M y N dos A-moddulos. Probar que

a) Homy(M,N) con la suma definida por (f +¢g)(x) = f(z) + g(x) es un grupo abeliano.

b) Si A esconmutativo,la accion (a.f)(z) = a.f(x) define sobre el grupo abeliano Hom (M, N)

una estructura de A-modulo. Para A no necesariamente conmutativo, esta acciéon define

sobre Hom (M, N) una estructura de Z(A)-modulo.

Sea A un anillo conmutativo. Dado un A-mo6dulo M se llama dual de M al A-moédulo
M* = Homy(M, A) . Probar que la aplicacion v : M — M** definida por ¢ (x)(f) = f(z)

es un morfismo de A-modulos y que ker(¢) = m ker(f).
feM

Sea M un A-moédulo. Probar que Homa(A, M) ~ M como Z(A)-moédulos.
Probar que Homz(Q,Q) ~ Q.

Probar que un A-moédulo M es simple si, y solo si, M # {0} y Axe =M Vz € M tal que
x #0.



14. Sea f: M — N un morfismo de A-mddulos. Probar que:

a) Si M es simple entonces f =0 o f es un monomorfismo.
b) Si N es simple entonces f =0 o f es un epimorfismo.

¢) Si M y N son simples entonces f =0 o f es un isomorfismo.

15. Sea M un A-modulo simple. Probar que el anillo Enda(M) es un anillo de division.



