1° cuatrimestre de 2006
ALGEBRA II

Practica 7

Sistemas de generadores.

1. Probar que

a) Todo modulo de tipo finito posee un sistema de generadores minimal.

b) Para todo n € N existe en Z un sistema de generadores minimal con n elementos.
2. Sea A un dominio integro y sea a € M,(A). Sea v; = (aij,...,anj) € A™. Probar que

a) {v1,...,v,} es linealmente independiente si y s6lo si det(A) # 0.

b) {v1,...,vn} es un sistema de generadores de A™ siy solo si det(A) € U(A).
Sumas directas.
3. Probar que no existe un epimorfismo de grupos

a) de Zpo en Zyo & Ly
b) de Q en Zpeo & Zpo
¢) de Q)7 en Zy~ B Ly,

4. Sea p un primo. Probar que no existe una seccion
a) de Zp en sz @sz

b) de Zyp © Zy en Ly @ Ly
c) de Z®Zy en Ly & Ly

5. Calcular

@) Hom(@, e Zn - )
b) Hom(@pprimOZI“ G3)

6. Sea G un grupo abeliano y sean S y T subgrupos de G tales que G = S@®T . Probar que si
existe un monomorfismo de Q en G entonces existe un monomorfismo de Q en S o existe

un monomorfismo de Q en T'.

7. a) Sea e : Z, — Z, un morfismo de grupos. Probar que e es un proyector si y solo si

Ja € Z, tal que n|a® —a y e(x) = a.x para todo = € Z,



Sea a € Zy,sea f:Z, — Zy, el morfismo definido por f(z) =a.x y sea d = (a,n).
Probar que Ker(f)=<%> yque Im(f)=<d>

Sean n,d € Z. Probar que si n = p{*...pd, con p1,...,p, primos positivos distintos
y ai,...,a, € N entonces d = (a,n) para algin a € Z tal que n divide a a® —a si, y

solo si, d = p’gla1 p?ra’” con 3; € Ny, 0<;, <1

Encontrar los sumandos directos de Z,, y, para cada uno de ellos, determinar un suple-

mento

Anillos y médulos noetherianos y artinianos.

8. Sea A un anillo e I un ideal bilatero. Probar que si A es un anillo noetheriano entonces A/I

también lo es.

9. Probar que los ideales de M, (A) estan en correspondencia biyectiva con los A-submodulos

de A™. Deducir que si A es un anillo noetheriano, M, (A) también.

10. Sean A un anillo conmutativo y S C A multiplicativamente cerrado con 1 € S. Probar que

si A es noetheriano entonces Ag es noetheriano.

11. Sean G un grupo finito y K un cuerpo. Probar que K[G] es noetheriano y artiniano.

12. Dar un ejemplo de

a)
b)

Un A-moédulo finitamente generado que no sea noetheriano.

Un A-moédulo tal que todo submoédulo propio sea finitamente generado y que no sea

noetheriano.

13. Probar que Gp~ es un Z-moédulo artiniano y no noetheriano.

14. Probar que

b

&

)
)
)
)

d

Torsién.

a) Un K-espacio vectorial V' es noetheriano si y solo si dimg (V) < oo.

Z y K[X] son anillos noetherianos.
K[X7, X9,---X,] es un anillo noetheriano.

Sea d € Z libre de cuadrados. Probar que Z[v/d] es un anillo noetheriano.

15. Sea A un anillo y M un A-moédulo. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es

verdadera o falsa:



a) Si M es libre, entonces es sin torsion.
b) Si A es integro entonces M libre = M sin torsion.

¢) Si f: M — N es un morfismo de A-mo6dulos y M es de torsion entonces Im(f) es

de torsion.

d) Si f: M — N es un morfismo de A-moédulos y M es sin torsion entonces Im(f) es

sin torsion.
e) Si A es conmutativo y N es sin torsion entonces Homa (M, N) es sin torsion.

f) Si A es conmutativo, M es de torsion y N es sin torsion entonces Homa(M,N) =0.
16. Calcular ¢ (R/Z> .

17. Sea A un dominio principal que no es un cuerpo y sea M un A-modulo. Probar:
a) Sea p € A un irreducible y a € A — {0} . Entonces (A/ < a >)[p] ~ A/ < p™ > donde
n = max{k € Ny / p*|a}.
b) M essimple <= dp€ A irreducible tal que M ~ A/ <p>.
c¢) M esun A-moédulo sin torsion <= Homy(S, M) = 0 para todo A-modulo simple

S.

18. Sea A un dominio principal y sea M un A-modulo de tipo finito (es decir finitamente

generado). Probar:

a) M esde torsion <= Homa(M,A)=0.

b) M es indescomponible (es decir, no tiene sumandos directos propios) <= M ~ A o

Jp € A irreducible y n € N tales que M ~ A/ < p" >.
19. Sea A un dominio principal y sea M un A-modulo. Probar:

a) Si M es de tipo finito y S es un submodulo libre de M tal que M/S es sin torsion,

entonces M es libre.

b) Si M no es de torsion y M/S es de tipo finito con torsion para todo submodulo S # 0
de M, entonces M ~ A. Andlogamente, si G es un grupo infinito tal que todo subgrupo

no nulo tiene indice finito, G ~ Z.
Producto tensorial.

20. Sea M un A-mo6dulo. Probar que A®4 M = M .

21. Sean {M;: i€ I} y N A-modulos. Probar que (®;M;) @ N = &;(M; @ N).



22. Sea A conmutativo y S C A un conjunto multiplicativamente cerrado que contiene a 1.
Probar que Ag®4 M = Mg.

23. Sea I un ideal de A. Probar que A/I @4 M = M/IM .



