TEORIA DE GRUPOS

1. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS

1.1.Monoides. Una operacion binaria definida en un conjunto A es una funcion
x: AXx A — A. Como es usual, dados a,b € A, escribiremos a*b en lugar de *(a, b).
Decimos que * es asociativa si a * (b* c) = (a % b) * ¢, para todo a,b,c € A y que es
conmutativa si axb = bxa, para todo a,b € A. Un monoide es un conjunto A provisto
de una operacién interna. Usualmente hablaremos de un monoide A, mencionando
solo al conjunto subyacente y no a la operacién. Esto es ambiguo, porque en un
conjunto puede tener dos operaciones binarias distintas. Como ejemplo podemos
considerar a la suma y al producto de los niimeros enteros. Asi que procuraremos ser
claros cuando sea necesario. Un monoide es asociativo o conmutativo o abeliano si
lo es su operacién y es finito si lo es su conjunto subyacente. En este caso llamamos
orden |A| de A a la cantidad de elementos de A. El monoide opuesto de un monoide
A es el monoide A°P, que tiene el mismo conjunto subyacente, pero cuya operacién
*op, estd definida por a*,,b = b*xa. Es inmediato que A es asociativo o conmutativo
si y s6lo si A°P lo es, y que A es conmutativo si y sélo si AP = A.

Para cada elemento a de un monoide A denotamos con l,: A — Ay r,: A— A
a las funciones definidas por [,(b) = a* b y r4(b) = b x a, respectivamente. Es
claro que A es conmutativo si y sélo si [, = r, para todo a € Ay que A es
asociativo si y solo si l, o r, = 1, 01, para todo a,b € A y que esto a su vez ocurre
siy sélo sil, ol = lgsp para todo a,b € A y también si y sélo si 1,07y = Tpxa
para todo a,b € A. Decimos que a € A es cancelable a izquierda si a xb = a * ¢
implica b = ¢ y que cancelable a derecha si b a = ¢ * a implica b = ¢. Finalmente
decimos que a es cancelable si lo es a izquierda y a derecha. Es facil ver que a es
cancelable a izquierda (respectivamente a derecha) si y sélo si [, (respectivamente
re) €s inyectiva. Notemos que a es cancelable a un lado en A si y sélo si lo es al
otro en A°P. Muchas otras definiciones y propiedades predicables sobre elementos
y subconjuntos de un monoide A tienen una versién a izquierda y otra a derecha,
de modo que cada una de ellas en A es equivalente a la otra en A°P. Muchas veces,
cuando una definicién o resultado tenga una version a izquierda y otra a derecha
daremos una de ellas, dejando al lector la tarea de enunciar la otra. Comenzamos
con las siguiente definicién. Un elemento e € A es neutro a izquierda si e x a = a,
para todo a € A. Como para el caso de elementos cancelables decimos que e es
neutro si lo es a izquierda y a derecha. Si un monoide A tiene neutro a izquierda
e y neutro a derecha ¢/, entonces e = ¢/. En efecto, como ¢’ es neutro a derecha,
e = ex e y como e es neutro a izquierda, e x ¢/ = €¢’. En particular, A tiene a lo
sumo un neutro. Diremos que un monoide es unitario si tiene neutro. Es claro que
A es unitario si y sélo si A°P lo es.

1.2.Semigrupos. Un semigrupo es un monoide unitario y asociativo. Es evidente
que A es un semigrupo si y sélo A°P lo es. Un elemento a de un semigrupo A es
tnversible a izquierda si existe b € A tal que bxa = e. En este caso decimos también

Typeset by ApS-TEX
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que b es una inversa a izquierda de a. Finalmente decimos que a es inversible, si lo
es a izquierda y a derecha. Es claro que a es inversible a izquierda (respectivamente
derecha) si y sélo si [, (respectivamente r,) es sobreyectiva. Si a tiene inversa a
izquierda y a derecha, entonces estas son tnicas y coinciden. En efecto, supongamos
que b y b’ son inversas a izquierda y a derecha de a, respectivamente. Entonces
b=bxe=bx(axb)=(bxa)*xb =exb =b. Esto nos autoriza a decir que b es
el inverso de a y a denotarlo por a'.

No es costumbre usar un simbolo especial como * para denotar una operacién
diferente de la suma y la multiplicacion usuales. Lo habitual es denotarla con + y
llamarla suma, o con la yuxtaposicion y llamarla producto. En el primer caso 0 y
—a denotan respectivamente al elemento neutro de * y al inverso de un elemento
a € A. En el segundo, estas funciones la cumplen los simbolos 1 y a~!. La notacién
aditiva nunca se usa para designar operaciones que no son conmutativas, ya que es
muy feo encontrar expresiones como a + b # b+ a. De ahora en mas supondremos
que A es un semigrupo no necesariamente conmutativo y usaremos la notacién
multiplicativa. También usaremos esta convencién para monoides arbitrarios.

Observemos que 1 es inversible con 17! = 1, que si a es inversible a izquierda
con inversa a izquierda a’, entonces a’ es inversible a derecha con inversa a derecha
a, y que si a y b son inversibles a izquierda con inversas a izquierda a’ y b’ res-
pectivamente, entonces ab es inversible a izquierda con inversa a izquierda b'a’.
En particular, si a es inversible, a=! también lo es y (a7!)™! = a y si a y b son
inversibles, ab también lo es y (ab)™! = b~ta"!. Es claro también que si ¢ es un
inverso a izquierda de ab, entonces ca es un inverso a izquierda de b.

Se comprueba facilmente que si a es inversible a izquierda, entonces es cancelable
a izquierda. Por supuesto, los elementos inversibles a derecha son cancelable a
derecha. Si a y b son cancelable a izquierda o a derecha, entonces ab también lo
es. En cambio, la hipdtesis de que ab es cancelable a izquierda sélo implica que b
lo es y similarmente la de que ab es cancelable a derecha s6lo implica que a lo es.
Pruebe que son equivalentes:

1) a es inversible a izquierda y cancelable a derecha,

2) a es inversible a derecha y cancelable a izquierda,

3) a es inversible.

Dado a € A definimos a”, para n > 0, recursivamente por a’ =1 y a"*! = a"a.

Si a es inversible definimos a”, para n < 0, por a” = (a~1)™". Dejamos como
ejercicio probar que a"t™ = a"a™ y (a™)" = a™", para todo n,m > 0, y que
cuando a es inversible, estas igualdades valen para todo n,m € Z. Diremos que
dos elementos a y b de A conmutan entre si cuando ab = ba. Si a,b € A conmutan
entre si, entonces (ab)” = a™b", para todo n > 0. Nuevamente, en el caso en que a
y b son inversibles, la férmula vale para todo n € Z.

Supongamos que a € A es inversible y que la aplicacion n +— a™ no es inyectiva.
Tomemos n < m tales que a” = a™. Entonces a"~ ™ = a"a™™ = a™(a™)" ! = 1.
Al minimo natural n tal que a™ = 1 se lo llama el orden |a| de a. En este caso los
elementos a?, ..., al*~! son todos distintos, ya que si existieran 0 < m < n < |al
tales que a™ = a”, tendriamos que a”~™ = 1, contradiciendo la definicién de |a].
Ademés sin € Z y n = |alg+r con 0 < r < |a|, entonces a” = a"(al*)? = a”, de
dénde |a|™ =1 si y sblo si n es multiplo de |a|. Asi |a| es la cantidad de elementos
de {a™ : n € N}. Cuando no existe tal n decimos que a tiene orden infinito.
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Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de semigrupos.

Ejemplo 1. El conjunto Ny de los enteros no negativos, con la suma como ope-
racion es un semigrupo abeliano que tiene al 0 como neutro.

Ejemplo 2. El conjunto Fun(X, X) de funciones de un conjunto X en si mismo
con la composiciéon como operacion es un semigrupo no abeliano que tiene a la
identidad de X como neutro.

1.3.Grupos. Un grupo G es un semigrupo en el cual todos los elementos son
inversibles. Es claro que G es un grupo si y sélo si G°P lo es.

Proposicion 1.3.1. Un semigrupo G es un grupo si y solo si para cada par a,b de
elementos de G, las ecuaciones ax = b y xa = b tienen solucion unica en G.

Demostracién. Si G es un grupo, entonces = a~'b es la tnica solucién de ax = b
y £ = ba~! es la tnica solucién de za = b. La reciproca se sigue inmediatamente
considerando las ecuaciones ax =1y xa=1. U

Proposicion 1.3.2. Un monoide G cuya operacion es asociativa, tiene un neutro
a izquierda e, y satisface la propiedad de que para cada elemento a € G hay un
elemento a’ € G tal que a’a = e, es un grupo con neutro e.

Demostracién. Veamos primero que aa’ = e, cualquiera sea a € G. En efecto,
aa’ = e(ad’) = (a"a’)(aa’) = a''((d'a)d’) = d”(ea’) = a”’a’ = e. Que e es neutro a
derecha se lo deduce ahora de que ae = a(a’a) = (aad’)a = ea = a cualquiera sea

acG. O
Algunos ejemplos. A continuacién damos algunos pocos ejemplos de grupos.

Ejemplo 1. El conjunto A* de las unidades o elementos inversibles de un semi-
grupo A, dotado de la operacién inducida por la de A, es un grupo que se denomina
el grupo de unidades de A.

Ejemplo 2. Los conjuntos Z de los nimeros enteros, Q de los niimeros racionales,
R de los niimeros reales, C de los niimeros complejos, Z/nZ de los enteros médulo
n, y k[X] de los polinomios con coeficientes en un anillo conmutativo k, son grupos
via la suma usual. También lo son Q*, R*, C* y (Z/nZ)* via el producto. Todos
estos grupos son abelianos.

Ejemplo 3. Denotemos con n a un nimero natural arbitario. Por definicion
GL(n, k) es el grupo de unidades del anillo de matrices M,,(k) de n x n con co-
eficientes en un anillo conmutativo k. Este grupo es abeliano si y sélo si n = 1.

Ejemplo 4. Una permutacion de un conjunto no vacio X es una funcién biyectiva
f: X — X. El conjunto Sx, de las permutaciones de X, es un grupo bajo la
operacién dada por la composicién de funciones. Notemos que Sx es el grupo de
unidades de Fun(X, X). Cuando #X > 3 este grupo no es conmutativo. Para
probar que esto es verdaderamente asi, es suficiente considerar xy,x2,23 € X ¥y
exhibir dos permutaciones o y 7 de X que son la identidad sobre X \ {z1, 2, 23}
y no conmutan. Por ejemplo, podemos tomar o(z1) = z2, o(x2) = x3, o(x3) = x1,
7(x1) = 2, T(22) = 1 y 7(23) = x3. Cuando X es el conjunto {1,2,...,n} de los
primeros n nuimeros naturales, escribimos S,, en lugar de Sx. Es un ejercicio facil
de combinatoria probar que S,, tiene n! elementos.
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Decimos que un grupo G tiene exponente finito si existe n € N tal que ¢" =1
para todo g € G. En ese caso al minimo n que satisface esta propiedad lo llamamos
el exponente de GG. Es facil ver que n es el minimo de los multiplos comunes de
los 6rdenes de los elementos de G. Cuando no existe tal n decimos que G tiene
exponente infinito. Por supuesto que si esto ocurre, G no puede ser finito.

1.4.Submonoides. Un subconjunto B de un monoide A es un submonoide de A
si es cerrado para el producto. Es evidente que entonces B es un monoide en si
mismo. Cada monoide A tiene a A mismo como submonoide y, si A es unitario,
entonces el conjunto {e}, que tiene como tnico elemento a la unidad de A, también
es un submonoide de A. Estos son los llamados submonoides triviales de A. Un
submonoide de A es propio si es distinto de A. Es facil comprobar que la interseccién
de una familia arbitraria de submonoides de A es un submonoide de A. Por ejemplo,
dado un subconjunto S de A, la interseccién de los submonoides de A que incluyen
a S es el minimo submonoide (S)s de A que contiene a S. Si A = (S),, decimos
que S genera a A. Siguiendo la practica usual, si S = {z1,..., x4}, escribiremos
(1,...,Ts)s, ¥y 10 {({x1,...,25})s. Esto se debe simplemente a una cuestiéon de
estética. Un monoide A es finitamente generado si existe un subconjunto finito S
de A que lo genera. Es claro que si A es finito, entonces es finitamente generado.
Por tltimo decimos que A es ciclico si existe a € A tal que A = (a)s. Dejamos al
lector comprobar que (S)s es el conjunto de los “productos” de elementos x1, ..., x,
conn >0y xz; €5, asociados de todas las maneras posibles. Cuando A es un
monoide asociativo, entonces todo submoniode de A también es asociativo y para
cada subconjunto S de A, vale que

(SYs={a1--ap:n>1ya; €85},

ya que no nos vemos obligados a tomar todos los productos asociados de todas las
maneras posibles. Decimos que un submonoide B de un monoide unitario A es
unitario si contiene a la unidad de A. Es claro también que el minimo submonoide
unitario (5),, de un monoide unitario A que contiene a un subconjunto S de A, es el
minimo submonoide de A que contiene a la unidad de Ay a S. Si A = (5),,, decimos
que S genera a A como monoide unitario. De la misma manera que para el caso
de submonoides de monoides no unitarios, cuando S sea {x1,...,xs}, escribiremos
(T1,...,2s)y en lugar no ({x1,...,25})y. Notemos ademds que si un monoide es
conmutativo, entonces todo submonoide de él también lo es.

1.5.Subsemigrupos. Es claro que si B es un submonoide unitario de un semi-
grupo A, entonces B es en si mismo un semigrupo. En este caso, para cada sub-
conjunto S de A,

(Yo ={a1---a, :n>0ya; €S},

si usamos la convencion de que el producto vacio es el neutro. Finalmente, dada una
familia {A;}ic; de subsemigrupos de A existe un minimo subsemigrupo [],.; A; de
A que contiene a (J,.; A;. A este subsemigrupo se lo llama el producto de {A;}ier.
Es facil ver que

T4 = <UA¢> —{a1-anin >0y a; € Ay, con iy #iji1}.

i€l iel
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Notemos que si A;A; = A;A; para todo ¢,7 € I e I es un conjunto provisto de un
orden total <, entonces

HAi:{ail...ain:nZO’ 'Ll<-<ln€Iya[1]€A27}
iel

Algunos ejemplos. Para cada semigrupo A, el subconjunto formado por los ele-
mentos de A que son cancelables a izquierda es un subsemigrupo de A. Por supuesto
que también lo son el subconjunto formado por los elementos de A que son can-
celables a derecha, el formado por los elementos cancelables y el grupo A* de las
unidades de A. Por ultimo, para cada monoide unitario A, vale que End,,(A) es un
subsemigrupo de End(A).

1.6.Subgrupos. Un subsemigrupo H de un grupo G es un subgrupo si con cada
uno de sus elementos contiene a su inverso. Es facil ver que H es un subgrupo de G
siysélosi H#(yab~! € H para todo a,b € H y que a su vez esto es equivalente
aque H+#0ya'be H para todo a,b € H. Tomando a = b € H se deduce que
H contiene al 1. Es claro que {1} y G son subgrupos de G. Ademas la interseccién
de una familia de subgrupos de G es un subgrupo de G. Asi, dado un subconjunto
S de G existe un minimo subgrupo (S) de G' que contiene a G. Es fécil ver que

(Sy={a1---ap:n>0ya; €Soa;" €S}

Notemos que en general (S)s C (S), € (S). Por ejemplo si Z denota al grupo
usual de los nidmeros enteros, entonces (N); = N, (N), = {0} UN y (N) = Z.
Notemos sin embargo que si a € G tiene orden finito y a € (S),, entonces 1 y a™1
pertenecen a (S)s, ya que ambos elementos son potencias de a. Asi, si S # 0y
todos los elementos de S tienen orden finito, (S)s = (S). Si G = (S5), decimos
que S genera a G como grupo o mas simplemente que S genera a G. Al igual que
para monoides escribiremos (z1,...,zs) en lugar de ({z1,...,zs}). Un grupo G
es finitamente generado si existe un subconjunto finito S de G tal que G = (5),
y es ciclico si existe a € G tal que G = (a). Si a tiene orden infinito, entonces la
asignaciéon n +— a” es una biyeccién entre Z y GG y si a tiene orden finito, entonces
G = {a°,...,al*!=1} tiene |a| elementos. Notemos por tltimo que el producto
[I.c; Gi de una familia {G;}scr de subgrupos de un grupo G (como estd definido
para una familia de subsemigrupos de un semigrupo) es un subgrupo de G.

Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de subgrupos.

Ejemplo 1. El conjunto SL(n, k), formado por las matrices de nxn con coeficientes
en un anillo conmutativo k, que tienen determinante 1, es un subgrupo de GL(n, k).

Ejemplo 2. Para cada n € N es subconjunto G,, de C, formado por las raices
n-ésimas de la unidad, es un subgrupo de C*. Por supuesto que también lo es

Goo = Upen Gn-

Subgrupos de un grupo ciclico. Supongamos que G = (a) es ciclico infinito.
Entonces la asignacién n +— (a™) es una correspondencia biyectiva entre Ny y los
subgrupos de G. En efecto es claro que (a") # (a™) si n # m y que {1} = (a).
Tomemos un subgrupo H # {1} de G y denotemos con n al minimo natural tal
que a” € H. Sia™ € Hy m=mnqg+r con 0 < r < n, entonces a” = o™ " =
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a™(a™)"1 € H, de dénde r = 0. Esto muestra que H = (a™). Notemos ademds que
los subgrupos no triviales de (a) son ciclicos infinitos.

Supongamos ahora que G = (a) es ciclico finito. Entonces la asignacién n +— (a)
define una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los divisores positivos de
la| y los subgrupos de G. Ademas para todo divisor positivo n de |al, el orden de (a™)
es |al/n y sin € Z es arbitrario (a™) = (all*l"™)), dénde (|a| : n) denota al maximo de
los divisores comunes de |a| y n (en particular a™ es un generador de (a) siy sélo si
n es coprimo con |al). En efecto, tomemos un subgrupo H de G y denotemos con n
al minimo natural tal que a™ € H. Sia™ € Hy m = ng+r con 0 < r < n, entonces
a" =a™ " = a™(a")"9 € H, de dénde 7 = 0. Asi H = (a™) y como al®l =1 esto
implica que n divide a |a|. Es inmediato que el orden de H es |a|/n. Tomemos
ahora n € Z arbitrario. Es claro que (a") C (a{l?l"™). Como existen r,s € Z tales
que (|a| : n) = r|a| + sn, tenemos al*l™) = (al*h)"(a™)® = (a™)® € (a™), de dénde
(allem) = (am).

Coclases a izquierda y a derecha. Dados subconjuntos K y L de un monoide
A, denotamos con K L al subconjunto de A formado por todos los productos ab con
a € K ybe L. Por supuesto que escribiremos aK y Ka en lugar de {a}K y K{a}
respectivamente. Es claro que si A es asociativo, entonces (K L)M = K(LM) para
toda terna K, L y M de subconjuntos de A, de manera que no escribiremos los
paréntesis. Por tltimo si A es un grupo escribimos K=! = {z7! : x € K}. Es
inmediato que (K L)™' = L7'K~!. Fijemos ahora un subgrupo H de un grupo G.
Una coclase a izquierda de H en G es un subconjunto de G que tiene la forma xH
para algin x € G. Dos coclases a izquierda que no son disjuntas coinciden. En
efecto, si zh = yh’ con h,h' € H, entonces vH = xhH = yh'H = yH. Asi, G es la
union disjunta de sus coclases a izquierda. Ademas, dado que la aplicacion h +— xh
induce una biyeccién de H en xH, todas las coclases a izquierda tienen el mismo

cardinal. Esto muestra que
G| = |G : H|[H],

donde |G : H| a la cantidad de coclases a izquierda de H en G. Este nimero es
llamado el indice de H en G. Un argumento similar al que llevamos a cabo hasta
aqui se aplica a las coclases a derecha de H en G que son los subconjuntos de G
de la forma Hzx para algin = € G. Dado que la asignacién xH — Hxz~! establece
una biyeccién entre el conjunto de las coclases a izquierda de H y el de las coclases
a derecha, ambos tienen la misma cantidad de elementos.

La igualdad |G| = |G : H||H| es conocida como el teorema de Lagrange y se
generaliza de la siguiente forma.

Teorema 1.6.1. Si H y K son subgrupos de un grupo G y K C H. Entonces

|G: K|=|G: H|H: K|

Demostracion. Escribamos G'y H como uniones disjuntas G = |J,;H y H =
U ;Ui K, de coclases a izquierda de H en G y de K en H respectivamente. Es claro
que G = UZ Ty K Debemos ver que esta union es disjunta. Supongamos que
z;y; K = xyy; K. Multiplicando por H a la derecha obtenemos que x;H = x4 H,
lo que implica que i = i’. Pero entonces y; K = y; K, de donde j = j'. O

Corolario 1.6.2. Si G es finito, entonces el exponente de G divide al orden de GG.
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Observacion 1.6.3. El resultado de arriba dice en particular que si un grupo finito
G tiene elementos de orden 2, entonces |G| es par. Afirmamos que vale la reciproca.
Supongamos asi que |G| es par y escribamos

G={1}U{geG:lgl=2}U{geG:lg >2}.

Dado que |g| =2 siy solo sig#1y gt =g, el conjunto {g € G : |g| > 2} tiene

una cantidad par de elementos (estos se pueden agrupar de a pares, cada uno con su
inverso). Ast, #({g € G : |g| = 2}) es impar y, por lo tanto, {g € G : |g| = 2} # 0.
Este resultado serd generalizado mds adelante.

Corolario 1.6.4. Si un grupo tiene orden primo, entonces es ciclico.
Observacion 1.6.5. Si H y L son subgrupos de un grupo G, entonces
IL: HNL| <|G: H| Y IG:HNL|<|G:H|G:L|.
En efecto la primera desigualdad se sigue de que la aplicacion
¢: L/(HNL)— G/H, definida por ¢(g(HNL))=gH,

es inyectiva ya que gH = ¢'H equivale a que g~'g’ € H y por lo tanto a que
g '¢ € HNL (ya que g,g' € L) y, en consecuencia, g(HNL) = g’ (HNL). La
sequnda desigualdad se sigue ahora de que |G : HNL| = |G : L||L : HNL|. Notemos
también que la imagen de ¢ es LH/H, de manera de que si LH = G, entonces las
desigualdades de arriba se convierten en igualdades. Ademds se sigue claramente
de todo esto que si |G : H| es finito y |[L : HN L| = |G : H|, entonces LH = G.
Por dltimo, dado que por el Teorema 1.6.1, |G : H| y |G : L| dividen a |G : HN L|,
en el caso en que |G : H| y |G : L| son finitos tenemos que

mmc(|G : H|, |G : L|) divide a |G: KNL| y |G:KNL|I<|G: H||G: L],

donde mmc(|G : H|,|G : L|) denota al minimo de los maltiplos comunes de |G : H|

y|G:L|. Asi, si |G: H| y |G : L| son coprimos, |G: KNL|=|G: H||G : L|.

Observacién 1.6.6. Si la interseccion de una familia (g;H;)icr de de coclases a
1zquierda de un grupo G no es wvacia, entonces es una coclase a izquierda de la
interseccion de los H;’s. En efecto, si d € ﬂiEI g:H;, entonces dH; = g;H; para
todo i € I y, por lo tanto (\,c; 9iH; = d( ;e H;.

Por 1ltimo veamos tres proposiciones acerca del producto de subgrupos. La
primera da dos propiedades generales conocidas como ley de Dedekind y ley modu-
lar, respectivamente, la segunda da una férmula para calcular el cardinal de este
producto y la tercera da una condicién necesaria y suficiente para que este producto
sea un subgrupo.

Proposicion 1.6.7. Si H C K y L son subgrupos de un grupo G, entonces

1) HLNK)=HLNK,

2) SiHNL=KNLyHL=KL, entonces H=K
Demostracion. 1) Evidentemente H(L N K) C HL y como H C K, también vale
que H(LNK) C K. Asi, HILNK) C HLN K. Veamos la inclusién reciproca.
Tomemos x € HL N K y escribamos * = hl con h € H y | € L. Entonces
I=h"'z € HK C K y, por lo tanto, x = hl € H(LN K).
2) Por el item 1) y las hipdtesis

K=KLNK=HLNK=HLNK)=H(LNH)=H. O
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Proposicion 1.6.8. Si H y K son subgrupos de un grupo G, entonces

|HK||H N K| = |H||K]|.

Demostracion. Como la funcién ¢: H x K — HK, definida por ¢(h,k) = hk es
sobreyectiva, es suficiente ver que |¢~!(x)| = |[HN K|, para todo z € HK. Para ello
bastara probar que si x = hk, entonces ¢~ (z) = {(hd,d k) : d € HNK}. Es claro
que {(hd,d"'k):d € HN K} C ¢~ !(z). Supongamos ahora que (h', k') € ¢~ (x).
Entonces b’k = x = hk y asi, d := h™ h/ = kk' ' € HN K, de donde h/ = hd y
K =d k. O
Proposicion 1.6.9. Supongamos que H y K son subgrupos de un grupo G. Vale
lo siguiente:

1) Si KH C HK, entonces HK es un subgrupos de G.

2) Si HK es un subgrupos de G, entonces KH = HK .

Demostracion. Supongamos que K H C HK. Entonces
HKHK)'=HKK 'H=HKHC HHK = HK

y asi HK es un subgrupo de G. Reciprocamente, si HK es un subgrupo de G,
entonces KH = K~'H' = (HK)"' = HK. O

Notemos que de la proposicion anterior se sigue inmediatamente que si H y K
son subgrupos de un grupo G y KH C HK, entonces KH = HK.

Coclases dobles. Denotemos con H y K a dos subgrupos (no necesariamente
distintos) de un grupo G. Una (H, K)-coclase doble es un subconjunto de G de la
forma HgK. Dado que la relacién definida por ¢’ = g si y sblo si ¢’ € HgK, es de
equivalencia, G se parte como una unién disjunta G = (J,.; Hg; K. Supongamos
que G es finito. Entonces

(1) G:K| =S |H: HngKg |
iel

En efecto, claramente |G| = > ,.;|Hg;K|. Asi que debemos calcular |Hg; K],
pero |Hg;K| = |Hg;Kg;'| y, como H y g;Kg; ' son subgrupos de G, por la
Proposicién 1.6.8,

|H||g:Kg; | __ |H[K]
|HNg:Kg; 'l |HNgKg; |

|Hg; Kg;'| =

de donde (x) se sigue inmediatyamente. Notemos que cuando K = 1 la férmula (1)
se reduce al teorema de Lagrange.

Subgrupos normales. Un subgrupo H de un grupo G es normal o invariante si
xHx~! = H para todo z € G. A continuacién damos una caracterizacién sencilla
de los subgrupos normales, que muestra en particular que un subgrupo H de G es
normal si y sélo si las coclases a izquierda y derecha de H coinciden (de todas las
maneras en que sea razonable entender esto).
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Proposicion 1.6.10. Para cada subgrupo H de G son equivalentes:

1) Dado x € G existe y € G tal que tH C Hy,

2) Dado x € G existe y € G tal que tHy ' C H,

3) Dado x € G existe y € G tal que Hx C yH,

4) Dado x € G existe y € G tal que y 'Hx C H,

5) Hx = xH para todo x € G,

6) H es normal.
Demostracion. Es evidente que 5) implica 1) y 3) y claramente 1) es equivalente
a 2), ya que de xH C Hy se sigue que xHy ' C Hyy ! = Hy de zHy ' C H
se sigue que vH = zHy 'y C Hy. Similarmente 3) es equivalente a 4) y 5)
a 6). Veamos que 1) implica 5). De z € zH C Hy se sigue facilmente que
que Hr = Hy y asi «H C Hzx. Similarmente 2= 'H C Hz~! y, por lo tanto,

Hx = xx 'Hx C xHx 'z = H vy, en consecuencia, tH = Hzx. Para terminar la
demostracién resta ver que 3) implica 5), lo cual es similar a 1) implica 5). O

Ejercicio. Pruebe que un subgrupo H de G es invariante si y sélo si g¢' € H
implica que ¢'g € H.
Observacion 1.6.11. Si H C K son subgrupos de un grupo G y H es normal en

G, entonces H es normal en K.

Observacion 1.6.12. Si H es un subgrupo normal de G, entonces HK = KH
para todo subconjunto K de G. Si ademds K es un subgrupo de G, entonces HK
también es un subgrupo de G. Por ultimo st K es normal en G, entonces HK
también lo es.

La siguiente proposicién serd mejorada mas adelante.
Proposicion 1.6.13. Todo subgrupo H de un grupo G de indice 2, es normal.

Demostracion. Tomemos z € G\ H. Como H tiene indice 2, es G = H|JzH =
HJ Hzx con ambas uniones disjuntas. Asi tH = Hzx, de dénde H es normal. [

Claramente la interseccién de una familia de subgrupos normales de GG es un sub-
grupo normal de G. Asi, dado un subconjunto S de G existe un minimo subgrupo

normal (S) de G que contiene a G. Es facil ver que

(S) = < U a:Sx_1> .
zeG

Por supuesto que en general (S) est4 incluido estrictamente en (S).

Proposicién 1.6.14. Si{G;}cs es una familia de subgrupos normales de un grupo
G, entonces [],.; G es normal. Si ademds le damos un orden total a I, entonces
iel

Demostracion. Lo ultimo se sigue de que, por la Observacion 1.6.12, G;G; = GGy,
para todo i, j € I. Tomemos ahora g;, ---gi, € [[,c; Gi- Como, para cada a € GG
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vale que a(g;, -+~ gi,)a™ " = (agiya')(agi,a™ ) - (agi,a™) € [l,c; Gi, el sub-
grupo [],c; Gi de G es normal. [

Un grupo es simple si no tiene subgrupos normales distintos de los triviales.
Un subgrupo normal H de un grupo G es maximal si H # G y no existe ningin
subgrupo normal L de G tal que H C L C G. Es claro que un subgrupo normal H
de un grupo G es maximal si y sélo si G/H es simple.

1.7.Caracterizacion de los grupos ciclicos finitos. La funcién ¢: N — N de
Euler estd definida por

d(n) =#{m:0<m < ny m es coprimo con n}.

Es facil ver que si p es un nimero primo, entonces ¢(p"™) = p"~*(p — 1) para todo
n € N. En efecto esto se sigue de que {0,...,p" — 1} tiene p" elementos, de los
cuales p"~! son multiplos de p. Por lo que hemos visto al estudiar los subgrupos de
un grupo ciclico finito, si G' es un grupo ciclico de orden n entonces G tiene ¢(n)
generadores y ademas si d divide a n, entonces G tiene exactamente un subgrupo
de orden d, que es ciclico.

Lema 1.7.1. Para cada grupo G vale que

G = Jeen(C),

donde C recorre el conjunto de los subgrupos ciclicos de G y gen(C) denota a los
generadores de C.

Demostracion. Porque cada elemento de GG es generador de un tunico subgrupo
ciclico de G.

Proposicién 1.7.2. Vale que n =3, ¢(d) para todo n € N.

Demostracion. Por el lema anterior n = |Z,| = }_;,, ¢(d), ya que como vimos
arriba Z,, tiene exactamente un subgrupo ciclico de orden d para cada divisor d de
n y este subgrupo tiene ¢(d) generadores.

Teorema 1.7.3. Un grupo G de orden n es ciclico si y solo si para cada divisor d
de n tiene a lo sumo un subgrupo de orden d.

Demostracion. Ya vimos que si GG es ciclico, entonces tiene exactamente un sub-
grupo de orden d para todo divisor d de n. Supongamos que G es un grupo de
orden n que tiene a lo sumo un subgrupo de orden d para cada divisor d de n. Por
el Lema 1.7.1 y la Proposicién 1.7.2,

n=|G =Y lgen(C)| <) o(d) =mn,

d/n

donde G recorre el conjunto de los subgrupos ciclicos de Gy gen(C') denota a los
generadores de C. En consecuencia G debe tener un subgrupo ciclico de orden d
para cada divisor d de n. En particular G tiene un subgrupo ciclico de orden n y
asi G es ciclico. U
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Teorema 1.7.4. Si F es un cuerpo y G es un subgrupo finito de F*, entonces G
es ciclico.

Demostracion. Si |G| = n y si x € G satisface 2¢ = 1, donde d/n, entonces = es
una rafz del polinomio X? — 1 € F[X]. Dado que un polinomio de grado d con
coeficientes en un cuerpo tiene a lo sumo d raices, G no puede tener mas que un
subgrupo de orden d (dos subgrupos darfan mas de d raices de X¢ — 1). Asi, por
el teorema anterior, G es ciclico. [

1.8.Morfismos de monoides. Un morfismo de monoides f: A — B es una
funcion de A en B que satisface f(ab) = f(a)f(b). Por ejemplo, la inclusién
canoénica de un submonoide A de un monoide B en B es un morfismo de monoides y
también la composicién de dos morfismos de monoides lo es. Un caso particular de
lo primero es la funcién identidad de un monoide en si mismo. Si B es un monoide
unitario, entonces cualquiera sea el monoide A, la aplicacién f: A — B, definida
por f(a) = 1, para todo a € A es un morfismo de monoides. Es inmediato que si
f: A — B es un morfismo de monoides, entonces f(KL) = f(K)f(L) para todo
par de subconjuntos K y L de A. Supongamos que f: A — B es un morfismo
sobreyectivo de monoides. Pruebe que

1) Si A es asociativo, entonces B también lo es.
2) Si A es conmutativo, entonces B también lo es.
3) Si e es unidad a izquierda de A, entonces f(e) es unidad a izquierda de B.

Un endomorfismo de A es un morfismo con dominio y codominio A. Un ejemplo
es la funcién identidad de A. Un morfismo f: A — B es un isomorfismo si existe
un morfismo f~': B — A, necesariamente tinico, llamado la inversa de f, tal que
foft =idgy f~'of =ida. Es facil ver que esto ocurre si y sélo si f es
biyectiva. Un automorfismo de A es un endomorfismo de A que es un isomorfismo.
Los simbolos Hom(A, B), Iso(A, B), End(A) y Aut(A) denotan respectivamente a
los conjuntos de morfismos de A en B, isomorfismos de A en B, endomorfismos
de A y automorfismos de A. Notemos que End(A), dotado de la operacién dada
por la composicién de morfismos, es un semigrupo que tiene a la identidad de
A como unidad, y que ademés Aut(A) = End(A)*. Decimos que un morfismo
f: A — B, entre dos monoides unitarios, es un morfismo de monoides unitarios o mas
simplemente que es unitario si f(e) = e. Es claro que la inclusién canénica de un
submonoide unitario A de un moniode unitario B en B es un morfismo de monoides
unitarios y que la composicion de dos morfismos de monoides unitarios también lo
es. Ademas si un morfismo de monoides unitarios es un isomorfismo de monoides, su
inversa también es un morfismo unitario. Con Hom,, (A, B), Iso, (A, B), End,(A4) y
Aut,, (A) denotamos a los subconjuntos de Hom(A, B), Iso(A, B), End(A) y Aut(A)

respectivamente, formados por los morfismos de monoides unitarios. Es claro que
Iso, (A, B) =Iso(A, B) NHom,(A,B) y Aut,(A)= Aut(A)NEnd,(A).

Finalmente diremos que f: A — B es un monomorfismo si f o g = f o ¢ implica
g = ¢, para todo par de morfismos de monoides g,¢': C' — A; un epimorfismo si
go f =g of implica g = ¢/, para todo par de morfismos de monoides ¢,¢": B — C;
una seccion si existe g: B — A tal que gof = id 4 y una retraccion si existe h: B — A
tal que foh = idg. En el caso en que A y B son unitarios y los consideramos
asi, pedimos que todos los morfismos que aparecen en estas definiciones también
lo sean. Notemos de todos modos que si f es unitario, entonces de go f = id4 se
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sigue que g también lo es. No vale sin embargo que si f es unitario, de foh =idg,
se deduzca que h también lo sea. Denotemos con f: A — By g: B — C a dos
morfismos de monoides. Pruebe que:

Si f y g son monomorfismos, entonces g o f también lo es.

—_
~—

2) Si go f es un monomorfismo, entonces f también lo es.
3) Si f y g son epimorfismos, entonces g o f también lo es.
4) Si g o f es un epimorfismo, entonces g también lo es.

(S

Si f y g son secciones, entonces g o f también lo es.

Si g o f es una seccién, entonces f también lo es.

Si f y g son retracciones, entonces g o f también lo es.

Si g o f es una retraccion, entonces g también lo es.

Si f es inyectivo, entonces es un monomorfismo.

Si f es una seccion, entonces es inyectiva.

Si f es sobreyectivo, entonces es un epimorfismo.

Si f es una retraccién, entonces es sobreyectiva.

f es un isomorfismo si y sélo si es una secciéon y un epimorfismo y esto a su
vez ocurre si y sélo si es una retraccion y un monomorfismo.

— = =
W N = OO oD
N N N N N N e N N N N

1.9.Morfismos de semigrupos. Un morfismo f: A — B, de un semigrupo A en
otro B, es simplemente morfismo de monoides unitarios. Por ejemplo la inclusién
canénica de un subsemigrupo A de un semigrupo B en B es un morfismo de semi-
grupos. Observemos que en el caso de semigrupos la condicién f(1) = 1 equivale
a que f(1) sea inversible, de modo de que no es necesario pedirla cuando B es un
grupo. Esto se deduce multiplicando por f(1)71, la igualdad f(1) = f(1)f(1). De
la definicion de morfismo se sigue inmediatamente que si a es inversa a izquierda
de b, entonces f(a) es inversa a izquierda de f(b). En particular, si a es inversible,
entonces f(a) también lo es y f(a)™! = f(a™!). Finalmente diremos que un mor-
fismo de semigrupos f: A — B es un monomorfismo si f o g = f o ¢ implica
g = ¢, para todo par de morfismos de semigrupos g,q9": C — A, y que es un epi-
morfismosi go f = g’ o f implica g = ¢, para todo par de morfismos de semigrupos
g,9': B — C. Notemos que, al menos en principio, un morfismo de semigrupos
puede ser un monomorfismo o un epimorfismo, cuando se lo considera como mor-
fismo de semigrupos, pero puede dejar de serlo cuando se lo considera como mor-
fismo de monoides. Hay también una definicién de seccién y de retraccién, pero
coincide con la dada anteriormente. Es facil ver que los items 1) a 13) del ejercicio
con que termina la seccién anterior siguen valiendo es el contexto de semigrupos.
Aqui también vale que todo monomorfismo f: A — B es inyectivo. En efecto, si
no lo fuera, entonces existirian a y o’ distintos en A con f(a) = f(a') y para los
morfismos ¢, g': Ng — A definidos por g(n) = a" y ¢'(n) = a’" se cumplirfa clara-
mente que fog = fog'. Esto prueba también que un monomorfismo de semigrupos
sigue siendo un monomorfismo cuando se lo considera como morfismo de monoides.
Por tdltimo, si f: A — B es un morfismo de semigrupos y a € A es un elemento
inversible de orden n, entonces de f(a)™ = f(a™) = f(1) = 1 se sigue que el orden
de f(a) divide a n y que es exactamente n si f es inyectiva, ya que en este caso de
f(a™) = f(a)™ =1 se sigue que a™ = 1.

1.10.Morfismos de grupos. Un morfismo f: G — H, de un grupo G en otro
H . es por definicion morfismo de semigrupos. Como vimos recién es innecesario
pedir que f(1) sea 1. Al igual que para el caso de semigrupos pueden darse aqui
definiciones de monomorfismo, epimorfismo, secciony retraccion. Nuevamente estas
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ultimas coinciden con las definiciones dadas en el caso de monoides y, en principio,
un morfismo de grupos puede ser un monomorfismo o un epimorfismo, cuando se
lo considera como morfismo de grupos, pero puede dejar de serlo cuando se lo
considera como morfismo de semigrupos o monoides. Sin embargo en este caso
también vale que todo monomorfismo f: G — G’ es inyectivo. En efecto, si no lo
fuera, entonces existirian a y a’ distintos en G con f(a) = f(a’) y para los morfismos
9,91 7 — G definidos por g(n) = a™ y ¢’(n) = a’" se cumplirfa claramente que
fog = fog’, lo que prueba también que un monomorfismo de grupos sigue siendo un
monomorfismo cuando se lo considera como morfismo de semigrupos o de monoides.
Se puede ver también que todo epimorfismo de grupos es sobreyectivo, pero esto es
mucho m4s dificil. Nuevamente valen con las mismas demostraciones los items 1) a
13) del ejercicio con que termina la seccién de morfismos de monoides. Por tltimo es
inmediato que si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces f(K 1) = f(K)™!,
para cada subconjunto K de G.

Ejercicio. Denotemos con f: G — G’ a un morfismo de grupos y con K y L a
dos subconjuntos de G'.

1) Pruebe que f~1(K—') = f~1(K) %
2) Pruebe que si f es sobreyectivo, entonces f~H(KL) = f~1(K)f~1(L).

Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de morfismos de
grupos.

Ejemplo 1. El determinante det: GL(n,k) — k* es un morfismo de grupos.

Ejemplo 2. La exponencial x — e* es un isomorfismo de grupo aditivo R en el
grupo multiplicativo R formado por los ntimeros reales positivos. Su inversa es
el logaritmo natural.

Ejemplo 3. La aplicacién ¢: Z[X] — Q% , definida por ¢(>,~oniX®) =[1;50 21"
donde py < p; < p2... es la sucesién de los niimeros primos positivos, es un iso-
morfismo del grupo aditivo de los polinomios con coeficientes en Z en el grupo
multiplicativo de los niimeros racionales positivos.

Ejemplo 4. Denotemos con w a una raiz de orden n de la unidad de C (por
ejemplo w = cos(27/n) + isen(2w/n)). La aplicacién ¢: Z,, — G, definida por
p(n) = w™, es un isomorfismo de grupos.

Ejemplo 5. El monomorfismo de i: Zo — Z4, definido por 7(0) = 0y 7(1) = 2,
no es una seccion.

Ejemplo 6. La sobreyeccién canénica m: Zy — Zs, definida por 7(0) = 7(2) =0
y (1) = w(3) = 1, no es una retraccién.

El nicleo de un morfismo. El nicleo de un morfismo de grupos f: G — G’ es
Ker(f) ={z € G: f(z) = 1}. Es inmediato que Ker(f) es un subgrupo normal de
G. Vamos a denotar con ker(f) a la inclusién candnica de Ker(f) en G. Es facil
ver que ker(f) tiene las siguientes propiedades:

1) foker(f) =1,
2) Si g: H — G satisface que la propiedad de que f o g = 1, entonces existe un
unico morfismo ¢': H — Ker(f) tal que g = ker(f) og'.
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Esta ultima igualdad se expresa habitualmente diciendo que el tridangulo

H— ¢

lgAf)

Ker(f)

conmuta.

A la propiedad establecida arriba se la denomina propiedad universal del nicleo.

Proposiciéon 1.10.1. Un morfismo f: G — G’ de grupos es inyectivo si y sélo si
su nicleo es {1}.

Demostracion. Esto se sigue immediatamente de que f(xz) = f(y) equivale a que
ry~! e Ker(f). O

1.11.Relaciones de equivalencia compatibles y cocientes de grupos. Consi-
deremos una relacién de equivalencia ~ definida en un monoide A. Denotemos con
con A/~ al conjunto cociente de A por esta relaciéon y con m: A — A/~ a la
sobreyeccién candnica, de manera de que a ~ b si y sélo si w(a) = w(b). Es facil ver
que A/~ tiene una estructura de monoide tal que 7 es un morfismo si y sélo si

a~a yb~ b implica que ab = a'b’

En este caso decimos que ~ es una relacion de equivalencia compatible. Notemos
que si A es asociativo, entonces también A/~ lo es. En efecto tenemos

(a)(m(b)7(c)) = m(a(be)) = w((ab)e) = (mw(a)m(b))7(c).

Algo completamente analogo sucede si A es conmutativo. ademas, si A tiene neutro
e, entonces 7(e) es el neutro de A/~ y 7 es un morfismo de monoides unitarios.
Por 1ltimo si a es inversible, entonces m(a) también lo es y su inversa es m(a™1). En
particular si A es un semigrupo o un grupo, A/~ también lo es. Se pueden decir
muchas cosas acerca de los cocientes de monoides y semigrupos por relaciones de
equivalencia compatibles, pero casi todas son de caracter formal. Asi que a partir
de ahora vamos a concentranos en el caso de grupos, donde los resultados son mas
elegantes. Supongamos entonces que ~ es una relacién de equivalencia compatible
definida en un grupo G. Denotemos con 7: G — G/~ al morfismo cociente y con
H a Ker(m). Como ya hemos visto H es un subgrupo normal de G. Es claro que

a~bsab e Hea lbe H,

de manera de que ~ queda determinada por H. Reciprocamente si H es un sub-
grupo normal de GG, entonces por la Proposicion 1.6.10, las relaciones de equivalen-
cias

1

t~ysry teHeoreHy vy o~ yeoylae HexecyH

coinciden y asi son compatibles con la operacion de GG, ya que entonces
cH2'H = 22’ HH = z2'H.

Dado un subgrupo normal H de G vamos a denotar con G/H al grupo cociente por
la relacién de equivalencia ~ definida arriba, en lugar de usar la expresion G/~.
A G/H lo llamaremos el cociente de G por H. Por ejemplo Z,, es el cociente de Z
por (n) = nZ.
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Proposicién 1.11.1. El morfismo candnico m: G — G/H tiene las siguientes
propiedades:
1) Ker(m) = H,
2) Si f: G — G’ es un morfismo de grupos tal que H C Ker(f), entonces existe
un unico morfismo de grupos f: G/H — G’ tal que f = fon. Ademds

Ker(f) = Ker(f)/H elm(f) =Im(f). En particular si H y Ker(f) coinciden,
f es inyectiva y si f es sobreyectiva, f también lo es.

La igualdad f = f ow se expresa habitualmente diciendo que el tridngulo

G/H
conmuta.

Demostracion. Por definicién 7(z) = 1 significa que x ~ 1 o, lo que es lo mismo,
que z = 217! € H. Esto prueba el item 1). Dado 2 € G denotemos con T a su clase
en G/H. Para la primera parte del item 2) basta observar que si z ~ y entonces
ry~t € H C Ker(f) y asi, f(x) = f(y), lo que permite definir f(Z) como f(z).
Dado que T = 7(z), esto dice que f = f om. Ademds f es un morfismo de grupos
ya que

F(@y) = f@y) = flay) = f(@)f(y) = F(@)F@)-
Es claro de la definicién que Im(f) = Im(f). Por tltimo de que f(Z) = f(x) se

sigue que T € Ker(f) siy sélo si x € Ker(f), de donde

. Ker(f)

Ker(f) ={zH : x € Ker(f)} = 7 O

La propiedad establecida en la proposiciéon anterior se denomina propiedad uni-
versal del cociente.

Corolario 1.11.2. Todo morfismo de grupos f: G — G’ induce un isomorfismo
T: G/ Ker(f) — Im(f).

Observacion 1.11.3. Supongamos que H y K son subgrupos de un grupo G con
H normal en G. Denotemos con t: K — G/H a la composicion de la inclusion
candnica de K en G con el epimorfismo candnico w: G — G/H. Claramente
Ker(z) = Ker(m) N K = HN K e Im(t) = KH/H. Asi, nuevamente por la
proposicion anterior, T induce un isomorfismo de K/(H N K) en KH/H. En par-
ticular H N K es un subgrupo normal de K y KH es un subgrupo de G.

Observacion 1.11.4. Supongamos que H y H' son subgrupos normales de un
grupo G y que H C H'. Donotemos con n: G — G/H y con n’': G — G/H' a
los epimorfismos candnicos. Por la proposicion anterior existe un unico morfismo
7: G/H — G/H' tal que el diagrama

G—TF/>G/H’

7

G/H
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conmuta y ademds T es sobreyectiva y su nicleo es H'/H. Asi H'/|H es un subgrupo
normal de G/H vy, nuevamente por la proposicion anterior, T induce un isomorfismo

de % en G/H'. En otras palabra, si tenemos dos subgrupos normales H y H'

de un grupo G y H C H', da lo mismo dividir primero G por H y luego G/H por
su subgrupo normal H'/H, que dividir directamente G por H'.

Al corolario y a las dos observaciones anteriores se las conoce como primero,
segundo y tercer teorema de isomorfismo de Noether, respectivamente.

Observacién 1.11.5. Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces por el
teorema de Lagrange, | Im(f)| divide a |G'| y |Im(f)| = |G : Ker(f)|/|G| y ast, si G
y G’ son finitos, |Im(f)| divide a mdc(|G'|,|G’|), donde mdc(|G'|,|G'|) denota al
mdzximo de los divisores comunes de |G'| y |G'|. En consecuencia si |G| y |G'| son
coprimos, entonces f es trivial. Por ejemplo si G es un subgrupo de orden impar
de S, ym: G — {£1} es el morfismo signo, entonces f es trivial y, por lo tanto,
G C A,,. En particular si x € S,, tiene orden impar, entonces tiene signo par.

Vamos a ver ahora que para cada morfismo de grupos f: G — G’ hay una
biyeccién entre el conjunto S(G) de los subgrupos de G que contienen a Ker(f) y
el conjunto S(G’) de los subgrupos de G’ que estan incluidos en Im(f).
Observacion 1.11.6. Vale lo siguiente:

1) f(H) € S(G"), para cada subgrupo H de G (en particular Im(f) es un subgrupo
de G'). Ademds si H es un subgrupo invariante de G, entonces f(H) es un
subgrupo invariante de Im(f).

2) f~Y(H') € S(GQ), para cada subgrupo H' de G'. Ademds si H' es un subgrupo
invariante de Im(f), entonces f~1(H') es un subgrupo invariante de G.

Dado que cualesquiera sean H C G y H C G’ vale que

fHfH)) = HKer(f) y f(fH(H") = H NIm(f),

queda determinada una biyeccion entre S(G) y S(G") y también entre los subconjun-
tos de S(G) y S(G') formados por los subgrupos normales de G y por los subgrupos
normales de Im(f), respectivamente. Ademds si Ker(f) C H C G, entonces

H
Ker(f)

f(H) =~ y 1F(G): f(H)| =G : HI.

En efecto, para esto iltimo es suficiente ver que la aplicacion xH — f(z)f(H) es
una biyeccion del conjunto de coclases a izquierda de H en G en el conjunto de
coclases a izquierda de f(H) en f(G). Es claro que esta aplicacion es sobreyectiva.
Para ver que también es inyectiva es suficiente notar que de f(x)f(H) = f(x') f(H)
se sigue que f(z71z') = f(x=1) f(a') € f(H), de donde ™12’ € HKer(f) = H, lo
que implica que tH = x' H. Por wltimo si H es un subgrupo normal de G, entonces
f(H) es un subgrupo normal de f(G) y

f(G)  G/Ker(f)
f(H) — H/Ker(f)

NE
~ o
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Ejercicio. Pruebe que si m: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos y
H es un subgrupo normal de G, entonces w(H) es un subgrupo normal de G' y

G/(HKer(n)) ~ G /n(H).

Supongamos ahora que f: G — G’ es un morfismo de grupos y que H y H' son
subgrupos normales de G y G’ respectivamente. Denotemos con 7: G — G/H y
7' G' — G'/H' alos epimorfismos canénicos. Si f(H) C H', entonces 7’o f(z) =1
para todo x € H. Por la propiedad universal del cociente queda definido un tnico
morfismo f: G/H — G'/H' tal que for = n'o f. Esta igualdad se expresa también
diciendo que el cuadrado

I

G———=G'

G/H T~/
conmuta. Ademés Im(f) = 7’(Im(f)) = Im(f)H'/H' y Ker(f) = f~Y(H')/H.
Observacion 1.11.7. Vale lo siguiente:
1) Si H es un subgrupo normal de un grupo G, entonces idg es igual a idg/p-
2) Supongamos que f: G — G y f': G' — G" son morfismos de grupos y que
H, H' y H" son subgrupos normales de G, G' y G" respectivamente. Si
f(H) CH"y f'(H') C H", entonces f'(f(H)) CH" y f'of=fof.
Demostracion. 1) se sigue de la unicidad del morfismo idg y de que el diagrama

idg
G——G

o
G/H £ G/H

conmuta y 2) es consecuencia de la unicidad del morfismo f’o f y de que el
rectangulo exterior del diagrama

¢G—t s —L o

LT

G/H—1scjp oy

conmuta. [

Ejercicio. Pruebe que si f: G — G’ es un morfismo de grupos y H' es un subgrupo
normal de G', entonces f~Y(H') es un subgrupo mnormal de G y existe un tinico
morfismo inyectivo f: G/f~Y(H') — G'/H' de grupos, tal que el diagrama

¢c— 1

Pk

G/f 7 (H) <= G'JH

donde m: G — G/H y7n': G — G'/H' son las proyecciones candnicas, conmuta y

que ademds Im(f) = «'(Im(f)) = Im(f)H'/H'.
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1.12.Automorfismos interiores y subgrupos caracteristicos. A cada ele-
mento de un grupo G se le puede asignar una funciéon ®,: G — G, definida por
®,(y) = zyz~'. Es facil ver ®, es un automorfismo de G y que la asignacién
G — Aut(G) que manda x en ¢, es un morfismo de grupos. En efecto, lo primero

se sigue de que
®,(yz) = wyza =t = (zyz ) (wzrTh) = @4 (y)Du(2)
y lo segundo de que

O,y (2) = ryz(zy) ' = x(yzy ot = O, (Py(2)).

Notemos que z estd en el nicleo del morfismo G — Aut(G) que acabamos de definir
si y sélo si xyz~! = ®,(y) = y para todo y € G. Dado que zyx~! = y equivale
a xy = yx es natural decir definir el centro Z(G) de G como este nicleo y decir
que x € G es central si pertenece a Z(G). A la imagen del morfismo G — Aut(G)
la denotamos Int(G) y a sus elementos automorfismos interiores de G. Decimos
que dos elementos x e y de un grupo G son conjugados si existe z € G tal que
y = zxz~ !, es decir si y = ®.(x). En particular los ordenes de dos elementos
conjugados coinciden. La relacion definida por x ~ y si y sélo si x e y son conjugados
es claramente de equivalencia, de manera que GG queda partido en clases, llamadas
clases de conjugacion. Es evidente que si z e y son elementos arbitrarios de un grupo
G, entonces zy es conjugado a yx, ya que yr = x~ ' (zy)z. Reciprocamente, si z e
y son conjugados e y = zzz~ ' = z(wz~!), entonces (rz7!)z = x. Practicamente
por definicién un subgrupo H de G es normal si y sélo si ®,(H) C H para todo
x € G (en otras palabras si con cada elemento x de G contiene a su clase de
conjugacién). Es facil ver que entonces ®,(H) = H para todo z € X ya que de
r 'Hy = ®, 1(H) C H se sigue que H C zHx~! = ®,(H). Decimos que H es
un subgrupo caracteristico de G si ¢(H) C H para todo ¢ € Aut(G). Claramente
©(H) = H para todo z € X ya que de ¢ 1(H) C H se sigue que H C ¢(H).
Evidentemente todo subgrupo caracteristico es normal. Afirmamos que Z(G) es
un subgrupo caracteristico de G (claramente es normal ya que es el nticleo de un
morfismo). Debemos ver que si z € Z(G) y g € Aut(G), entonces g(z) € Z(G), pero

9(z)x = g(2)g(g " () = g(zg () = g9~ " (2)2) = g(g~ " (2))g(2) = zg(z),

para todo z € X. Veamos por ultimo que Int(G) es un subgrupo normal de Aut(G).
En efecto si z € Gy g € Aut(G), entonces go $, 09! = ®y(,y, ya que

(go®z09 M) (y) =9(Pelg™ (¥) = glzg " W)z ") = g(x)yg(z) ™" = Dy (y),

para todo y € G. Al cociente Out(G) = Aut(G)/ Int(G) se lo llama el grupo de los
automorfismos exteriores de G (notemos que sus elementos no son automorfismo de
G sino clases de automorfismos). Por todo lo que acabamos de probar la sucesién
de morfismos

1 —7Z(G) G Aut(G) —— Out(G) ——1

tiene la peculiaridad de que la imagen de cada uno de sus morfismos es igual al
nicleo del morfismo siguiente. Esto se expresa diciendo dicha sucesion es exacta.
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Ejercicio. Muestre que si g: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces no
necesariamente g(Z(G)) C Z(G").

Proposicién 1.12.1. Si G no es abeliano, entonces G/ Z(G) no es ciclico.
Demostracion. Si G/ Z(G) fuera ciclico, entonces existirfa x € G \ Z(G) tal que
G = (z) Z(G). Dado que para todo h,h’ € Z(G) y todo o, ' € Z,

(mah)(xa/h') =22 hh' = 2% zW'h = (m“/h')(xo‘h),
esto es absurdo. [

Observacion 1.12.2. Puede ocurrir que H C L C G sea una cadena de subgrupos
con H normal en L y L normal en G, pero que H no sea normal en G. Para un
ejemplo podemos tomar como G al grupo Sy de permutaciones de {1,2,3,4}, como
L a{id,o1,09,03}, donde o1, 02 y o3 son las permutaciones definidas por

0'1(1):2, 0'1(2):1, 0'1(3): ; 0'1(4):3,
0'2(1) = 3, 0'2(2) = 4, 0'2(3) = 1, 0'2(4) = 2,
0'3(1) :4, 0'3(2)2 5 0'3(3)22, 0'3(4)21,

y como H a {id,o1}. Afirmamos que esto no sucede si H es un subgrupo carac-
teristico de L. En efecto, tomemos x € G. Debemos ver que ®,(H) = H. Como
L es normal en G, el automorfismo interior ®, de G define por restriccion un
automorfismo (no necesariamente interior) de L y asi, dado que H es un sub-
grupo caracteristico de L, vale que ®,(H) = H. También vale que si H es un
subgrupo caracteristico de L y L es un subgrupo caracteristico de G, entonces H es
un subgrupo caracteristico de G. La demostracion es la misma, pero en lugar de un
automorfismo interior ®, de G hay que considerar un automorfismo arbitrario.

Subgrupo conmutador y abelianizado. Dado un grupo G denotamos con
|G, G] al subgrupo de G generado por todos lo conmutadores [a,b] := aba~1b~!
con a,b € G. A [G,G] se lo llama subgrupo conmutador de G. Si f: G — G’ es un
morfismo de grupos, entonces claramente f([a,b]) = [f(a), f(b)], de modo de que
f(G,G]) € [G',G’]. En particular tomando G’ = G deducimos que [G,G] es un
subgrupo caracteristico de G. Ademés G/[G, G] es conmutativo ya que ab = [a, b]ba.
En consecuencia si H es un subgrupo de G que contiene a [G,G], entonces H es
invariante y G/H es conmutativo. Reciprocamente supongamos que H es un sub-
grupo invariante de G y que G/H es conmutativo. Entonces de ab = ba (mod H)
se sigue que [a,b] = aba™'b™1 € H y, asi [G,G] C H. En particular se sigue de
todo esto que [G,G] = {1} si y sélo si G es conmutativo (lo que por otra parte es
obvio). Por la propiedad universal del cociente, si f es un morfismo de G en un

grupo conmutativo G’, entonces existe un tnico morfismo f”: [G—GG] — G’ tal que

el diagrama

G/[G,G]

donde 7 denota al epimorfismo candnico, conmuta. A G/[G,G] se lo llama el
abelianizado de G y a la propiedad mencionada recién propiedad universal del
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abelianizado de G. Por el comentario que precede a la Observacién 1.11.7, dado un

morfismo de grupos f: G — G’ existe un tnico morfismo f: [G?G] — [GflG,] tal que

el diagrama

G ! G’

Pk

G/[a, 6] —Ls o ier, a

donde 7 y 7' denotan a los epimorfismo canénicos, conmuta. Por tdltimo idg =
idg/ig,q) ysi f: G — G'y g: G — G" son dos morfismos de grupos, entonces

gof=gof.

El conmutador de un subgrupo con otro. Dados dos subgrupos H y K de
un grupo G definimos [H, K] como el grupo generado por los conmutadores [h, k|
con h € Hy k € K. Notemos [H, K| = {1} si y s6lo si todos los elementos de H
conmutan con los de K y que [K, H] = [H, K] ya que [k, h] = [h, k]~

Proposicién 1.12.3. Vale lo siguiente:
1) Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces f([H, K]) = [f(H), f(K)].
2) Si H y K son subgrupos caracteristicos de G, entonces [H, K| también lo es.

3) Si H y K son subgrupos normales de G, entonces [H, K] también lo es.

Demostracion. El item 1) es trivial. Veamos el item 2). Tomemos un automorfismo
f de G. Como H y K son subgrupos caracteristicos de G, sabemos que f(H) = H y
f(K)=Kyasi, f([H,K])=I[f(H), f(K)] = [H, K]. La demostracién del item 3)
es similar, pero tomando como f en automorfismo interior de GG, en lugar de uno
arbitrario. [J

Observacion 1.12.4. Si L es un subgrupo normal de G que contiene a [H, K],
entonces las imagenes de los elementos de H en G/L conmutan con las de los
elementos de K. FEl minimo L para el que pasa esto es claramente el minimo
subgrupo normal [H, K| de G que contiene a [H, K|. Denotemos con H y K a los

minimos subgrupos normales de H y K respectivamente. Dado que [H, K] C [H, K]

y que, por el item 3) de la Proposicion 1.12.8, [H, K| es un subgrupo normal de G,

es claro que [H, K| C [H, K].

Supongamos que H y K son subgrupos normales de un grupo G. Si f: G — G’
es un morfismo de grupos y los elementos de f(H) conmutan con los de f(K),

entonces existe un tinico morfismo f”: ﬁ — G’ tal que el diagrama

a f

e

G/[H, K]

G/

donde 7 denota al epimorfismo candnico, conmuta. Supongamos ahora que H y
K son subgrupos normales de un grupo G y que H' y K’ son subgrupos normales
de un grupo G’. Por el comentario que precede a la Observacién 1.11.7, dado un
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morfismo de grupos f: G — G’ tal que f(H) C H' y f(K) C K’, existe un tnico

morfismo f: [ H?K] =1 H,C?;(,] tal que el diagrama

G ! e

Lo,

G/[H, K] —G'/[H", K]

donde 7 y 7’ denotan a los epimorfismo candnicos, conmuta. Por ultimo vale que
idg = idg/(m,x] ¥ que si f es como arriba y g: G’ — G” es un morfismo de grupos
que satisface g(H') C H” y g(K') C K", donde H"” y K" son subgrupos normales
de G”, entonces go f =go f.

Subgrupos conjugados. Similarmente al caso de elementos decimos que dos sub-
grupos H y L de un grupo G son conjugados si existe € G tal que L = tHz~!. Es
claro que los ordenes de dos subgrupos conjugados coinciden. Veamos que también
los indices lo hacen. Fijemos x € GG y consideremos el automorfismo ®,: G — G
definido por ®,(y) = zyz~!. Por la Obsevacién 1.11.6, |G : ®,(H)| = |G : H| y
asi, para terminar la demostracién basta observar que ®,(H) = xHz~!. Ademas
la relacién, definida entre los subgrupos de G, por H ~ L si y s6lo si H y L son
conjugados, es claramente de equivalencia. En consecuencia, el conjunto formado
por los subgrupos de GG queda partido en clases, llamadas clases de conjugacion.
Es evidente que un subgrupo de G es invariante si y sélo si su clase de conjugaciéon
lo tiene a él como unico elemento. Notemos ahora que si H es un subgrupo de G,
entonces N = [, .o vH ™! es el méximo subgrupo normal de G que estd incluido
en H. En efecto, N es normal ya que

yNy*1 - ﬂ ymHmflyfl = m cHz ' = N,
zeG zeG

y la maximalidad de N se sigue de que si L C H es un subgrupo normal de G,
entonces L = xLz~! C xHx~! para todo x € G y asi, L C N. Notemos por 1ltimo
que si {g; }icr es un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H en
G, entonces N = (,¢; gz-Hgl-_l, ya que (g;h)H(g;h)™! = g;Hg; ', paratodoi € I y
todo h € H.

Observacion 1.12.5. Supongamos H es un subgrupo de G de indice finito n.
Denotemos con g1, ..., 9, a representantes de las coclases a izquierda de H en G y
con N a (i, giHg; '. Por la Observacion 1.6.5,

G/N| < []IG/g:Hg | =n"

i=1
FEsta desigualdad serda mejorada mds adelante.

El normalizador y centralizador. El normalizador y centralizador de un sub-
conjunto H de un grupo G son los subconjuntos Ng(H) y C(H) de G, definidos
por

Ng(H)={geG:9Hg '=H} vy
Cq(H)={9€G:ghg ' =h paratodohc H}
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Es inmediato que Cg(H) C Ng(H) son subgrupos de G. Ademés si g € Ng(H) y
g € Ng(H), entonces

_ _ _ _ _ —1 _ _
99’97 'h(gg'a ™) =gd' (g7 hg™ g g =g(g  hg )g = h,

para todo h € H, de manera de que Cg(H) es un subgrupo normal de Ng(H). Por
ultimo es claro de la definicion que

1) CG(H) = ﬂheH CG(h‘)a

2) H C Cg(H) si y solo si los elementos de H conmutan entre si y, en ese
caso, Cg(H) es el méximo subgrupo de G en el que los elementos de H son
centrales,

3) Si H es un subgrupo de G, entonces Ng(H) es maximo subgrupo de G en el
que H es normal.

Decimos que un subgrupo K de G normaliza a otro subgrupo H si K C Ng(H).
Similarmente decimos que K centraliza a H si K C Cg(H). Es facil ver que K
normaliza a H siy sélo si [H, K] C H y que centraliza a H siy sélo si [H, K] = {1}.
Supongamos que K normaliza a H. Dado que entonces H, K C Ng(H) y que H es
normal en Ng(H) tenemos que HK es un subgrupo de Ng(H) y, por lo tanto de
G. Ademés H es normal en Ng(H) y asi, H/(HNK)~ HK/H.

1.13.Producto directo de grupos. Si H y K son grupos, entonces sobre el
producto cartesiano H x K queda definida una estructura de grupo poniendo

(h,k)(h', k") = (RI , kE)

Es claro que (1,1) es el neutro de H x K y que (h,k)"' = (h"1 k7). A Hx K se
lo llama el producto directo de H y K. Es facil ver que las aplicaciones candnicas

tg: HxK —-H, ng:HxK-—>K, wg:H—-HxK y 1xg:K—HXxK,
definidas por
ma(h k) =h, wr(hk)=k wu(h)=(h1) v wx(k)=(1,k)

son morfismos de grupos que satisfacen

h=ny(u(h), k=rkx(k(k)) v (hk)=1tu(mu(h,k))ix(mK(h, k))
para todo h € H y k € K, y ademas

Ker(mp) = {1} x K =Im(tk) y Ker(rg) = H x {1} = Im(cq).
En particular la sucesién

LH TK

1 H Hx K K 1

es exacta (es decir que ¢y es inyectiva, 7 es sobreyectiva y Ker(mg) = Im(tg)) y
Lg ¥ T sSOn una seccion y una retraccion, respectivamente. El producto H x K,
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junto con los morfismos 7y y 7k, tiene la siguiente propiedad (que se denomina
propiedad universal del producto directo):

Si f:G— Hyg: G— K son morfismos de grupos, entonces existe un tinico
morfismo de grupos (f,g): G — H x K tal que el diagrama

I

H<""HxK™ sk

conmuta. Es decir que mg o (f,9) = fy mxo(f,9) =g.
En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea (f,g)(x) = (f(z),g(z)) y es claro
que con esta definicién (f, g) es un morfismo de grupos que satisface las igualdades
mencionadas arriba. Es también claro que Ker(f, g) = Ker(f) N Ker(g).

Notemos que la propiedad universal del producto directo dice simplemente que
para todo grupo G, la aplicacién

U: Hom(G, H x K) — Hom(G, H) x Hom(G, K),
definida por ¥(p) = (7 o ¢, Tk © ), es biyectiva.

Observacidn 1.13.1. El orden de un elemento (h,k) de H x K es igual al minimo
de los multiplos comunes de los ordenes de h y k. En efecto, dado que (h,k)" =
(h™, k™), vale que (h, k)" =1 siy sélo si k" =1 y k™ = 1.

Observacion 1.13.2. Supongamos que H y K son subgrupos normales de un grupo
G y denotemos conty: G — G/H yrg: G — G/K alas sobreyecciones candnicas.
G

Por lo que acabamos de ver (tg,mx): G — % X % es un morfismo con nicleo

wgual a HN K. Afirmamos que este morfismo es sobreyectivo si y solo st HK = G.

Supongamos primero que se cumple esta condicion y tomemos (g,g') € % X %,
donde g denota a la clase de g € G en G/H y ¢ ala de ¢ € G en G/K. Por

hipétesis existen h,h' € H y k, k' € K tales que g = hk y ¢’ = h'k" y asf,

(i (W), 7 (W'k)) = (w (k) i (R') = (w (hk), 7 (W'E)) = (3, 9),

de modo de que la imagen de (7T, TK) €s % X % Supongamos ahora que (T, Tk )

es sobreyectivo. FEntonces dado g € G existe k € G tal que (rg(k),7x(k)) =
(mg, i) (k) = (g,1), donde § denota a la clase de g € G en G/H. Pero entonces
i (k) =1y mg(k)=mg(g) lo que significa que k € K y que existe h € H tal que
g = hk.

Observaciéon 1.13.3. Si f: H — H' y g: K — K' son morfismos de grupos,
entonces por la propiedad universal del producto directo queda definido un unico
morfismo de grupos f x g: H X K — H' x K’ tal que g o (f X g) = fomg y
mr o (f X g) = gomk. Estas igualdades se expresan también diciendo que los
cuadrados

Hx K% g« g Hx KL% g g
lﬂ'H lTrH/ Yy lTrK lﬂK/
A K—2 g

conmutan. Es claro que (f x g)(h,k) = (f(h),g(k)).
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Observacion 1.13.4. Vale lo siguiente:
1) ldH X 1dK = ideK.
2)Sif:H—-H yf:H —H" g K—>K yqg: K — K" son morfismos de
grupos, entonces (f' x g')o(f xg)=(fof)*x (g 0og).
Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del producto directo, pero
también sale por célculo directo. [

Equivalencia de sucesiones exactas cortas. Una sucesién exacta corta de gru-
pos es una sucesion exacta de la forma

% ™

1 H G K 1

Decimos que la sucesion exacta corta de arriba y la sucesién exacta corta

./ /
7 U

1 H G’ K 1

son equivalentes si existe un morfismo ¢: G — G’ tal que el diagrama

1 0 G K 1
lldH l‘ﬁ lldK
1 "k 1

conmuta (es decir tal que poi =i y ' o p = 7). Afirmamos que entonces ¢
es un isomorfismo. Veamos primero que es inyectiva. Supongamos que ¢(g) =
1. Entonces m(g) = 7'(¢(g)) = 1y, por la exactitud de la primera fila, existe
h € H tal que g = i(h). Pero entonces 1 = ¢(g) = ¢(i(h)) = i'(h) y, como i’
es inyectiva, h = 1. En consecuencia g = i(h) = i(1) = 1. Veamos ahora que
@ es sobreyectiva. Tomemos ¢’ € G'. Como 7 es sobreyectiva existe g € G tal
que 7(g) = 7'(g'). Por lo tanto 7'(p(g)~tg") = m(g9)~'7'(¢') = 1 y asi, por la
exactitud de la segunda fila, existe h € H tal que ¢(g)"'¢g’ = i/(h), de donde
g =v(9)i"(h) = p(g)p(i(h)) = p(gi(h)). Es facil ver ahora que la relacién definida
entre sucesiones exactas cortas con extremos H y K, diciendo que son equivalentes si
lo son en el sentido mencionado arriba, es verdaderamente de equivalencia. Notemos
que si dos sucesiones como las mencionadas arriba son equivalentes, entonces i es
una seccién si y sélo si i’ lo es y, similarmente, 7 es una retraccién si y sélo si 7 lo
es. A continuacién caracterizamos las sucesiones exactas cortas tales que el primer
morfismo no necesaramente trivial es una seccion.

Proposicion 1.13.5. Si

% T

1 H G K 1

es una sucesion exacta y si existe r: G — H tal que r o1 = idy, entonces hay un
isomorfismo p: G — H x K tal que el diagrama
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conmuta. En consecuencia w es una retraccion.

Demostracion. Tomemos ¢ = (r, 7). Por definicién

p(i(h)) = (r(i(h)), m(i(h))) = wu(h) vy 7x(p(9)) = 7k (r(g),7(9)) = 7(9),

de modo de que el diagrama mencionado arriba conmuta. [

Hay otra propiedad universal relacionada con H x K. Notemos que las aplica-
ciones canédnicas ty: H — H X Ky 1x: K — H x K satisfacen vy (h)ig (k) =
ti(k)eg(h) paratodo h € Hy k € K. El producto H x K, junto con los morfismos
Ly Lk, tiene la siguiente propiedad:

Si f: H— Gyg: K— G son morfismos de grupos que satisfacen f(h)g(k) =

g(k)f(h) paratodo h € Hy k € K, entonces existe un inico morfismo de grupos

fg: H x K — G tal que el diagrama

G

P

H-YsHxK<X"§g

conmuta. Es decir que (fg)otyg = fy (fg) otk =g.
En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea

(fg)(h, k) = (fg)((h, 1)(1, k) = (f9)(err (R))(f9)(ekc (K)) = f(R)g(k).

Veamos que la aplicacién fg es un morfismo de grupos:

(fg)((h7 k)(h/7 k/)) = (fg) (hh,v kk/)

Es claro que fg satisface las igualdades mencionadas arriba y es claro también que

Im(fg) = Im(f) Im(g).

Observacion 1.13.6. Supongamos que H y K son subgrupos de un grupo G y que
los elementos de H conmutan con los de K (es decir que hk = kh para todo h € H
y k € K). Por la propiedad universal que acabamos de ver existe un morfismo
¢: Hx K — G que estd definido por ¢(h,k) = hk. Es claro que Im(p) = HK y
que Ker(p) = {(z,27 ) :2 € HNK} ~ HN K. En particular ¢ es un isomorfismo
siysolosi HK =G y HN K ={1}.

Teorema 1.13.7. St H y K son subgrupos normales de un grupo G son equiva-
lentes:
1) HNK = {1},
2) La aplicacion ¢: H x K — G, definida por ¢(h,k) = hk es un morfismo
nyectivo.
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3) Cada elemento de HK se escribe de manera inica como un producto hk con
heHykekK.

4) El1 (que claramente estd en HK ) satisface la propiedad mencionada en el
item 3).

Demostracion. Veamos que 1) implica 2). Tomemos h € H y k € K. Dado
que H y K son normales, h(kh=1k~') = (hkh=')k~! € HN K y asi, por hipétesis,
hkh='k~! =1, lo que implica que hk = kh. Por la Observacién 1.13.6, la aplicacién
¢: Hx K — G, definida por ¢(h, k) = hk es un morfismo inyectivo. Es claro que 2)
implica 3) y 3) implica 4). Veamos ahora que 4) implica 1). Tomemos g € H N K.
Dado que el 1 de G se escribe como 1 =1glg yl=gg tesg=1. 0

Ejemplo. Supongamos que (g) es ciclico de orden n = af3 con « y 3 coprimos.
Afirmamos que (g%) N {g°) = {1}. En efecto, si g°" = ¢’%, entonces ar = s
(mod n) y ast, como « y 3 coprimos, B divide a r, lo que implica que g*" = 1. Por
lo tanto la aplicacion
¥ (g%) x (¢°) — (9),

definida por 1 (g°", g%%) = g°"gP* = g®" TP es un morfismo inyectivo y asi, por
cuestiones de cardinabilidad, también sobreyectivo. Notemos que esto implica que
la funcion ¢: N — N de Euler, satisface ¢p(n) = ¢(a)p(B). En efecto esto se
sique de que ¢(n), ¢(a) y ¢(B) son la cantidad de generadores de {g), (g°) y (g®),
respectivamente, y de que

w(gar’gﬁs) genera (g) < (garagﬂs) genera (g%) x <9B>
& (9o, g%°) tiene orden n
& g tiene orden B y ¢°° tiene orden a

& g°" genera (¢%) y g°° genera (g°).

Observacion 1.13.8. Combinando la Observacion 1.13.2 y el Teorema 1.153.7
obtenemos que si H y K son subgrupos normales de un grupo G, entonces HNK =
{1} y HK = G si y sdlo si las aplicaciones
G G

p: Hx K —G vy w.G%EXE
definidas por ¢(h,k) = hk y ¥(g9) = (vu(9),7x(g9)), donde 7y: G — G/H y
i : G — G/K denotan a las sobreyecciones candnicas, son isomorfismos. Es facil
ver que la composicion de estos isomorfismos identifica a H x {1} con {1} x % y
a {1} x K con & x {1}.
Observacion 1.13.9. Supongamos que H, K y L son tres grupos. Es claro que
las aplicaciones a: (Hx K)xL — Hx(KxL)yp: HxK — KxH, definidas por
a((h,k),l) = (h,(k,1)) y B(h,k) = (k,h), son isomorfismos naturales de grupos.
Esto ltimo por definicidn significa que si ¢: H — H', p: K — K" y: L — L’
son morfismos de grupos, entonces los diagramas

(Hx K)x L —*—=H x (K x L) HXK—'G)KXH
l(d’X‘P)Xd} l¢’><(50><1/’) Yy lqﬁXgo lgox¢
(H' x K') x L' —%> H' x (K' x L) H x K —2 =K' x H)

conmutan.
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Teorema 1.13.10. Si Hy,...,H, son subgrupos normales de un grupo G son
equivalentes:

1) HiN(Hy---H;i—1) = {1} para todo 1 < i <mn,

2) La aplicacion ¢: Hy X --- x H, — G, definida por ¢(hy,...,h,) = hy---hy
es un morfismo inyectivo de grupos.

3) Cada elemento de Hy---H, se escribe de manera unica como un producto
hi---h, con h; € H;, para todo 1 <1 <mn.

4) El1 (que claramente estd en Hy --- Hy, ) satisface la propiedad mencionada en
el item 3).

Demostracién. Veamos que 1) implica 2). Hacemos la demostracién por induccién
en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que n > 1 y que el resultado vale
para n — 1, de manera que la aplicacién ¢': Hy x --- x H,_1 — G, definida por
¢'(hiy... hp—1) = hy--+hy,_1, es un morfismo inyectivo. Dado que por el Teo-
rema 1.13.7, también lo es la aplicacién ¢’ (Hy --- H,—1) X H, — G, definida por
¢"(h,hy,) = hh,, el resultado se sigue entonces de que ¢ = ¢” o (¢' x idy, ). Es
claro que 2) implica 3) y 3) implica 4). Vemos ahora que 4) implica 1). Tomemos
hi € H;N(Hy---H;_1) y escribamos h; = hy---h;—1 con h; € H; para todo
1 <j <. Dado que el 1 de G se escribe como 1 =1p, ---1gy, y 1 =h; - --hz;lhi_l
yasi h =1. U

Corolario 1.13.11. St Hy, ..., H, son subgrupos normales y finitos de un grupo
G y |H;| es coprimo con |H;| para todo i # j, entonces la aplicacion

¢: Hy x---x H, — G,
definida por ¢(hy, ..., hy) = hy -+ hy, es un morfismo inyectivo de grupos. Ademdas
¢ es un isomorfismo si y solo si |G| = |Hy|---|Hp|.

Demostracion. Por la Proposicién 1.6.8, |Hy -+ H;—1|/|H1|---|H;—1| y, en conse-
cuencia, es coprimo con |H;|. Por lo tanto H; N (Hy---H;—1) = {1} para todo
1 <4 < nyasi, por el Teorema 1.13.11, ¢ es un morfismo inyectivo. Es claro ahora
que ¢ es un isomorfismo si y sélo si |G| = |Hy|---|H,|. O

1.14.Producto semidirecto. A continuacién generalizamos el producto directo.
Recordemos que si H es un grupo, entonces el conjunto Aut(H) de los automorfis-
mos de H, es un grupo con el producto dado por la composicion. Asi, si K es otro
grupo, podemos considerar los morfismos de grupos

¢: K — Aut(H).

Fijemos uno de estos morfismos y escribamos k-4 h en lugar de ¢(k)(h) o incluso
k-h si ¢ estéa claro. Que ¢(k) sea un morfismo de grupos significa que

k-(hh') = (k-h)(k-h') y k-1=1  paratodoke Ky h,h € H,
y que ¢ sea un morfismo de grupos que

(kk"Y-h=Fk-(K'-h) y 1-h=h  paratodo k,k'€ Ky he H.
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Notemos qua las condiciones k-1 = 1 y 1-h = h son redundantes. El producto
cartesiano H x K, con la operacion

(h, k) (I, k') = (h(k-}), kK

es un grupo con neutro (1, 1) e inverso dado por (h,k)~! = (k=1-h=1 k™1). A este
grupo lo llamaremos producto semidirecto de H y K asociado a ¢ y lo denotaremos
H x4 K. Veamos primero que H x4 K es asociativo. En efecto

((h k)W, K")) (W k") = (h(k-R"), kE")(R" k") = (h(k-R")((kK')-h"), kK'k")

(h,k)((h',k’)(h”, k”)) = (h,k)(R' (K" -n'"),K'E") = (h(k-(h’(k'-h”)), kk’k”),
que coinciden ya que
k- (B'(K'-h") = (k-h') (k- (K'-1")) = (k-1")((kK')-h").

Por la Proposicién 1.3.2, para terminar la demostracién es suficiente ver que (1, 1)
es neutro a izquierda de H x4 K y que (k='-h™1 k™1) es inverso a izquierda de
(h, k), pero

(1L, )R, K" = (1(1-R)), 1K) = (W, k')

(k~'n N kY (hk) = (7R (K1 R), k) = (K71 (R 1h), 1) = (1,1).

Proposicion 1.14.1. Vale que:
1) H x {1} es un subgrupo normal de H x4 K,

2) {1} x K es un subgrupo de H x4 K,

3) (Hx{1})n({1} x K) ={1} y (H x {1})({1} x K) = H x4 K,
4) Hay una sucesion exacta de morfismos de grupos

1 H—>HxsK-—"sFK 1,

que estd definida por i(h) = (h,1) y w(h,k) = k. Ademds 7 es una retraccion
con inversa a derecha s: K — H x4 K definida por s(k) = (1, k).

Demostracion. 1) y 2) se siguen por calculo directo, ya que

(h, k)R, 1) (h, k)™ = (h(k-1), k) (k=1 -h~ 1 B
= (h(k-R')(k-(k~"-h™1)), kk™1)
= (h(k-R")((kk™')-h™1),1)
= (h(k-h")n~',1)

(1,K)(1,K) = (L(k-1), kk') = (1, kK').
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3) Es claro que (H x {1}) N ({1} x K) = {1} y que (H x {1}){1} x K) = H x4 K
se lo deduce de que (h,1)(1,k) = (h(1-1),k) = (h, k).
4) Es inmediato que 7 y s son morfismos de grupos, que mos = idi y que Ker(7) =
Im(i). Como

(h,1)(h';1) = (R(1-h"),1) = (hI', 1)

también ¢ es un morfismo de grupos. [
A continuacién vamos a caracterizar la sucesiones exactas cortas

A g

1 H G K 1

en las que 7 es una retraccién. Supongamos por lo tanto que este es el caso y fijemos
un morfismo s: K — G tal que m o s = idg. Llamemos ¢: K — Aut(H) a la apli-
cacién definida por i(¢(k)(h)) = s(k)i(h)s(k)~! (notemos que m(s(k)i(h)s(k)™1) =
m(s(k))m(i(h))m(s(k))~ = k1k~! = 1 y que por lo tanto s(k)i(h)s(k)~! € Im(37)).
Es claro que ¢(k) es un morfismo ya que
i(p(k)(hh")) = s(k)i(hh")s(k) ™"
= (s(k)i(h)s(k)~")(s(k)i(h")s(k) ™)
i(o(k)(h))i(o(k)(R))
= i(o(k)(h)(k)(h"))
v que ¢(k) es biyectiva con inversa ¢(k™!) ya que

i(¢(k™")((k)(h) = s(k™)i(¢(k)(h)s(k) = s(k~")s(k)i(h)s(k~")s(k) = i(h).

Ademds ¢: K — Aut(H) es un morfismo de grupos, pues

i(@(kE") (1))

s(kk)i(h)s(kk') ™!
(K)s(k")i(h)s(k") " s(k) ™!
(k)i((k")(h))s(k) ™"
(o(k) (p(K) ().

Proposicién 1.14.2. La aplicacion ¢: H x4 K — G, definida por

S

I
VAl

]

p(h, k) = i(h)s(k)
es un morfismo de grupos que hace conmutativo al diagrama

LH TK

1 H H x4y K K 1
lidH lgo lld}(
1 H——>G—" > K 1

En particular ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Es claro que

plim(h) = @(h,1) = i(h) y m(p(h,k)) =mn(i(h)s(k)) = (i(h))m(s(k)) =k,
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de modo de que el diagrama conmuta. Resta ver que ¢ es un morfismo de grupos,
pero

p((h, k(W' K)) = o(h(k-h'), kE')

|
~.

|

~
~~ T~/

>

N

.

—~
~

. .

~

»

&

V)

L

~

como queriamos ver. []

Ejemplo. Supongamos G tiene un subgrupo normal H y un subgrupo K tales que
HNK = {1}y y HK = G. Entonces G/H = HK/H ~ K/(HNK) = K. De
manera de que hay una sucecion exacta corta

T

1 H G K 1,

donde la primera flecha es la inclusion candnica y w: G — K estd definida por
w(hk) =k para todo h € H y k € K. Es claro que la inclusion canénica de K en G
es una seccion de w. Asi, por lo que hemos probado, la aplicacion ¢: H x4 K — G
dada por p(h, k) = hk, donde ¢p: K — Aut(H) estd definido por ¢(k)(h) = khk™1,
es un isomorfismo de grupos que hace conmutativo al diagrama

1 H—EsHxy K55 i 1
l/idH ltp lidK
1 H G———K 1

Ejemplo. Para cada n denotemos con C,, al grupo ciclico de orden n. Considere-
mos el morfismo
¢Z 02 — Aut(C’n),

definido por ¢(1)(g) = g y ¢(z)(g) = g~*, donde x denota al generador de Cs. Es
facil ver que Cy, x4 Cy es el grupo diedral D,,. Una construccién andloga puede
hacerse reemplazando C,, por un grupo abeliano arbitrario.

Ejemplo. Denotemos con H = (z) y K = (y) a dos grupos ciclicos de ordenes
n y m respectivamente. Fijemos un entero r tal que r™ = 1 (mod n). Notemos
que esto implica que v y n son coprimos. Para cada 0 < i < m consideremos la
aplicacion ¢(y*): H — H definida por ¢(y*)(a) = a” . Es claro que ¢(y*) es un
morfismo de grupos dado que

$(y)(ab) = (ab)” = a" b = p(y")(a)d(y") (D).

Ademds ¢(y") es inyectiva ya que a’ = é(y')(a) = 1 implica que |a| divide a r® y
como |a| divide an yr® yn son coprimos, de esto se sigue que |a] =1 y asi a = 1.
Como H es finito ¢(y*) también es sobreyectiva. Afirmamos que la aplicacién

¢: K — Aut(H)
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es un morfismo de grupos. En efecto
. . . . 7/+_7 J 7 . .

o'y’ )(a) =y )(a) =a" " =(a")" = d(y")(d(y')(a)),
donde la sequnda igualdad se sigue de que si i+ j > m y denotamos con 1., (i + j)
al resto de la division de i + j por m, entonces

¢(yz+])(a) _ aqﬂ'm(i-i-j) _ arm,,ﬂ“m(lﬂ-]) _ arm+7’m(i+j) _ aTi+j’
siendo la sequnda igualdad verdadera debido a que r™ = 1 (mod n) y a” 1.
Podemos entonces considerar el producto semidirecto H x4 K. FEscribamos T en
lugar de (z,1) ey en lugar de (1,y). Claramente H x4 K estd generado por T e
Yy yademds T =1, y" =1 yyxr = T'y. Notemos finalmente que todo esto se
puede generalizar facilmente al caso caso en que H es un grupo abeliano finito de
exponente n.

Observacion 1.14.3. Supongamos que tenemos una equivalencia de extensiones

1 H-—2sHx, K25k 1
lid]{ l‘? lid]{
1 H-—>Hxy K5 g 1

Por la conmutatividad del sequndo cuadrado,
Tr(p(L k) =7 (1, k) =k
y ast existe f: K — H tal que p(1,k) = (f(k),k). En consecuencia, dado que por
la conmutatividad del primer cuadrado,
¢(h,1) = ¢(eu(h)) = vu(h) = (h, 1),

tenemos que

p(h k) = @((h,1)(1,k)) = (h, 1)p(1, k) = (h, 1)(f(k), k) = (hf(k), k).
Asi
((h ) (WS K)) = (Rl ), k') = (R(k-o ') F (K, k)

p(h k)p(W k') = (hf (k) k)(W f(K'), k") = (hf (k) (k- (R f(K))), kK').
Por lo tanto el hecho de que ¢ es un morfismo de grupo se traduce en que
(k) f(kE") = f(k)(K-y (R f(K))).

Tomando h' =1 y k' =1 obtenemos respectivamente que

(2) fRE) = f(R)(ky f(K)) y  (koh)) (k) = f(R)(k-yh).
Notemos que lo primero implica que f(1) = 1, ya que tomando k = k' = 1 obten-

emos f(1) = f(1)(1- f(1)) = f(1)f(1) y que la igualdad f(1) =1 la hemos usado
para obtener la sequnda condicion. Reciprocamente si valen estas dos condiciones,
entonces

(keoh) f (k') = (ke h!) f (k) (ko f (K')) = £ (k) (k-oh') (ke f(KT)) = f () (ke (R f (K))).
Notemos que la seqgunda de las condiciones (2) se puede expresar como

o(k) (W) = f(k)y(k)(R') f (),
lo que dice que ¢(k) = @y 0 (k), donde @y es el automorfismo interior de H
asociado a f(k).



32 TEORIA DE GRUPOS

2. GRUPO DE PERMUTACIONES

En esta seccién vamos a estudiar el grupo de permutaciones S,,. Ya sabemos que
el orden de este grupo es n!. Una manera usual de denotar una permutacién o es

la siguiente:
U:<0(11) 0(22) . azln))

Para abreviar vamos a denotar con X al conjunto {1,...,n}, de modo que S,, = Sx.
Dado o € S,, y x € X decimos que o fija x si o(x) = z y que lo mueve si o(z) # x.
Dos permutaciones o y 7 son disjuntas si cada x € X movida por una de ellas
es dejado fijo por la otra. Es facil ver que dos permutaciones disjuntas conmutan
entre si y que si una permutacién o se escribe como un producto ¢ = o1 0--- 00,
de permutaciones disjuntos dos a dos, entonces el conjunto de los puntos movidos
por o es igual a la union disjunta de los conjuntos de puntos movidos por cada o;.

2.1.Estructura ciclica. Una permutacion o es un r-ciclo si existen 41,...,%, € X
distintos, tales que o deja fijos los elementos de X \ {i1,... 4.}y

U(il) = ’iQ, U(ig) = ig, ceey O'(Z.T_l) = Z.T y O'(’L'r) = ’il.
A o la vamos a denotar con el simbolo (i1, ...,4,). Notemos que
o = (iQ,...,iT,il) = (ig,...,ir,il,ig) == (i’r’7i17"'7i7'—1)'

El niimero r que aparece en la definicion anterior es claramente el orden de o. En
particular el tnico 1-ciclo es la identidad. A los 2-ciclos se los suele llamar también
transposiciones. Es inmediato que la cantidad de r-ciclos es n(n—1) ... (n—r+1)/r.

Teorema 2.1.1. Toda permutacion o se escribe como un producto de ciclos dis-
guntos dos a dos (y que por lo tanto conmutan entre si). Ademds el orden de o
es el minimo de los maultiplos comunes de los ordenes de los o;’s y esta escritura
es unica, salvo el orden en que aparecen sus factores, si se pide que los ciclos que
aparecen en ella sean distintos de la identidad.

Demostracion. Veamos la existencia. Hacemos induccién en la cantidad k de ele-
mentos de X que son movidos por o. Si k = 0, entonces o = id, que es un 1-ciclo.
Supongamos que k > 0 y que el resultado vale para permutaciones que mueven
menos que k elementos. Tomemos i; € X tal que o(i1) # i1 y definamos iy = o(i1),
i3 = o(i2), i4 = o(i3), etcetera. Denotemos con r al minimo niimero natural tal
que i,41 € {i1,...,i.} (este r existe pues X es finito). Es claro que i,11 = i1, pues
si fuera i,41 = i; con j > 1, tendrfamos que o(i,) = i,41 = i; = 0(ij_1), lo que
contradice la inyectividad de o. denotemos con o7 al r-ciclo definido por

01(i1>:i2,01(i2):i3,...,Ul(ir_l):ir y Ul(iT):il.

Es claro que el conjunto de los puntos fijados por o7 16 o es la unién disjunta de
{i1,...,4,} con el conjunto de los puntos fijados por o. Asi, por hipétesis inductiva
01_1 oo =090---00g4, donde os,...,05 son ciclos disjuntos. Como el conjunto de
los puntos movidos por g9 0--- 00, es igual a la unién disjunta de los conjuntos de
puntos movidos por cada o; con 1 < i < s, sabemos que {i1,...,4,} es dejado fijo
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por cada o; con 1 < i< sy asi,c =010---00, es un producto de ciclos disjuntos
dos a dos. Veamos ahora la unicidad. Supongamos que

!/

/
O-lo...oO-S:J:o'lo'--OO'S/.

son dos productos de ciclos de ordenes mayores que 1 y disjuntos. Tomemos i

movido por o1. Entonces i1 es movido también por algin o} y, como los o} conmutan

entre si, podemos suponer que i = 1. Es facil ver que 0¥ (iy) = % (i1) = o}"(i1) para

todo k € N. Pero entonces 01 = 0} y asi, 090---005 = g40---00,,. Un argumento

inductivo muestra ahora que s’ = sy que {o2,...,05} = {05,...,0% }. Denotemos

con r; al orden de o, con 7’ al de ¢ y con r al minimo de los multiplos comunes

de los r;’s. Resta ver que r =1’. Dado que 0" =o{ o --- 00} = id, tenemos que 7’
/ /

. . . NN

divide a r. Por otro lado, si i; es movido por o;, entonces o7 (i;) = o (i;) = iy,
de manera que r; divide a r’ para todo 1 < j < sy asi r divide ar’. O

Por ejemplo del teorema anterior se sigue que los elementos de S4 que son un
2-ciclo o producto de dos 2-ciclos disjuntos tienen orden 2, los 3-ciclos tienen orden
3 y los 4-ciclos, orden 4.

Escribamos una permutacién ¢ como un producto de ciclos disjuntos dos a dos
0 = 010---00s y denotemos con r; al orden de o; con 1 < j < s. Podemos
suponer que 11 < 19 < --- < rg. Claramente r1 +---+rs <nyn—ry — - —1rg
es la cantidad de puntos fijos de o. Denotemos con a; a esta cantidad y con o,
para 1 < j < n, a la cantidad de j-ciclos que aparecen en {o1,...,05}. En otras
palabras a; = #({i : r; = j}. Es claro oy + 29 + --- + na,, = n y que hay una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de los r; < ro < --- < rg tales que
ro+---+rs <nyeldelos aj,...,a, > 0 tales que a; + 2a5 + - - + na,, = n.
A la sucesién (aq, ..., a,) la vamos a denominar la estructura ciclica de o. Vale lo
siguiente:

Teorema 2.1.2. Dos permutaciones son conjugadas en S, si y solo si tienen la
misma estructura ciclica.

Demostracion. Claramente si (i1,...,7,) es un r-ciclo y 7 es una permutacién ar-
bitraria, entonces

TO(’il,...,ir)OT_l = (7(i1),...,7(ir)).

Asi, si o se escribe como un producto de ciclos disjuntos dos a dos en la forma

0 = 0y0---00,, entonces Tooc o7 ' = (Toogjo7 Y o---o(roo,071)

tiene la misma estructura ciclica que o. Supongamos ahora que o y ¢’ son dos
permutaciones que tienen la misma estructura ciclica.

0= (91, yry) O (Gpryg1yevsbry) O O (Ipy y41s-vnyip,)

U/:(i/1a~--»i;~1)O(@';1+17---7i;~2)0"'0(i25,1+1a~-->i;«3)-

Es claro entonces que si 7 € S, estd definida por 7(i;) = ¢} para 1 < j < rgy
7(i)=1disiie€ X\ {i1,...,is}, entonces Tooco7 L =¢'. O
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Por el teorema anterior cada clase de conjugacion de S,, se corresponde con la
estructura ciclica (aq,...,a,) de cada uno de sus elementos o y asi la cantidad
de clases de conjugacion de S,, es igual a la cantidad de sucesiones a;,...,a, >0
que satisfacen a; + 2a9 + -+ + nay, = n. Para 1 < j < n, escribamos p; =
aj + -+ ay,. Entonces g > o > -+ > pp y i1 + -+ + pb, = n. Reciprocamente
dada una sucesién p1 > pg > -+ > u, tal que gy + -+ + g, = n, podemos definir
o = [t — fjt+1, para 1 < j <ny o, = p, y claramente oy + 209 + - - + noy, =
11+ -+p, = n. Como estas asignaciones son inversa una de la otra obtenemos que
la cantidad de de clases de conjugacion de S,, es igual a la cantidad de particiones
1 > o > -+ > iy de n. Como ejemplo consideremos Ss. Las particiones de 5 son
(1,1,1,1,1), (2,1,1,1), (2,2,1), (3,1,1), (3,2), (4,1), (5) y asi, S5 tiene 7 clases de
conjugacion. Por tltimo la cantidad de elementos que tiene la clase de conjugacion

de S,, correspondiente a la estructura ciclica (aq,...,ay,) es
|
) 20y 1
121 12%2a5! . . . n% !

En efecto, esto se sigue de que cada j-ciclo se puede obtener de j formas distintas

(irseoyiy) = (s oosigyin) = - = (i5,00, 5 55-1)

y que si permutamos entre si los «; ciclos de orden j obtenemos la misma per-
mutacién de S,,. La expresién (*) es conocida como férmula de Cauchy.

2.2.Generadores de S,,. Un célculo directo muestra que

(i1,...,%r) = (i1,4p) 0 (i1,4p—1) 0 - - - 0 (41, 12)

(L,21) o (1,45) o (1,i1) = (i1, %5)-
Como cada permutaciéon es producto de ciclos se sigue de esto que S,, estd generado
por las transposiciones (1,2),(1,3),...,(1,n). Dado que ademds tenemos que
(i,i+1)0(1,4) 0 (4,i+1) = (1,i+ 1),
un argumento inductivo muestra que transposiciones (1,2),(2,3),...,(n — 1,n)
también generan a S,,. Por tultimo usando la igualdad
(1,...,n)" to(1,2)0(1,...,n) """ = (4,5 + 1),
vélida para 1 < i < n — 1, obtenemos que S,, estd generado por (1,2) y (1,...,n).

2.3.Paridad de una permutacién. Subgrupo alternado. Vamos a definir un
morfismo sobreyectivo sg de S,, en el grupo ciclico con dos elementos {+1}. Este
morfismo sg se llama el signo y su nicleo es un subgrupo normal de indice 2 de S,,,
que se llama el grupo alternado A,,. El orden de A,, es claramente n!/2.

Una factorizacién de una permutacién o de S,, como producto de ciclos disjuntos
0=010...00;,

es completa si contiene un 1-ciclo por cada elemento de X fijado por sigma. Asi,
s = a1+ -+ ay,, donde (a1,...,q,) es la estructura ciclica de o. Definimos el
signo sg(o) de o como (—1)"~%.
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Lema 2.3.1. Si k,l > 0, entonces

(a,b)o (a,c1,... ¢k, b,dy,...,d)) = (a,c1,...,¢) 0 (bydy,...,d)

Demostracion. Sale por calculo directo. [

Teorema 2.3.2. La aplicacion sg: S, — {£1} es un morfismo sobreyectivo de
grupos.

Demostracion. Es claro que sg es sobreyectiva ya que sg(id) = 1 y sg(1,2) = —1.
Veamos que es un morfismo de grupos. Tomemos o y 7 en S,, y escribamos 7 como
un producto de transposiciones 7 = 1 0---o7,.. Denotemos con ¢ = g10---005 a la
factorizacion completa de o como producto de ciclos disjuntos. Vamos a probar por
induccién en r que sg(7 o 0) = sg(7)sg(o). El caso r = 0 es trivial ya que significa
que 7 = id. Supongamos ahora que r = 1 y que 7 = (a,b). Si a,b aparecen en un
ciclo o;, entonces podemos suponer que ¢ = 1, y del Lema 2.3.1 se sigue facilmente
que Tooy se escribe como producto de ciclos disjuntos en la forma ooy = oj ool y
que la factorizacién completa de Too es o} oo 0og0- - -00,. En consecuencia, en este
caso, sg(too) = (=1)" =51 = (=1)»~ (=D (_1)"=% = sg(7) sg(c). Similarmente si
a, b aparecen en un ciclos distintos o; y o, entonces podemos suponer que i = 1y
j =2,y del Lema 2.3.1 se sigue facilmente que 7 o o1 0 05 es un ciclo o’ y que la
factorizacién completa de Too es Too = 0’ 0oo30---00,. Por lo tanto, en este caso,
sg(too) = (=1)" st = (=1)»~(»=1(—1)"=% = sg(7)sg(c). Supongamos ahora
que r > 1 y que el resultado vale para permutaciones 7 que se escriben como un
producto de menos que r transposiciones. Entonces

sg(too)=sg(rpo---om.00)
= —sg(rpo---o0T.00)
= —sg(r2o---07)sg(0)
=sg(ri0---07)sg(0)
= sg(7) sg(0),
donde la segunda y cuarta igualdad se siguen del caso r = 1 y la tercera de la
hipdtesis inductiva. [

Vamos a decir que una permutacion es par si su signo es 1 y que es impar si es
—1. Asi A, es el subgrupo de S, formado por las permutaciones pares. Notemos
que por definicion

sg(i1- .-, ir) = (=1)" 7D = (—1)7!

y, por lo tanto, un r-ciclo estd en A, si y solo si r es impar.

Observacion 2.3.3. La aplicacion 6: S,, — A, 42, definida por

o St 0 es par,
0(o) = : .
ogo(n+1,n+2) sio esimpar,

es un morfismo inyectivo de grupos.
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Proposicion 2.3.4. A,, estd generado por los cuadrados de los elementos de S,,.

Demostracion. Es claro que (62 : 0 € S,,) C A, ya que sg(0?) = sg(0)? = 1 para
todo o € S,,. Para ver la inclusion reciproca es suficiente probar que el producto
de dos transposiciones es un cuadrado y esto se sigue de que

(a,b) o (a,c) = (a,b,c)*> y (a,b)o(c,d) = (a,c,b,d)?,
donde a, b, c,d € X son elementos distintos. [
Teorema 2.3.5. A,, estd generado por (1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n).

Demostracion. Sin < 3 el teorema es trivial. Supongamos que n > 3. Es claro que
todos los 3-ciclos estan a A,,. Afirmamos primero que A, estd generado por ellos.
En efecto, esto se sigue de que

(a,b) o (a,c) = (a,e,b) v (a,b)o(c,d) = (a,b,c)o(b,e,d)

donde a,b,c,d € X son elementos distintos. Dado para cada terna a,b,c € X de
elementos distintos de 1, tenemos que

(a,b,c) = (1,¢,b) o (1,a,b) o (1,a,c),

para terminar la demostracin es suficiente ver que cada 3-ciclo (1,a,b) con a # 2
se expresa como un producto de 3-ciclos de la forma (1,2,47) con 3 < i < n, y esto
es asi, ya que

(1,a,2) = (1,2,a)* y (1,a,b) = (1,2,0)* 0 (1,2,a) o (1,2,b)
para cada par a,b € X de elementos distintos de 1 y 2. [
Teorema 2.3.6. A, estd generado por {(i,i+1)o (4,j+1):1<i<j<n}.

Demostracion. Es claro que cada permutacion de la forma (i,i+1)o(j,j+1) estd en
A,,. Por el Teorema 2.3.5, es suficiente ver que cada 3-ciclo (1,2,1), con 3 <[ <n,
estd en el subgrupo H de A,, generado por las permutaciones (i,7 4+ 1) o (j,j + 1),
donde 1 <17 < j < n. La demostracién de este hecho sale facilmente por induccién
en n, usando que (1,2,3) = (1,2) 0 (2,3) y

((1,2) 0 (n,n+1) 0 (1,2,n) 0 (1,2) 0 (n,n+1))* = (1,n+1,2)> = (1,2,n + 1),

para todon > 3. [

Proposicién 2.3.7. Si H es un subgrupo de S,, y H ¢ A,,, entonces HN A, es
un subgrupo normal de indice 2 de H. Ademds si H tiene una permutacion impar
de orden dos o (es decir que la descomposicion ciclica de o es un producto de una
cantidad impar de transposiciones disjuntas), entonces H es el producto semidirecto
de HNA, y{id,o} (en particularS,, es el producto semidirecto de A,, y{id, (1,2)}).

Demostracion. Tomemos o € H \ A,. Es claro que la aplicacién de
0: HN A, — H\ A,,

definida por 0(7) = 7 o o es biyectiva. Asi H N A,, es un subgrupo de indice 2 de
H que, por lo tanto, es normal. Por tltimo, dado que (H N A,) N {id,c} = {id}
y (HN A,){id,oc} = H, tenemos que H es el producto semidirecto de H N A4,, y
{id,c}. O
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Proposicion 2.3.8. Vale lo siguiente:

1) A4 no tiene subgrupos de orden 6.

2) El unico subgrupo de orden 12 de Sy es Ay.
Demostracion. 1) Si H es un subgrupo de orden 6 de Ay, entonces es normal,
porque tiene indice 2. Pero entonces 72 € H para todo 7 € A,,. Dado que si 7 es

un 3-ciclo, 7 = 7 = (72)? deducimos de esto que H contiene a todos los 3-ciclo de
S4, lo que es absurdo ya que hay 8 de ellos.

2) Supongamos que H # A4 es un subgrupo de orden 12 de S4. Entonces, por la
Proposicién 2.3.7, H N A4 es un subgrupo de orden 6 de A4, lo que que contradice
el item 1). O

2.4.E]l conmutador y el centro. En esta subseccién calculamos el conmutador
y el centro de S,, y A,.
Proposicion 2.4.1. Vale lo siguiente:

1) [Sn,Sn] = A,.

2) Sin > 5, entonces [A,, An] = Ay
Demostracion. 1) Claramente [S,,S,] € A,, ya que sg(c) = sg(oc~!) para todo
o € S, v asi sg(lo,7]) = sg(o)sg(r)sg(c ) sg(t7!) = 1. Veamos la inclusién
reciproca. Esto es trivial si n < 3. Supongamos que n > 3. Por el Teorema 2.3.5,
es suficiente ver que todo 3-ciclo esté en [S,,,S,], 1o que se sigue inmediatamente
de que

(a,b,c) = (a,b) o (a,c) o (a,b) o (a,c)=|(a,b),(a,c).

para toda terna a, b, ¢ de elementos distintos de X.
2) Claramente [S,,S,] € A,. Veamos la inclusién reciproca. Fijemos un 3-ciclo
(a,b,c). Como n > 5 existen d,e € X tales que a ,b, ¢, d y e son todos distintos.
Para terminar la demostracion es suficiente ver que

(a,b,c) =[(a,c,d),(a,d,e)]|(a,d,e),(a,b,d)],

lo que sale por calculo directo. [

Observacion 2.4.2. Dado que As es abelino, tenemos que [As, As] = 1. En cuanto
a [Ag, Ay] debido a que el subgrupo H = {(1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4),(1,4)0(2,3),id}
de Ay es normal y Ay/H es abeliano, tenemos que [Ayg, Ayl C H. Afirmamos que
[A4, Ayl = H. En efecto, la inclusion que falta, sale de que

(1,2) 0 (3,4) =[(1,2,3), (1, 3,4)],
(1,3) 0 (2,4) = [(1,3,2), (1,2,4)],
(1,4)0(2,3) = [(1,4,2),(1,2,3)].

Proposicion 2.4.3. Vale lo siguiente:
1) Sin > 3, entonces Z(S,) = {1}.
2) Sin >4, entonces Z(A,) = {1}.
Demostracion. 1) Tomemos o € S,,. Si en la descomposicién ciclica de o hay dos

ciclos no triviales, o = (i1, 42, ...)o(j1, j2,- - - )o. .., entonces tomando 7 = (i1, j1, j2)
obtenemos

Tooor !t = (ji,iz,...) 0 (Jo,i1,...) 0 £ O
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Si o es un ciclo (i1, 12,13, ...) de longitud al menos 3, entonces tomando 7 = (i1, i2)
obtenemos
rocor L= (i9,11,13,...) # 0.

Finalmente si o es una transposicién (i1, 1i2), entonces existe i3 € X distinto de iy
e i y tomando 7 = (i1, 43) obtenemos

Toogor = (ig,iy) # 0.

2) Tomemos o € A,,. Si en la descomposicién ciclica de o hay dos ciclos no triviales,
entonces podemos proceder como en el item 1), pues la permutacién 7 que hemos
tomado alli estd en A,. Si o es un ciclo (iy,i2,13,44...) de longitud al menos 5,
entonces tomando 7 = (i1, 142) o (i3,74) obtenemos

1

TOOOT Z(’ig,il,i4,i3,...) 7&0'.

Finalmente si o es un 3-ciclo (i1, 19, 13), entonces existe iy, € X distinto de i1, iz €
iz y tomando T = (i1, 143) o (i3, 44) obtenemos

Tooor ' = (iy,i1,14) # 0,

lo que termina la demostracion. [J
Notemos que Z(Sz) = So y Z(A3) = As, ya que estos grupos son conmutativos.

2.5.Simplicidad de A,, con n # 4. Claramente Z,, es simple para todo primo p.
Esta es la familia mas sencilla de grupos simples y estos son todos los grupos simples
conmutativos. A continuacién vamos a obtener otra familia de grupos simples. Vale
lo siguiente:

Teorema 2.5.1. A, es simple para todo n > 3 y distinto de 4.

Demostracion. Es claro que Aj es simple. Asi podemos suponer que n > 5. Supon-
gamos que H # {1} es un subgrupo normal de 4,, y tomemos o € A,, distinto de
la identidad. Afirmamos que H tiene todos los 3-ciclos y que, por lo tanto, es igual
a A,. Para probar esto vamos a usar el argumento desarrollado en la demostracién
de la Proposicion 2.4.3.

1) Sio = (i1,i9,...)0(j1,J2,...)0... tiene dos ciclos no triviales en su descom-
posicién ciclica, entonces tomando 7 = (i1, j1, j2), obtenemos

1 —1

o=TocoT ~oo = (i1,]1,J2) © (J3, J2,92) = (Js, 41,71, J2, i2),

si el ciclo (ji,j2,...) tiene méas de dos elementos y

1 -1

o=ToooT1 ~oo = (i1,J1,72) © (41,72, %2) = (j1,%1) o (j2,%2),

si tiene exactamente dos.

2) Si o es un ciclo (i1,12,13,14,175 ... ) de longitud al menos 5, entonces tomando
T = (i1,12) o (i3,74) obtenemos

Q=TO0O T_l % 0_1 = (i17i2) © (i37i4) o (i27i3) o (i47i5) = (i17i27i47i57i3)'
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3) Si o es un 3-ciclo (iy,1i2,43) tomamos ¢ = 0.

Asi que tenemos tres casos: ¢ = (i1,142) o (i3,i4) es un producto de dos 2-ciclos,
0 = (i1,142,13,14,%5) es un H-ciclo o ¢ = (i1,142,73) es un 3-ciclo. En el primer caso,
existe i5 & {i1,142,13,14} y tomando u = (is, i5,13), obtenemos

uogou o= /(iy,is)o (iz,is) 0 (i1,i2) 0 (i3,44) = (i1, 14,13, 92,%5),

lo que nos reduce al segundo caso. En este caso tomando u = (is, i3, 74) obtenemos

uo Q_l © u_l cQ= (i57 i2, i47 i37 Z1) © (ilv i2, i37 Z'4:7 25) = (ilv Z'47 i2)7
lo que nos lleva al tercer caso y asi concluimos que H tiene un 3-ciclo (iy,is,1i3).
Veamos ahora que los tiene a todos. Tomemos otro 3-ciclo arbitrario (ji, j2,J3)-
Por el Teorema 2.1.2, existe t € S,, tal que (j1,J2,53) = t o (iy,ia,43) ot~ 1. Si
t € A,, entonces (j1,j2,73) € H por definicién. Si esto no es asi, podemos tomar
k1,ke € X \ {J1,J2,73} distintos y, entonces

(j1, 2+ J3) = (K1, k) o (j1, ji2s j3) o (K1, ko) ™' = (klak2)oto(i1:i2ai3)°((k17k2)ot)_l'

Como t ¢ A,, implica que (k1, k) ot € A, se sigue de esto que (j1,j2,j3) € H. O

Notemos que debidio al hecho de que todo subgrupo de indice 2 de un grupo es
invariante del teorema anterior se sigue en particular que A,, no tiene subgrupos de
orden n!/4 para ningtiin n > 5. Esto prueba que el el item 1) de la Proposicién 2.3.8
vale en general. La siguiente proposicién prueba en particular que también vale el
item 2).

Teorema 2.5.2. Sin > 5, entonces el unico subgrupo invariante y propio de S,
es A,.

Demostracion. Supongamos que H es un subgrupo no trivial e invariante de S,,.
Entonces H N A,, es un subgrupo invariante de A,, y asi, por el Teorema 2.5.1,
HNnA,=A,0HnNA, ={1}. Como A, tiene indice 2, lo primero inplica que
H = A,,. Para terminar la demostracién, debemos ver que el caso HN A,, = {1} es
imposible. Por la Proposicién 2.3.7, debe ser H = {7,id} con 7 de orden 2. Pero
entonces 7 es un producto de 2-ciclos disjuntos y, por el Teorema 2.1.2, su clase de
conjugacion tiene claramente méas de un elemento. Esto contradice el hecho de que

H = {7,id} es normal, ya que entonces debe contener a toda la clase de conjugacién
der. O

3. ACCIONES DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

3.1.Acciones y G-conjuntos. Una accion a izquierda de un grupo G sobre un
conjunto X es una funcién
p:GxX - X
que satisface:
1) (99")-x =g-(¢'-x), para todo g, € Gy z € X.
2) 1-x = x, para todo = € X,

donde hemos escrito ¢g-x en lugar de p(g,z). Un G-conjunto a izquierda es un
conjunto X provisto de una accion a izquieda de G en X.
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Observacion 3.1.1. Tener una funcion p: Gx X — X es lo mismo que tener una
funcion p: G — Fun(X,X). En efecto dada p podemos definir p por p(g)(z) =
p(g,x) y dada p podemos definir p por p(g,x) = p(g)(x) y evidentemente ambas
construcciones son reciprocas una de la otra. Ahora la condicion 1) dada arriba es
claramente equivalente a que p(gg’) = p(g) o p(g’) y la 2) a que p(1) =id. De esto
se sique que p(g) es biyectiva para cada g, ya que p(g=1)op(g) = p(1) = id y as, la
imagen de p estd incluida en el grupo de permutaciones Sx de X. Reciprocamente
si p: G — Sx satisface p(gg’) = p(g) o p(g’) entonces también tenemos p(1) = id y
ast la aplicacion p: G x X — X asociada a p es una accion de G sobre X.

Similarmente se define una accion a derecha de un grupo G sobre un conjunto X
como una funcién p: X x G — X que satisface:

1) z-(99') = (z-g)-¢', para todo g, € Gy z € X.

2) x =x-1, para todo x € X,
donde z-g signfica p(x, g) y un G-conjunto a derecha como un conjunto X provisto
de una accién a derecha de G en X. Dada una funcién p: X x G — X podemos
definir p°P: G°P x X — X por p°P(g,x) = p(x, g). Es facil ver que p es una accién a
derecha de GG sobre X si y solo si p°P es una accién a izquierda de G°P sobre X. Asi
tener un G-conjunto a derecha es lo mismo que tener un G°P-conjunto a izquierda.
También es facil ver que tener una funcion p: X xG — X es lo mismo que tener una
funcién p: G — Fun(X,X) y que p es una accién a derecha si y sélo si p(1) = id
y p(gg’) = p(g’) o p(g). Ademds en este caso la imagen de p estd incluida en Sx.
Notemos que las condiciones que acabamos de ver dicen que p es un morfismo de
grupos de G°P en Sx (0, lo que es lo mismo, de G en S¥). Debido a todo esto salvo
mencién en contrario trabajaremos sélo con G-acciones y G-conjuntos a izquierda
(nos referiremos a ellos simplemente como G-acciones y G-conjuntos) y dejaremos
al lector la sencilla tarea de dar las definiciones y propiedades para G-conjuntos a
derecha.

Ntcleo de una accién y acciones fieles. El niicleo de una accion p: Gx X — X
es Ker(p) = {g € G : gx = x para todo x € X}. Claramente este conjunto coincide
con el nicleo del morfismo p: G — Sx asociado a p y, por lo tanto, es un subgrupo
normal de G. Ademas es claro que queda definida una accién de G/ Ker(p) sobre
X poniendo g-z = g-x, donde g denota a la clase de elemento g € G en G/ Ker(p)
(esta definicién es correcta ya que si h € Ker(p), entonces (gh)-z = g-(h-x) = g-z).
Notemos que el nticleo de esta nueva accién es {1}. Una accién p: G x X — X
cuyo nucleo es {1} es llamada fiel. En este caso el morfismo p: G — Sx es inyectivo
y asi G es isomorfo a un subgrupo de Sx. Veamos una aplicacién de esto. Todo
grupo G actia sobre el conjunto G/H de las coclases a izquierda de un subgrupo
suyo H por la accién p dada traslaciones a izquierda, es decir que g-(¢'H) = g9’ H.
El ntcleo de esta accién es el maximo subgrupo N = [ gec 9H g~ de H que es
normal en G. En particular tomando H = {1} obtenemos el siguiente

Teorema 3.1.2. Supongamos que G' es un grupo finito. La aplicacién p: G — S|g|,
definida por p(o)(7) = o o T, es un morfismo inyectivo de grupos.

(en particular, por la subseccién 2.2, todo grupo finito es un subgrupo de un
grupo generado por dos elementos y, por la Obsevacion 2.3.3 y el Teorema 2.5.1,
todo grupo finito es un subgrupo de un grupo simple). Este es el famoso teorema
de Cayley que dice que todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo de
permutaciones Si. Veamos una aplicacion de este resultado.
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Proposicién 3.1.3. Supongamos que G tiene orden n = 2*m con k>1ym > 1
impar. Denotemos con p: G — S, a la representacion de Cayley. FEntonces para
todo o € G wale que 2% divide a |o| si y sélo si p(o) ¢ A,. En consecuencia si G
tiene un elemento o de orden 2*m' con m' un divisor positivo de m, entonces G
tiene un subgrupo de indice 2.

Demostracién. Supongamos que |o| = 2% m/ con 0 < k' < ky m’ un divisor positivo

2k=K'm /m/ ciclos disjuntos de

de m. Por su definicién, p(o) es un producto de
longitud 2% m’. Dado que estos ciclos son permutaciones impares si y sélo si k' > 0
y que Qk_k/m/m’ es impar si y sélo si k' = k, tenemos que p(o) ¢ A, siy soélo si
k' = k. Asi, si G tiene un elemento o de orden 2¥m’ con m’ un divisor positivo
de m, entonces por la Proposicién 2.3.7, p(G) (y por lo tanto también G) tiene un

subgrupo de indice 2. [J

Volvamos al caso general en que H no necesariamente es {1}. Supongamos que
su fndice es n. Entonces el morfismo p: G — Sg/n, asociado a p, induce una una
inclusién de G/N en S/ y asf el indice |G : N| de N en G divide a |Sg/n | = n!.
Por lo tanto tenemos el siguiente

Teorema 3.1.4. Todo subgrupo H de indice n de un grupo G contiene un subgrupo
normal N de G cuyo indice divide a n!.

Corolario 3.1.5. Supongamos que G es un grupo finito y que |G| = mn. Todo
subgrupo H de orden m de G contiene un subgrupo normal N de G cuyo indice en
G es nh, con h un divisor de mdc((n — 1)!,m), donde mdc((n — 1)!,m) denota al
mdzimo de los divisores comunes de (n—1)! ym. En particular si todos los primos
que aparecen en la factorizacion de m son mayores o que los que aparecen en la de
(n — 1)1, entonces todo subgrupo H de orden m de G es normal.

Demostracion. Por el teorema anterior H contiene un subgrupo normal N de G
cuyo indice divide a n!. Dado que |G : N| también divide a |G| = nm y que
n = |G : H| divide a |G : N|, tenemos que |G : N| = nh, donde h es un divisor de
mdc((n — 1)!,m). O

Corolario 3.1.6. Supongamos que G es un grupo finito y que |G| = pn con p
primo mayor o igual que n, entonces todo subgrupo H de orden p de G es normal.

Corolario 3.1.7. Supongamos que G es un grupo finito y denotemos con p al
minimo primo que divide a |G|. Todo subgrupo H de G de indice p es normal.

Subconjuntos estables y morfismos. Decimos que un subconjunto Y de un
G-conjunto X es estable por la accion de G o simplemente estable si g-y € Y para
todo g € Gey €Y. En este caso Y mismo es un G-conjunto con la misma
accion que la de G sobre X. Decimos también que Y es un G-subconjunto de X.
Un morfismo f: X — X', entre dos G conjuntos X y X’ es una funcién f que
satisface f(g-x) = g-f(z) para todo g € G y = € X. Por ejemplo la inclusién
canénica de un G-subconjunto Y de un G-conjunto X en X es un morfismo de
G-conjuntos y también la composiciéon de dos morfismos de G-conjuntos lo es. Un
endomorfismo de X es un morfismo con dominio y codominio X. Un ejemplo
es la funcién identidad de X. Un morfismo f: X — X’ es un isomorfismo si
existe un morfismo f~!': X’ — X, necesariamente tnico, llamado la inversa de
f,tal que fof™' =idxy' vy f~'of = idx. Es facil ver que esto ocurre si y
solo si f es biyectiva. Un automorfismo de X es un endomorfismo de X que es
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un isomorfismo. Los simbolos Homg (X, X’), Isog(X, X’), Endg(X) y Autg(X)
denotan respectivamente a los conjuntos de morfismos de X en X’, isomorfismos
de X en X', endomorfismos de X y automorfismos de X. Notemos que Endg(X),
dotado de la operacion dada por la composicién de morfismos, es un semigrupo que
tiene a la identidad de X como unidad, y que ademas Autg(X) = Endg(X)*.

Algunos ejemplos. A continuacién damos algunos ejemplos mas de G-conjuntos.

Ejemplo 1. G actia sobre todo conjunto X no vacio via g-x = x para todo g € G
y todo x € X. FEsta accion es llamada la accion trivial de G sobre X y su nicleo
es claramente G.

Ejemplo 2. G actia sobre si mismo por conjugacion, es decir que g-r = grg '.

El nicleo de esta accion es claramente el centro de G.

Ejemplo 3. G actia sobre cada subgrupo normal H suyo por conjugacion, es decir
que g-x = grg~t. El nicleo de esta accion es claramente el centralizador Cq(H)

de H en G. Cuando H = G nos reducimos al Ejemplo 2.

Ejemplo 4. Si H y K son subgrupos de un grupo G y H C Ng(K), entonces K
actiia sobre H por conjugacion, es decir que g-x = grg~"'. El nicleo de esta accion
es claramente K N Cg(H). Cuando K = G nos reducimos al Ejemplo 3.

Ejemplo 5. Todo subgrupo H de un grupo G actia sobre G via h - g = hg para
todo h € H y todo g € G. FEsta accion es llamada la accion de H sobre G por
traslaciones a izquierda y es claramente fiel.

Ejemplo 6. G actia sobre el conjunto P(G) de los subconjuntos de G por conju-
gacion, es decir que g-X = gXg~'. El nicleo de esta accion es el centro de G. El
congunto S(G) de los subgrupos de G es claramente estable y asi G también actia
sobre S(G) por conjugacion.

Ejemplo 7. G actia sobre el conjunto P(G) de los subconjuntos de G por trasla-
ciones a izquierda, es decir que g-X = gX. Esta accion es claramente fiel.

Ejemplo 8. G actiua sobre el conjunto G\H de las coclases a derecha de un sub-
grupo suyo H via ¢(Hg') = Hg'g~. El micleo de esta accion es el mdzimo subgrupo
N = mgeG gHg™' de H que es normal en G.

Ejemplo 9. S,, actia sobre el anillo de polinomios k[ X1, ..., X,] via
O'-P(Xl, Ce ,Xn) = P(Xg(l), ceey Xg(n)).

Esta accion es claramente fiel.

Ejemplo 10. GL(n, k) actia sobre el espacio de matrices columna k™, via A-x =
Az. Esta accion se llama la accion natural de GL(n, k) y es claramente fiel. Mds
generalmente todo subgrupo de GL(n, k) actia sobre k™ de la misma manera.

Ejemplo 11. El grupo ortogonal O(n, k) actia sobre la esfera
Sl ={x e k™ ||z|| = 1},

via A-x = Ax. Es facil ver que esta accion también es fiel.
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Ejemplo 12. Sx actia sobre X, via o-x = o(z). Esta se llama la accion natural
de Sx y es claramente fiel. Mds generalmente todo subgrupo de Sx actia sobre X
de la misma manera.

()rbitas, puntos fijos y estabilizadores. Dos elementos x e y de un G-conjunto
X son conjugados con respecto a la accion de G sobre X o simplemente conjugados
si existe g € G tal que g-x = y. Es facil ver que la relacién definida por x ~ y si x e
y son conjugados es de equivalencia. Asi X queda partido en clases llamadas clases
de conjugacion u orbitas. A la 6rbita que contiene a un elemento x la denotaremos
Oj. Por definicién O, = {gx : g € G} y O, = O, siy s6lo si x e y son conjugados.
Decimos que x € X es un punto fijo si g-x = ¢ para todo g € G, es decir si
O, = {z}. Cada orbita es claramente un G-subespacio de X. Denotemos con X' a
un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de X (es decir que para
cada x € X la inteseccién X' N O, tiene exactamente un elemento). Notemos que
el conjunto de los puntos fijos PF(X) de X estd incluido en X’. Es claro que

(3) #X) =) #(0.) =#PFX))+ > #(0a).

zeX’ zeX'\PF(X)

Decimos que un G-espacio X es transitivo o que G opera transitivamente sobre X
si tiene una séla orbita. Por definicién el estabilizador o grupo de isotropia de un
elemento z de X es G, = {g € G : g-x = x}. Es evidente que G, es un subgrupo
de G y que el niicleo de la accién de G sobre X es la interseccién [,y G de los
estabilizadores de todos los elementos de X.

Proposicién 3.1.8. Siy = g-x, entonces G, = gG,g*.

un subgrupo normal de G, entonces G, = G.

En particular st G, es

Demostracion. Tomemos h € GG,,. Entonces

(ghg™ ") y=g-(h-(g " y) =g-(h-x) =gz =y

y asi gG,g~! C G,. Por simetria ¢~ 'G,g C G, de donde G, C gG,g~'. O

Corolario 3.1.9. St x e y estan en la misma orbita, entonces sus estabilizadores
son 1somorfos.

Teorema 3.1.10. Supongamos que X es un G-espacio y tomemos x € X. Conside-
remos a G /G, como G-espacio via g-¢'Gy = g9'Gy. La aplicacion ®: G/G, — O,,
definida por ®(gG,) = g-x es un isomorfismo de G-espacios.

Demostracion. Notemos en primer lugar que ® estd bien definida, ya que de la

igualdad ¢'G, = ¢G, se sigue que existe h € G, tal que ¢ = gh y, por tanto,

g x = ¢ -(h-x) = gx. Es evidente que ® es un morfismo sobreyectivo de G-espacios.

Resta ver que también es inyectivo, lo cual se sigue de que ¢'-x = ¢g-x implica que
—1 7 ¢ ! _

g ¢ €G,yasi gG, =9G,. O

Corolario 3.1.11. Para cada G-espacio X y cada © € X wvale que #(0,) = |G :
G.|. En particular x € PF(X) si y sdlo si G, = G.

Una aplicacion de este resultado es la siguiente:
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Proposicion 3.1.12. Si k es un cuerpo finito que tiene q elementos, entonces el
orden de GL(n,k) es (¢ —1)(¢" —q)--- (¢" — ¢"1).

Demostracion. Por induccion en n. Es claro que GL(1, k) = k* tiene ¢—1 elementos.
Supongamos que el resultado vale para n. Denotemos con k"*1 al espacio de los
vectores columna de n + 1 coordenadas y con e; al primer elemento de la base
canénica de k"1, Dado que la accién natural de GL(n + 1, k) sobre k"1 \ {0} es
transitiva, tenemos

GL 1,k
gt — 1= (k" {0)) = ||GL(1(zn—|—+1 ’mi’ X

Es facil ver que GL(n+1, k)., es el conjunto de las matrices cuya primera columna
es e; y asi |GL(n + 1,k)e,| = ¢"|GL(n,k)|. En consecuencia por la hipdtesis
inductiva,

|GL(n+1,k)| = (¢"* = 1)¢"| GL(n, k)| = (¢"" = D)(¢"" —q) -+~ (¢"" = ¢"),

como queriamos ver. []

Combinando el Corolario 3.1.11 con la férmula (3) obtenemos que

(4) #(X)= D |GGl =#PF(X)+ > [G:Gal,

zeX’ zeX'\PF(X)

donde X'’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de X.
Veamos que nos dice todo esto en algunos de ejemplos mencionados arriba:

1) En el caso en que G actia sobre si mismo por conjugacién, tenemos que
PF(G) = Z(G) y G, = Cg(x) para todo x € G, de manera de que el orden
de la clase de conjugacién de = € G es |G : Cg(x)| y asi, si G es finito, divide
al orden de G. Ademas la férmula (4) queda

Gl =12(G)+ > |G:Calx),
z€X\Z(Q)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de G.
Esta es la llamada ecuacion de las clases.

2) En el caso en que G actiia sobre uno de sus subgrupos normales H por con-
jugacién, entonces PF(H) = HNZ(G) y G, = Cg(x) para todo x € H, de
manera que el orden de la clase de conjugaciéon de x € H es |G : Cg(x)| y asi,
si G es finito, divide al orden de G. Ademads la férmula (4) queda

|H| = |HNZ(G)| + > |G : Ca()],
X\ (HNZ(Q))

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de G
que estan incluidas en H.

3) En el caso en que G actia sobre el conjunto S(G) de los subgrupos de G
por conjugacién, entonces PF(S(G)) es el conjunto Sy (G), de los subgrupos
normales de G, y Gy = Ng(H) para todo subgrupo H de G, de manera de
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que el orden de la clase de conjugacién de H es |G : Ng(H)| y asi, si G es
finito, divide al orden de G. Ademsds la férmula (4) queda

#(S(@) =#(Sn(@)+ > |G:Ng(H),

HeX'\Sn(G)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de
S(G).

4) En el caso en que G actia sobre el conjunto P(G) de los subconjuntos de G por
conjugacién, entonces PF(P(G)) es el conjunto Py(G), de los subconjuntos
S de G que satisfacen gSg~! = S para todo g € G, y G5 = Ng(S) para todo
subconjunto S de GG, de manera de que el orden de la clase de conjugacién de
Ses |G :Ng(S)|y asi, si G es finito, divide al orden de G. Ademaés la férmula
(4) queda

29 = #(P(@) = #(Pn(G) + Y 1G:Na(S)l,

SEX'\Pn(G)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de
P(G).

5) La accién de G por traslaciones a izquierda sobre el conjunto G/H de las
coclases a izquierda de un subgrupo H de G es transitiva. Asi, si H es propio,
entonces PF(G/H) =0y Gyg = gHg™! para toda coclase gH. La férmula
(4) en este caso es trivial.

Contando orbitas. El siguiente resultado es conocido como lema de Burnside,
pero es debido a Frobenius

Teorema 3.1.13. Si X es un G-conjunto finito, entonces la cantidad N de orbitas
de X es

N = ,—é’ S #(PF, (X)),
geG

donde PF (X)) ={r € X : g-x = z}.

Demostracion. En 3, #(PFy(X)) cada x € X es contado |G| veces (pues Gy
consiste de todos los g € G tales que z € PF,(X)). Dado que si x e y estan en la
misma érbita es |G| = |G| v que la 6rbita de x tiene |G : G| elementos, en la
suma de arriba ellos son contados en total |G| = |G : G.||G| veces. Recorriendo
todas las rbitas de X obtenemos asf que »_ ., PF,(X) = N|G|. O

Ejemplo. La cantidad ¢ de clases de conjugacion de un grupo finito G es

e= 157 2| Cola)l

gelG

En efecto, para la accion de conjugacion,

PF,(G)={r€G :grg ' =2} ={r€G: 2 gx =g} = Ca(g).
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Corolario 3.1.14. Si X es un G-conjunto finito y transitivo y #(X) > 1, entonces
eziste g € G tal que PF 4 (X) = 0.

Demostracion. Dado que X es transitivo la cantidad de érbitas es 1. Asi, por el
Teorema 3.1.13, |G| = 3 o #(PF4(X)) v, como #(PF1(X)) = #(X) > 1, debe
existir g € G tal que PF,(X)=0. O

3.2.Teoremas de Sylow. Denotemos con p a un ntmero primo. Un grupo finito
es un p-grupo si su orden es una potencia de p. Supongamos que GG es un grupo
de orden n = p®*m con a > 0 y m coprimo con p. Por definicion un p-subgrupo
de Sylow de G es un subgrupo de G de orden p®. Cuando p esté claro o cuando
no nos interese hablaremos también de subgrupos de Sylow. En esta seccién vamos
a probar tres importantes teoremas que aseguran entre otras cosas que el cardinal
del conjunto de los p-subgrupo de Sylow de G es no vacio. Empezamos por los
siguientes lemas.

Lema 3.2.1. Si el orden de un grupo abeliano finito G es divisible por un primo p
entonces G contiene un elemento de orden p.

Demostracion. Hacemos la demostracién por induccion en |G|/p. El caso |G|/p =1
es obvio. Para el paso inductivo tomemos = € G de orden |z| > 1. Si p divide a |z|,
entonces z!*I/P tiene orden p. Si no, p divide a |G/(z)| y, por hipétesis inductiva,
existe y € G, tal que su clase ¥ en G/(z) tiene orden p. Pero entonces el orden |y|
de y es multiplo de p e y!¥I/? tiene orden p. O

Lema 3.2.2. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de G y que H un p-
subgrupo de G. Si H estd incluido en el normalizador Ng(P) de P en G, entonces
H estd incluido en P.

Demostracién. Por hipétesis HP es un subgrupo de Ng(P) y P es un subgrupo
normal de HP. Por el teorema de Noether |HP : P| = |H : PN H|, de donde
se sigue facilmente que HP es un p-subgrupo de G. Como P es un p-subgrupo
maximal de G, tenemos que H C P. [

Teorema 3.2.3 (Sylow). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide a
|G|, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1) La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es congruente a 1 mddulo p.
2) Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

3) Todo p-subgrupo H de G estd incluido en un p-subgrupo de Sylow de G.
Ademds, la cantidad de p-subgrupos de Sylow de G que contienen a H es
congruente a 1 mdodulo p.

Demostracion. Veamos primero que el conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G
no es vacio. Hacemos la demostracién por induccion en el orden de G. Si G tiene
un subgrupo propio H cuyo indice es coprimo con p, entonces todo p-subgrupo de
Sylow de H también lo sera de G, y el resultado se sigue por induccién. Podemos
suponer entonces que ningun subgrupo propio de G tiene indice coprimo con p. De
la ecuacién de las clases

Gl =12@G)+ > |G:Cala),
2E€EX\Z(G)
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se sigue entonces que p divide a |Z(G)|. Por el Lema 3.2.1 existe z € Z(G) de
orden p. Como z € Z(G) el subgrupo (z) de G es normal. Tomemos un p-sub-
grupo de Sylow P’ de G/(z) y escribamos P = 7~ !(P’), donde 7: G — G/(z) es
el epimorfismo canénico. Dado que (x) C P y que 7 aplica P sobre P’ tenemos la
sucesion exacta corta

1 (z) p—"=p 1

y asi |P| = p|P’|, lo que muestra que P es un p-subgrupo de Sylow de G. Fijemos
un tal P y llamemos X a su clase de conjugacién. Cada p-subgrupo H de G actia
por conjugacién sobre X. Denotemos con PFy(X) al conjunto de los puntos fijos
de X por esta accion. Por el Lema 3.2.2

PFy(X)={2Pz ': H C Ng(zPz™ ")} = {xPz™' : H C xPx™'},

y por otro lado,
#(PFu (X)) =#(X) (mod p),

ya que X \ PFy(X) es una unién disjunta de érbitas no triviales y que, por el
Corolario 3.1.11, el cardinal de cada érbita no trivial de X es una potencia positiva
de p. Asi,

{zPz™': H CzPz™ '} = #(X) (mod p).

Tomando H = P en esta igualdad vemos que #(X) = 1 (mod p), puesto que
{zPx~1: P CxPx '} = {P}. En consecuencia

{xPx ' :HCxPr '} =1 (mod p).

Aplicando esta férmula con H un p-subgrupo de Sylow se obtiene el item 2). Con-
siderando ahora H arbitrario se verifica que vale el item 3). Finalmente el item 1)
se sigue del 3) tomando H = {1}. O

Corolario 3.2.4. Supongamos que G es un grupo finito y que p es un primo que
divide a |G|. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es igual a |G : Ng(P)|,
donde P es cualquier p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Denotemos con X al conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G
y consideremos la accion de G sobre X por conjugacién. Como esta accion es
transitiva el cardinal de X es |G : Ng(P)|. O

Al conjunto de los p-subgrupos de Sylow de un grupo G lo vamos a denotar con
Syl (G).

Corolario 3.2.5. Si G es un grupo de orden p"m con p primo y m coprimo con
p, entonces #(Syl,(G)) divide a m.

Demostracion. El resultado se sigue del corolarioanterior y de que |G : Ng(P)]
divide a |G : P| =m. O

Corolario 3.2.6. Un grupo finito G tiene solo un p-subgrupo de Sylow P si y sélo
si P es normal.

Demostracion. Si G tiene sélo un p-subgrupo de Sylow P, entonces P es nor-
mal en G ya que todo conjugado de P es también un p-subgrupo de Sylow de
G. Reciprocamente, si P es un p-subgrupo de Sylow normal de G, entonces es
unico, ya que todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados. [
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Observacion 3.2.7. Supongamos que H es un subgrupo de un grupo finito G y
denotemos con p a un primo que divide a |H|. Por el item 8) del Teorema 3.2.3 todo
subgrupo de Sylow Py de H esta incluido en un subgrupo de Sylow P de G y asi
Py = PN H. En particular la cantidad de subgrupos de Sylow de G es mayor que
la de H. Supongamos ahora que P’ es otro subgrupo de Sylow de G. Por el item 2)
del mismo teorema, existe g € G tal que P' = gPg~" y asi gPyg~' = P'NgHg™'.
Por lo tanto, si H es normal, entonces P' N H es un subgrupo de Sylow de H y, en
consecuencia en este caso, todo subgrupo de Sylow de G corta a H en un subgrupo
de Sylow (en particular todo p-subgrupo normal de G estd incluido en todos los
subgrupos de Sylow de G). Ademds, PH/H es un p-subgrupo de Sylow de G/H, ya
que |PH/H| = |P/(HNP)| y |G/H : HP/H| = |G : HP|. Usando que todos los
subgrupos de Sylow de G/H son conjugados se sigue facilmente de esto que todos
los subgrupos de Sylow de G/H son se esta forma.

Proposicion 3.2.8. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un
primo que divide a |H|, entonces #(Syl,(H)) divide a #(Syl,(G)). Ademds

#(5y1,(G)) _ INe(Pu)| _ |G : H||Nu(Pp)|
#(SyL,(H))  |Na(P)] | Ne(P)]

Demostracion. G acttia sobre Syl,(H) por conjugacién, ya que si Py € Syl,(H),
entonces gPrg~ ! C gHg™ ! = H, para todo g € G. Ademds esta accién es transi-
tiva, puesto que lo es restringida a H. Como N¢g(Pp) es el estabilizador de Py con
respecto a esta accién, #(Syl,(H)) = |G : Ng(Pg)|. Supongamos que P € Sylp(G)
es tal que PN H = Py. Claramente Ng(P) C Ng(Pg), ya que si g € Ng(P), en-
tonces

gPuyg ' =g(PNH)g ' =gPg 'NngHg ' =gPg'NH=PNH= Py.
En consecuencia
#(SyL,(H)) = |G : No(Py)| divide a |G : Na(P)] = #(SyL,(G)).
Notemos también que de |H : Ny (Py)| = #(Syl,(H)) = |G : Ng(Pg)| se sigue que

#(SYL(G) _ |No(Pu)| _ |G : H||Ng(Pr)
H#(Svl,(H) ~ [Na(P)| No(P)

como queriamos. [

Proposicion 3.2.9. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un
primo que divide a |G/H|, entonces #(Syl,(G/H)) divide a #(Syl,(G)).

Demostracion. G actia sobre {PH/H : P € Syl (G)} por conjugacién y esta
accién es claramente transitiva. Puesto que Ng(P) estd claramente incluido en el
estabilizador de PH/H y que, por la Observacién 3.2.7,

#(Sy,(G/H)) = #({PH/H : P € Syl,(G)}),

tenemos que #(Syl,(G/H)) divide a |G : Ng(P)| = #(Syl,(G)). O
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Proposicion 3.2.10. Si H un subgrupo de un grupo finito G y H contiene al
normalizador Ng(P) de un p-subgrupo de Sylow P, entonces Ng(H) = H.

Demostracién. Supongamos que z € G satisface tHx~! = H. Entonces P y
xPx~! son p-subgrupos de Sylow de H y, como todos los p-subgrupos de Sylow
de H son conjugados, existe y € H tal que yzPx~'y~' = P. En consecuencia
yr € Ng(P) C H,de dénde x =y~ tyzr € H. O

3.3.Aplicaciones de los teoremas de Sylow. A continuacién damos unas pocas
aplicaciones de los teoremas de Sylow.

Teorema 3.3.1 (Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide a
|G|, entonces G tiene elementos de orden p.

Demostracion. Tomemos x # 1 en P donde P es un p-subgrupo de Sylow de G.
Entonces |z| = p® con o > 1y asf 2" tiene orden p. O

Corolario 3.3.2. Un grupo finito es un p-grupo si y solo si el orden de cada uno
de sus elementos es una potencia de p.

Como aplicacion del teorema de Cauchy vamos a caracterizar los grupos de orden
pq con p 'y q primos distintos.

Proposicion 3.3.3. Supongamos que G es un grupo de orden pq con p y q primos
y q < p. Vale lo siguiente:

1) Si G es abeliano, entonces G =~ Zpq.
2) Si G no es abeliano, entonces q divide a p — 1, el conjunto
R={r:1<r<pyri=1 (modp)}

no es vacio y G estd generado por elementos x ey, de ordenes p y q respecti-
vamente, que satisfacen yry~' = 27, donde 1o es el menor elemento de R.

Demostracion. Por el teorema de Cauchy existen elementos x,z € G tales que
x| = py |z2| = q. Por el Corolario 3.1.6, (x) es normal. Si (z) también lo es,
entonces por el Corolario 1.13.11, G ~ (x) X (z) ~ Z,,. Podemos suponer entonces
que (z) no es normal. Como (z) es un subgrupo normal de G, existe 0 < r < p tal
que zxz~! = 2". Ademds dado que la igualdad zzz~! = 1 es imposible y que G no
es conmutativo debe ser r > 1. Por tltimo de zxz~! = 2" se sigue facilmente por
induccién en i que z'zz~% = 2" para todo i > 1, de donde z"* = 292277 = z, lo
que implica que 77 =1 (mod p). Como 1 < r < py q es primo esto implica que g
es el orden de r en Z; y asi, por el teorema de Lagrange, ¢ divide a |Z;| = p — 1.
Como la ecuacion X? = 1 no puede tener mas de ¢ raices en Zj, y cada potencia de
r es una raiz, existe a < ¢ tal que r® = ry (mod p), donde ry es el minimo de los
enteros r que satisfacen 1 <r <py r?=1 (mod p). Tomemos y = 2% # 1. Dado
que z =y, donde 3 € Zg es el inverso multiplicativo de «, resulta que G = (z,y).
Para terminar la demostracién basta observar que y? = (2%)? = (z9)* = 1 e
yry ' = 2%z =" =g, O

Supongamos ahora que p y ¢ son primos y que q divide a p—1. Por el Teorema de
Cauchy existe r € Z;; de orden q. Se sigue del tltimo de los ejemplos que aparecen
en la seccién 1.14 que, para cada tal r, existe efectivamente un grupo de orden
pq que estd generado por elementos = e y, de érdenes p y ¢ respectivamente, que
satisfacen yxy ! = 2".

En lo que resta de esta seccién denotaremos con n,, a la cantidad de p-subgrupos
de Sylow de un grupo finito G.
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Proposicién 3.3.4. Ningin grupo G de orden p*q, donde p y q son dos nimeros
primos distintos, es simple (mds precisamente, G tiene un subgrupo normal de
orden p* o un subgrupo normal de orden q).

Demostracion. Por el Corolario 3.2.5,ny =1, ny =pong = p?. Si ng = 1, entonces
el tnico ¢g-subgrupo de Sylow de G es normal. Si n, = p, entonces por el item 1)
del teorema de Sylow, p = 1 (mod q), de donde p > ¢. Dado que, por los mismos
resultados mencionados arriba, n, | ¢ y n, =1 (mod p), esto implica que n, =1y
asi G tiene un unico p-subgrupo de Sylow que, por lo tanto, es normal. Por tltimo
si n, = p?, el grupo G tiene p?(¢ — 1) elementos de orden ¢ y los restantes p?
elementos de G sélo pueden formar un p-subgrupo de Sylow de G, que es normal
por la misma razén que antes. [l

Proposicion 3.3.5. Ningun grupo G de orden 2pq, donde p < q son dos primos
impares, es simple (mds precisamente, G tiene un subgrupo normal de orden p o
un subgrupo normal de orden q).

Demostracion. Por el item 1) del teorema de Sylow, n, = hpp+ 1y ng = heq+1,
con h, y h, enteros no negativos. Denotemos con S a la unién de todos los p-
subgrupos de Sylow de G y todos los g-subgrupos de Sylow de G. Si el resultado
es falso, hy,, hq > 1y se tiene

#((G\S)U{1}) = 2pqg — (( pp+ — 1)+ (hgq +1)(¢ - 1))
<2pg— ((p )+(Q+1)(q—1))
=2pg — (p* — 1+q - 1)
=—(¢g—-p)*+2<2,
lo cual es absurdo ya que todos los 2-subgrupos de Sylow de G estan claramente
incluidos en (G \ S)uU{1}. O
Otros ejemplos.

1) No existen subgrupos simples G de orden 36 = 2232. Tomemos un 3-subgrupo
de Sylow de G. Por el Teorema 3.1.4, P contiene un subgrupo mormal P’,
cuyo indice divide a 4! = 24 < 36.

2) No ezisten grupos simples G de orden 84 = 22.3.7. En efecto, como n7; = 1

(mod 7) y ny | 12 resulta que ny = 1 y asi, G tiene un unico 7-subgrupo de
Sylow que, por lo tanto, es normal.

3.4.p-grupos finitos. Denotemos con p a un nuimero primo. En esta seccién
probaremos algunas propiedades basicas de los p-grupos finitos.

Teorema 3.4.1. Denotemos con G a un p-grupo finito. Si H es un subgrupo
normal no trivial de G, entonces H NZ(G) tampoco es trivial. En particular Z(Q)
no es trivial.

Demostracion. Consideremos la ecuacién
|H| = |HNZ(G)| + > |G : Ca(x)],
€X'\ (HNZ(G))

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de G que
estan incluidas en H. Dado que tanto |H| como cada |G : Cg(x)| son divisibles por
p, también |H NZ(G)| lo es, de manera de que H NZ(G) no es trivial. [
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Corolario 3.4.2. Todo subgrupo normal de orden p de un p-grupo G estd incluido
en el centro de |G|.

Corolario 3.4.3. Si |G| = p®, entones toda cadena
O:GOQG’Ll QGZQ g"'ngrgGa:G

de subgrupos normales de G con 1 < iy < i < --- < a y |G| = pY se puede
completar a una cadena

0=GoCG1CG2C--CGa1CGL=G

de subgrupos normales de G con |G| = p’. En particular G tiene un subgrupo
normal de orden p’ para cada 1 < j < o

Demostracién. Por induccién en . Tomando = € Z(G)NG;, de orden p obtenemos
un subgrupo normal G; = (x) de orden 1 de G incluido en G;,. Supongamos
ahora que el resultado vale para p-grupos de orden menor que p®. Consideremos la
sobreyeccién candnica w: G — G/(x). Por hip6tesis inductiva la cadena

con |G| =p’!, para 1 <1 < a. Es claro que la cadena
0=GpCG1CG2C---CGa1CGy =G

obtenida tomando G; = W_1(§j>, para 1 <1 < «, satisface las condiciones pedidas
en el enunciado. [

Corolario 3.4.4. Todo grupo G de orden p? es abeliano.

Demostracion. Supongamos que G no fuera abeliano. Debido a esto y al Teo-
rema 3.4.1, Z(QG) tiene orden p y asi G/ Z(G) también tiene orden p. Pero entonces
es ciclico, lo que contradice la Proposicion 1.12.1. [

Corolario 3.4.5. Si G es un grupo no conmutativo de orden p*, entonces Z(G) =
G, G| y tiene orden p y este es el unico subgrupo invariante de G de orden p.
Ademas G/ Z(G) es abeliano y no ciclico.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.1, Z(G) # {1} y dado que G no es abeliano,
Z(G) # G. Ademsds por la Proposicién 1.12.1, G/ Z(G) no es ciclico. Por lo tanto
su orden es al menos p? y asf | Z(G)| = p. Como, por el Corolario 3.4.4, G/ Z(Q)
es abeliano, tenemos que [G, G] C Z(G). Por otra parte no puede ser [G,G] = {1}
ya que esto significa que G es abeliano. Por tltimo, por el Corolario 3.4.2, Z(G) es
el tinico subgrupo invariante de G' de orden p. [J
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Teorema 3.4.6. Si H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G, entonces
H C Ng(H).

Demostracion. Si H es normal es claro que H C Ng(H) ya que Ng(H) = G.
Supongamos entonces que H no es normal. Entonces el cardinal del conjunto X
de los conjugados de H es |G : Ng(H)| lo que es una potencia de p mayor que 1.
Ahora H actiia sobre X por conjugaién y, dado que H es un p-grupo, el cardinal
de cada una de sus Orbitas es una potencia de p. Dado que la érbita de H es
claramente { H } que tiene tamao 1, hay al menos p—1 elementos de X cuyas érbitas
también tienen tamaifio 1. Tomemos uno de estos elementos gHg~'. Entonces
hgHg=*h~!' = gHg~! para todo h € H, lo que implica que g~*hg € Ng(H) para
todo h € H. Pero como gHg~ ' # H algtin g 'hg no estd en H. [

Corolario 3.4.7. St H es un subgrupo mazximal de un p-grupo finito G, entonces
H es normal en G y su indice es p.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.6 o el Corolario 3.1.7, H es normal y G/H no
tiene subgrupos no triviales. Asi, por el Corolario 3.4.3, |G/H| =p. O

4.EL TEOREMA DE JORDAN-HOLDER, GRUPOS RESOLUBLES Y NILPOTENTES

En lo que sigue con los simbolos H <G y G > H vamos a denotar que G es un
grupo y que H es un subgrupo normal de G.

4.1.El teorema de Jordan-Ho6lder. Una serie normal de un grupo G es una
sucesion de subgrupos

{1}:G0<1G1<1"'<1Gn:G,

tal que G; # G;4+1 para todo i. Los grupos factores de esta serie normal son los
cocientes G;11/G;. La longitud de la serie normal es la cantidad de grupos factores,
o lo que es igual el nimero de inclusiones. Una serie normal

{1} =Hy<Hy<---<M,, =G
es un refinamiento de otra {1} = Go <Gy <--- <G, = G si Gy,Gyq,...,G,, es
una subsucesion de Hy, Hy,. .., H,,. Decimos que dos series normales de un grupo
G son equivalentes si tienen los mismos grupos factores (no necesariamente en el
mismo orden) y cada uno de ellos aparece la misma cantidad de veces en ambas.
Una serie normal de un grupo G es una serie de composicion si cada uno de

sus grupos factores es simple. Claramente cada grupo finito tiene una serie de
composicion.
Lema 4.1.1. Si A< A’ y B< B’ son cuatro subgrupos de un grupo G, entonces
AAANB)<A(ANnB"), (AnB)YA' NnB)<A'NnB', B(B'NA)<B(B'NnA),
y hay isomorfismos

AA'NB) N A'NB N B(B'NA")

A(ANB) ~ (ANB)(A'NB)  B(B'NA)

Demostracion. Escribamos K = A(A’NB)y L=A"NB". Como A<A’, sabemos
que K es un subgrupo de G. Ademés, L C Ng(K) y asi, KL es un subgrupo de G
y hay un isomorfismo L/(LNK) ~ KL/K. Dado que claramente KL = A(A’NB’)
y, por el item 1) de la Proposicién 1.6.7, LN K = (AN B’)(A’ N B) esto prueba que
AA'NB)<AA'NB), (ANB")(A'NnB)<A’'N B’ y vale el primer isomorfismo. El
resto sale por simetria. [
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Teorema 4.1.2 (Schreier). Dos series normales de un grupo G tienen refina-
mientos equivalentes.

Demostracion. Supongamos que
{1} =Go<G1<Ge<---<G,, =G y {1} =Hy<Hy<Hy<---<H,=G
son dos series normales de GG. Escribamos

Gij =Gj—1(H;NG;) para0<i<n,1<j<m,

Hi; =H; 1(H;NG;) paral <i<n,0<j<m.
Por el Lema 4.1.1 tenemos las series normales

Hy=Hyo<Hy1<---<Hyy = Hy = Hy << Hyyp, = Hy

Go=G01<4G11<4--<4Gp1 =G1 =Gp2 < <4Gpyy = Gy,

donde no necesariamente las inclusiones son propias y G;;/Gi-1,; ~ H;;/H; j_1,
paratodo 1 <i<nyl<j3j<m. U

Teorema 4.1.3 (Jordan-Hdélder). Si un grupo G tiene una serie de composicion,
entonces todo serie normal de G tiene un refinamiento que es una serie de com-
posicion. Ademds, dos series de composicion de G son equivalentes y por lo tanto
tienen la misma longitud.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 4.1.2. O

A los grupos factores de una serie de composicién de un grupo G se los denomina
factores de composicion de G. La longitud [(G) de un grupo G es

n  si G tiene una serie de composicién de longitud n,

I(G) = {

o0 en otro caso.

Notemos que I({1}) = 0.

Teorema 4.1.4. Supongamos que H es un subgrupo normal de un grupo G. En-
tonces G tiene una serie de composicion si y sélo si H y G/H la tienen y ademds

(G) = I(H) + I(G/H).

Demostracion. Si G tiene una serie de composicion, entonces por el Teorema 4.1.3
la serie normal {1} <« H < G se puede refinar a una serie de composicién. De este
hecho se sigue facilmente que H y G/H también tienen series de composicién y
I(G)=1(H)+I(G/H). Que si H y G/H tienen series de composicién, entonces G
también la tiene es todavia mas facil. [0
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Teorema 4.1.5 (de la dimensién). Supongamos que H y L subgrupos de un
grupo Gy que H normaliza a L. Entonces l[(H) y (L) son finitos, si y sélo si
I(HL) y I(HNL) lo sony ademds (HL)+I(HNL)=1I1(H)+I(L).

Demostracion. Se lo deduce facilmente aplicando el Teorema 4.1.4 a las sucesiones
exactas

H
l1—=HNL H —1
HNL
y
1 L HL %—ﬂ,

y usando el hecho de que H/(HNL)~ HL/L. O

4.2.Grupos resolubles. Una serie normal de un grupo G es resoluble si sus grupos
factores son conmutativos. Un grupo G es resoluble si tiene una serie resoluble.
Claramente todo grupo abeliano es resoluble. Notemos que un grupo simple es
resoluble si y sélo si es isomorfo a Z, con p primo y que un grupo resoluble tiene
una serie de composicion si y sé6lo si es finito. Esto 1ltimo se sigue del Teorema 4.1.4
y de que lo mismo vale para grupos abelianos.

Teorema 4.2.2. Cada subgrupo H de un grupo resoluble G es resoluble.

Demostracion. Tomemos una serie resoluble {1} = Go<G1<--- <G, =G de Gy
consideremos la serie {1} = Hy C HNGy C --- C HN G, = H. Para probar el
teorema basta observar que H NG, <HNGiy41y
HnN Gi_|_1 . HﬂGH_l N Gi(HﬂGi_H) c Gi+1
HNG; (HNGi11)NG; G - G
para todo ¢. [

Teorema 4.2.3. 9%

i T

1 G’ G G" 1
es una una sucesion exdcta corta de grupos, entonces G es resoluble si y sélo si G’
y G" lo son.

Demostracion. Supongamos que G es resoluble. Por el teorema anterior sabemos
que G’ lo es. Para comprobar que también lo es G”, basta observar que, para cada
serie resoluble {1} = G <Gy <--- <G, = G de G, tenemos que

{1} = 7(Go) am(G1) <+ --<a7w(Gy)

y
7T(G1‘+1) - i(G/>Gi+1 _ Z(G/)GZGhLl - Gi+1 -~ Gi+1/Gi

W(GZ) N Z(G/)Gz Z(G/>Gz N Z(G/)GZ N Gi+1 N (Z(G/)GZ N Gi+1)/Gi7
que es conmutativo. Reciprocamente, si {1} = G{ <G} <--- <G, = G’ es una serie

resoluble de G’ y {1} = G{ <G/ <--- <Gl = G"” es una serie resoluble de G”,
entonces

{1} =i(G}) «i(G)) a---<i(G) =G =71 (G ar (G a--arn (G =G

es una serie resoluble de G. [
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Teorema 4.2.4. Supongamos que H y L subgrupos de un grupo G y que H nor-
maliza a L. Entonces H y L son resolubles, si y solo si HL y H N L lo son.

Demostracion. Se lo deduce facilmente aplicando el Teorema 4.2.3 a las sucesiones
exactas

H
1 1
— HNL H HﬂL—>
y
T )

y usando el hecho de que H/(HNL)~ HL/L. O

Corolario 4.2.5. St H y K son grupos resolubles, entonces también lo es cada
producto semidirecto de H con K. En particular los grupos diedrales son resolubles.

Teorema 4.2.6. FEl grupo de permutaciones S,, no es resoluble para ningun n > 5.

Demostracion. Como el grupo alternado A, es simple y no conmutativo no es
resoluble. Asi, por el Teorema 4.2.3, tampoco S, lo es. [

Definicion 4.2.7. Definimos la serie derivada
G: G(O) [>G(1) DG(2) > .-

de un grupo G, inductivamente por G = G y G+ =[G, GW)].

Teorema 4.2.8. Si los grupos factores de una sucesion
G:G0>G11>G2l>---

son todos conmutativos, entonces G C G; para todo 1.

Demostracion. Hacemos induccion en . El caso ¢ = 0 es trivial. Supongamos que
el resultado vale para i, de manera que G C G,. Dado que G; /Gi11 es comutativo
[GmGz] g Gz’—|—1 y asi G(H_l) = [G(Z),G(Z)] Q [Gz,Gl] g Gi+1. ]

Teorema 4.2.9. Un grupo G es resoluble si y sélo si G™) = {1} para algin n > 0.

Demostracion. Si G = {1}, entonces la serie derivada de G es una serie resoluble.
Reciprocamente, si G tiene una serie resoluble G = Go>G1>- - ->G,, = {1}, entonces
por el teorema anterior, G™ C G,, = {1}. O

Notemos que lo que dice el teorema anterior es que la serie derivada de un grupo
es una serie normal si y sélo si el grupo es resoluble.
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5.COMPLEMENTOS

5.1.Producto directo de familias arbitrarias de grupos. Si (G;);c; es una
familia de grupos, entonces sobre el producto cartesiano [[,.; G; queda definida
una estructura de grupo poniendo

(Qz‘)iel(gg)iel = (gigé)z-ez

Es claro que (1g, )icr es el neutro de [],.; G y que (gi)i_ell = (9; Yier. Ademis las

7
aplicaciones candnicas
™ G, : H Gl — G j
icl

definidas por 7g,((gi)icr) = g; son morfismos de grupos. A [],.; G, dotado de
esta estructura de grupo, lo llamaremos producto directo de la familia (G;);cr y
a cada uno de los morfismos 7, lo llamaremos proyeccion canénica de [],.; G;
en G;. El producto [],.; G;, junto con las proyecciones canénicas 7¢,, tiene la
siguiente propiedad (que se denomina propiedad universal del producto directo):

Si (fi: G — G;)ies es una familia de morfismos de grupos, entonces existe un

tinico morfismo de grupos (f;)icr: G — [[;c; Gi tal que los diagramas

G
5 l(fi)iEI

uyen
J
Gj<— 1l Gi

conmutan. Es decir que 7g, o (fi)ier = f;.

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea (f;)icr(z) = (fi(z))icr y es claro que
con esta definicién (f;);er es un morfismo de grupos que satisface las igualdades
mencionadas arriba. El claro también que Ker((fi)icr) = (;c; Ker(f:).

Notemos que propiedad universal del producto directo dice simplemente que para
todo grupo G, la aplicacién

\UE Hom(G,HGi) — HHom(G,Gi)7

i€l i€l
definida por U(¢) = (g, © ¥)icr, s biyectiva.

Observacién 5.1.1. Si (f;: G; — G})icr es una familia de morfismos de grupos,
entonces por la propiedad universal del producto directo queda definido un unico
morfismo [[,c; fi: 1licr Gi — 11,1 Gi tal que TG © [Lic; fi = fj o ma, para todo
j € I. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

Q £,
i€l J
Hie] G, —== Hie[ Gé

lﬂ'cj l/ﬂ—G;.
f

G; G

conmutan. Es claro que (Hiel fi) ((gi)ier) = (fi(gi))ier-



TEORIA DE GRUPOS 57

Observacion 5.1.2. Vale lo siguiente:
2) Si (fz G - G )161 y (f' G, — G!)ier son familias de morfismos de grupos,
entonces (Hzel fz) (Hzel fZ) = Hzel(fz/ fi)-

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del producto directo, pero
también sale por calculo directo. [

Observacion 5.1.3. Vale que

Ker([T4) = [Txer(s) e (T ) =TT (s,

iel iel el iel

Demostracion. Sale por calculo directo. [

Observacién 5.1.4. Supongamos que (G;)icr es una famila de grupos y que para
cada i € I tenemos un subgrupo normal H; de G;. Denotemos con m;: G; — G;/H;
a la sobreyeccion canonica. Por la Observacion 5.1.3, el morfismo

[ e -T%

el el el

es sobreyectivo y su nicleo es [[;c; H; y, en consecuencia, induce un isomorfismo

IIZGI(; Ezi
Hm HiEIHZ gHz

€1

5.2.Suma directa de familias arbitrarias de grupos. Dada una familia de
grupos (Gj)icr, denotamos con €, ; G; al subgrupo normal de [],.; G; formado
por las familias (g;);es que satisfacen la propiedad de que el conjunto {i € I : g; # 1}
es finito. Al grupo @@,; G lo llamaremos suma directa de la familia (G;);c;. Para
cada j € I hay un morfismo g, : G; — @,.; G, definido por vq,(g;) = (9;)ier,
donde g} =gjy g;=1sii# j. A cada uno de los morfismos t¢, lo llamaremos
la inyeccion candnica de G; en @, ; G;. La familia (g, ) cr satisface la propiedad
de que tg,(9)tG, (9') = ta, (9')tc,(g) para todo j,j" € I distintos y todo g € G
y ¢ € Gj. La suma directa ,.; G;, junto con las inyecciones canénicas tq;,
satisface la siguiente propiedad (que se denomina propiedad universal de la suma
directa):

Si (fi: G; — G)ier es una familia de morfismos de grupos que satisface la
propiedad de que f;(g)fi(¢") = fir(¢') fi(g) para todo i # ' en I y todo g € G;
y g' € Gy, entonces existe un tinico morfismo de grupos {fi}ticr: @;c; Gi — G
tal que los diagramas

G
T{fi}iez
G L—GJ> 691'6[ G;

fi

conmutan para todo j € I. Es decir que {fi}icr o ta;, = fj.
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En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea

{fitier (ta,, (96) - 1a., (9i,)) = {fitier(va,, (96,)) - A fitier (e, (9i,))
= fi, (i) -+ fi, (i),

donde i1, . .., 4, es una subfamilia arbitraria de elementos de I y g;, pertenece a G,
para todo 1 < j < n. Veamos que la aplicacién { f; };cs, definida asi, es un morfismo

de grupos: Supongamos que g = @, (9i,) -+ ta,, (9i,) Y 9" = vai, (95,) - - va, (95,)-
Entonces,

{fitier(99") = {fi}ier (vai, (90295,) -~ - ta., (9i,95,))
= fi,(91,94,) - fin (91, 95)
= fi,(90) fir (gi)) - -~ fin (9i) fin (95)
= fi,(9i) - fi, (9i,) fin (9,) -~ fi (90)
= {fiticr(9{fitier(d)-

Es claro que {f;}ics satisface las igualdades mencionadas arriba.

Observacién 5.2.1. Si (f;: G; — G})icr es una familia de morfismos de grupos,
entonces por la propiedad universal de la suma directa queda definido un unico

morfismo @,c; fi: Dic; Gi — B,e; Gi tal que (P,e; fi) © e, = Ly © f; para

todo j € 1. FEstas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados
/
Gj

chj lbc’,
J
L
il i

/
®i61 G —— icl Gi

conmutan. Es claro que (@z‘el fz) ((9i)icr) = (fi(g:))ier-
Observacion 5.2.2. Vale lo siguiente:

1) @icride, =id-_ g,
2) Si(fi: Gi — Glicr y (fl: G — GY)icr son familias de morfismos de grupos,
entonces (@,c; f1) © (B,er fi) = e (flo fi)-

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal de la suma directa, pero tam-
bién sale por calculo directo. [

Observacion 5.2.3. Vale que

Ker(@P fi) = PKer(f) e (D) = Pim(si).

el el el el

Demostracion. Sale por calculo directo. [
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Observacidon 5.2.4. Supongamos que (G;)icr es una famila de grupos y que para
cada i € I tenemos un subgrupo normal H; de G;. Denotemos con m;: G; — G;/H;
a la sobreyeccion canonica. Por la Observacion 5.2.3, el morfismo

G;
D Do -Dy
iel el i€l

es sobreyectivo y su nicleo es @, . ; H; y, en consecuencia, induce un isomorfismo

i€l

D Die1 G G
il Dicr Hi icl H;

Observacion 5.2.5. Supongamos que (H;);cr es una familia de subgrupos de un
grupo G y que los elementos de H; conmutan con los de H; para todo i’ € I\ {i}.
Por la propiedad universal de la suma directa existe un morfismo ¢: @,.; Hi — G
que estd definido por o((hi)icr) = [[,c; hi (donde el producto tomado en G, tiene
sentido ya que los h; son iguales a 1 salvo una cantidad finita de ellos y no importa
el orden en que se los multiplican ya que conmutan entre si). Es evidente que la
imagen de ¢ es el conjunto de los elementos de G que se escriben como h;, ---h;
donde i1, ...,in es una subfamilia arbitraria de elementos de I y h;; pertenece a
H;; para todo 1 < j < n. Notemos que cada H; es normal en la imagen de p. Esto
se sigue facilmente de que los elementos de H; conmutan con los de H; para todo
i’ € I'\ {i}. Ademds son equivalentes:

1) ¢ es inyectiva.

2) Cada elemento de la imagen de ¢ se escribe de una dnica manera como un
producto h;, ---h; , donde i1, ..., i, es una subfamilia arbitraria de elementos
de I y h;, pertenece a H;; \ {1} para todo 1 < j < n.

3) El'1 de G (que claramente estd en la imagen de ) satisface la propiedad
mencionada en el item 2)

4) Para cada i € I vale que H; N ][], ,; Hj = {1}, donde [];,; H; denota al
subgrupo de G consistente de los elementos que se escriben como h;, ---h;, ,
con iy, ..., i, una subfamilia arbitraria de elementos de I\{j} y h;, pertenece
a H;; para todo 1 < j <mn.

Es claro por definicion que los items 1) y 2) son equivalentes y que el 3) es equiva-
lente a que ker(yp) = {1}. Veamos que 3) implica 4). Si existieran h; # 1 en H;
yhi, € Hy,,...,h;, € H; coni¢ {i1,...,i,} tales que h; = h;, ---h;,_, entonces
tendriamos que 1 = hi_lhil -+ h;, , contradiciendo la hipotesis. La demostracion de
que 4) implica 3) es similar. En efecto, si 1 = h;, ---h;, , donden >1 eiq,..., i,
es una subfamilia arbitraria de elementos de I y h;; # 1 pertenece a H;; para todo
1 < 7 <n, entonces claramente n > 2 y hi_l1 = hi, -+ h;, estd en H;, N Hj;éz‘l H;.
Notemos que si I estd totalmente ordenado, entonces el item 4) puede ser reem-
plazado por el pedido de que para cada i € I valga H; N Hj<i H; = {1}. Dejamos
al lector comprobar esto. Notemos también que si cada H; es un subgrupo normal
de G, entonces de la condicion 4) se sigue que H; N H; = {1} para todo i # i’ en
1, lo que por el Teorema 1.13.7 implica que los elementos de H; conmutan con los
de H; para cada pari,i’ de elementos distintos de I. Asi, en este caso, esta dltima
condicion es redundante.
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5.3.Producto directo de G-conjuntos. Si (X;);cs es una familia de G-conjun-
tos, entonces sobre el producto cartesiano [[,.; X; queda definida una estructura
de G-conjunto poniendo g-(z;);cr = (9-x;)ics. Ademas las aplicaciones candnicas

X HXi — X
el

definidas por mx;,((2;)ier) = x; son morfismos de G-conjuntos. Claramente el
nicleo de la acciéon de G sobre [, ; X; es la interseccién de los nicleos de la
acciones de G sobre cada X;, el estabilizador de (7;);cs es la inteseccién ();c; G,
de los estabilizadores de cada z; y PF([],c; Xi) = [Lie; PF(Xi). A Tlier X
dotado de esta accién, lo llamaremos producto directo de la familia (X;);c; v a cada
uno de los morfismos mx; lo llamaremos proyeccion candénica de [[,.; X; en Xj.
El producto [],.; X;, junto con las proyecciones candnicas 7y, tiene la siguiente
propiedad (que se denomina propiedad universal del producto directo):

Si(fi: X — Xi)ier es una familia de morfismos de G-conjuntos, entonces existe

un tinico morfismo de G-conjuntos (f;)icr: X — [[;c; Xs tal que los diagramas

X
/i l(fi)iEI

Xj =< X, [Licr X

conmutan. Es decir que 7x, o (fi)ier = f;-

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea (f;)icr(x) = (fi(x))ier v es claro
que con esta definicién (f;);c; es un morfismo de G-conjuntos que satisface las
igualdades mencionadas arriba.

Notemos que lo que la propiedad universal del producto directo dice es simple-
mente que para todo G-conjunto X, la aplicacion

U: Homg <X, I1 Xi) — [ Homa (X, X,),
i€l icl
definida por ¥(p) = (7x, © ¢)icr, es biyectiva.

Observacién 5.3.1. Si (fi: X; — X!)icr es una familia de morfismos de G-con-
juntos, entonces por la propiedad universal del producto directo queda definido un

inico morfismo [[,c; fit Tlier Xi — [,cr Xi tal que mx: 0 Lier fi = fiomx; para
todo j € I. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

Q 1,
1€l JT
Hiel Xi —— Hiel X{

lﬂ‘xj lﬂ-Xé
fi

Xj—J>X]’-

conmutan. Es claro que (Hz‘el fz) (zi)ier) = (fi(xs))ier-
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Observacion 5.3.2. Vale lo siguiente:
1) Hz‘e] idx, = iinE] X
2) Si (fi: Xi = XDier v (fl: X! — X!")icr son familias de morfismos de G-
conjuntos, entonces (Hiel fl’) o (Hiel fi) = Hiej(fi’ o fi).
Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del producto directo, pero
también sale por calculo directo. [

5.4.Unién disjunta o coproducto de G-conjuntos. Si (X;);c; es una familia
de G-conjuntos, entonces sobre la unién disjunta | |;.; X; de los X;’s queda natural-
mente definida una tinica estructura de G-conjunto tal que las inclusiones canénicas

in : Xj — |_| Xz
el
son morfismos de G-conjuntos. A | |, ; X;, dotado de esta accién, lo llamaremos
union disjunta o coproducto de la familia (X;);c; v a cada uno de los morfismos ¢ X;
lo llamaremos inclusion candnica de X; en | |,; X;. El coproducto | |,.; X;, junto

con las inclusiones candnicas ix,, tiene la siguiente propiedad (que se denomina
propiedad universal del coproducto):

Si (fi: Xi; — X)ies es una familia de morfismos de G-conjuntos, entonces existe
un tinico morfismo de G-conjuntos { fi}ier: | l;c; Xi — X tal que los diagramas

X

/ T{fi}ie[

Xj =7 Uier Xi
J

conmutan. Es decir que {f;}icr 0ix; = f;.

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea {f;}icr(z) = fi(z) para x € X; y es
claro que con esta definicién {f;}ic; es un morfismo de G-conjuntos que satisface
las igualdades mencionadas arriba.

Notemos que lo que la propiedad universal del coproducto dice es simplemente
que para todo G-conjunto X, la aplicacion

v HomG(U X,-,X) — [ Homa (X, X),
icl i€l
definida por ¥(yp) = (¢ o mx, )icr, €s biyectiva.

Observacion 5.4.1. Si (f;: X; — X!)ier es una familia de morfismos de G-con-
jJuntos, entonces por la propiedad universal del coproducto queda definido un unico

morfismo | |;c; fir Uier Xi = Uier X! tal que ([ ;cr fi) oix, = ix; o fj para todo
j € 1. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

fi

Xj—>X]’.

lixj liX’.
E J
il i

|_|iel X —— |_|z‘€I Xz{

conmutan. Es claro que (|,c; f;) (z) = fi(z) para todo z € X;.
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Observacion 5.4.2. Vale lo siguiente:
1) |_|iEI idx, = idFiGI X
2) Si (fi: Xi = XDier v (fl: X! — X!")icr son familias de morfismos de G-
conjuntos, entonces (|_|i€[ fz’) o (|_|i€[ fz-) = |ier(fio fi).

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del coproducto, pero también
sale por céalculo directo. [

5.5.Complementos a los teoremas de Sylow. Dados un subgrupo H de un
grupo finito G, un primo p que divide a |H |, un p-subgrupo de Sylow Py de H y un
divisor m de |G| tal que |Py| divide a m, denotemos con S,, (G, H, Py ) al conjunto
de los subgrupos ) de orden m de G tales que Q N H = Py.

Proposicién 5.5.1. Supongamos que H y H' son subgrupos de un grupo finito G
y que p es un primo que divide a |H| = |H'|. Denotemos con Py y con Py a
dos p-subgrupos de Sylow de H y H' respectivamente y con m a un divisor de |G|
tal que |Py| divide a m. Si existe un automorfismo f de G tal que f(H) = H’,
entonces #(Sm(Ga H7 PH)) = #(SWL(Gv HI? PH’))

Demostracion. Claramente f(Pp) es un p-subgrupo de Sylow de H'. Por el item 2)
del Teorema 2.2.2, existe un elemento h de H' tal que hf(Pg)h~' = Py/. Notemos
que si Q N H = Py, entonces

RPN H = hf(Qh ™ Nhf(H)A ™ = hf(QNH)A™ = hf(Py)h™" = Py,
de manera de que queda definida una aplicacién

0:S,,(G,H,Py) — S,,(G,H', Py/)
poniendo #(Q) = hf(Q)h~!. Es facil ver que esta aplicacién es biyectiva y asf

#(Sm(GaH, PH)) = #(Sm(G7H,aPH’))'

Notemos que la proposicién de arriba se aplica en particular cuando H y H' son
conjugados y ademds muestra que #(.S,,(G, H, Py )) no depende del subgrupo de
Sylow Py de H elejido. Asi,

#({Q € Sub(G) : |Q| =my QN H € Syl,(H)}) = #(Syl,(H))#(5m(G, H, Pr)),

donde Sub(G) denota al conjunto de los subgrupos de G. Dado que, por la Obser-
vacién 2.2.7, vale que si H es normal y si m = p” donde r > 0 es tal que |G| = p™n
con p y n coprimos, entonces

Syl,(G) = #({Q € Sub(G) : |Q| =p" y QN H € Syl (H)}),

obtenemos asi otra demostracion de la primera parte de la Proposicion 2.2.8.

5.6.Subgrupos normales minimales. Un subgrupo normal H de un grupo G
es normal minimal si H # {1} y no existe ningin subgrupo normal N de G tal que
H C N C G. Es claro que todo grupo finito tiene subgrupos normales minimales.
Vamos a caracterizar estos subgrupos. Para ello conviene estudiar primero los
grupos caracteristicamente simples, que son por definicion los grupos que no tienen
subgrupos caracteristicos distintos de {1} y G.



TEORIA DE GRUPOS 63

Lema 5.6.1. Si H es un subgrupo normal de un grupo G y ¢ € Aut(G), entonces
w(H) también es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Tomemos x € G. Como ¢ es sobreyectiva existe y € G tal que
ply) =y asi, zp(H)z™! = p(yHy™!) = ¢(H). O

Teorema 5.6.2. Si un grupo finito es caracteristicamente simple, entonces es un
producto directo de grupos simples isomorfos.

Demostracion. Elijjamos un subgrupo normal H # {1} de G con orden minimo.
En particular H es normal minimal. Entre todos los subgrupo de G de la forma
H; x---x H,,, con cada H; normal e isomorfo a H, tomemos uno con m maximo.
Afirmamos que G = Hy X --- X Hp,. Como G es caracteristicamente simple, para
probar esto serd suficiente ver que p(H;) C Hy X --- X H,, paratodo 1 < i <m
y todo ¢ € Aut(G). Es claro que ¢(H;) ~ H vy, por el Lema 5.6.1, p(H;) es un
subgrupo normal de G. Supongamos que ¢(H;) no estd incluido en Hy X - -+ X H,,.
Entonces por la minimalidad de |H|, debe ser ¢(H;) N (Hy X --- x Hy,,) = {1}, pero
esto implica que (Hy X - -+ X Hp,, o(H;)) ~ Hy X -+ - X H,,, X 9(H;), lo que contradice
la maximalidad de m. U

Teorema 5.6.3. Todo subgrupo normal minimal H de un grupo finito G es ca-
racteristicamente simple y, por lo tanto, isomorfo a un producto directo de grupos
simples 1somorfos.

Demostracion. Se sigue de que, por la Observacion 1.12.2, todo un subgrupo ca-
racteristico de H es un subgrupo normal de G. [J

Un grupo es elemental abeliano si es isomorfo a un producto finito de Z, con
p-primo. Por los Teoremas 3.2.2 y 5.6.2, todo grupo finito, caracteristicamente
simple y resoluble, es elemental abeliano.



