ALGEBRA 11
Segundo Cuatrimestre — 2006

Practica 1

=

N

.SeaneNyseaG, ={zeC/z" =1}

a) Probar que (G, -) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada
z € Gp.

b) Probar que Gy es ciclico, es decir, que existe w € G, que satisface:
Vz e G, Ik € Ztal que z = wk.

.Sea G =Zy, ={a €Z/0<a<n}conaxb=ry(a+b). Probar que
(Zn, *) es un grupo y determinar si es abeliano.

.SeaSl={ze C/|z| =1}.

a) Probar que (S!, ) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z €
1

b) Determinar si S! es ciclico.

. En cada uno de los siguientes casos determinar si (G, *) es un grupo y,
en caso afirmativo, determinar si es abeliano:

a) G=Ny axb=1la,b)].

b) G=Q-9 axb=a-b.

) G=M;3(Z) axb=a-b.

d) G = M,(R) axb=a+b.

e) G=SL,(R) ={a e My(R) /deta=1} axb=a-b.

f) G = Endg(V), con V un K-espacio vectorial ~ fxg=fog.

8) G={f € Endg(R") /d(f(x) f(y)) = d(x,y) Vx,y € R"}
frg=fog

h) G=S(X)={f:X — X/ f esbiyectiva}, donde X es un conjun-
tonovacioy fxg=fog.
Notacién: Cuando X = {1,...,n} S(X) serd notado Sj,.

) G=5(Z) fxg=fogh

DG=TaxZy  (a,b)%(cd)=(ra(a+c)ra(b+d)).

ky G=U,={a€ Z,/(a,n)=1}  axb=ry(a-b).

5. Probar que

a) G, C Gy siysélosin | m.
by GaNGy = G(n,m)‘
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6.

7-

8.

10.

11.

12.

13.

Probar que todos los grupos de 4 elementos son abelianos.

(Sugerencia: hacer las posibles tablas de operaciones).

a) Sea G = {g1,...,gn} un grupo abeliano finito. Probar que

8€G:2¢=0

b) Calcular Z a.

a€ly

¢) Calcular ] w.

weGy
d) Sea p € N un ntmero primo. Probar el Teorema de Wilson:

(p—1D!=-1(p)

Sea (G, *) un grupo finito y sea S C G un subconjunto no vacio. Probar
que S es un subgruposiy sélosixxy € S,Vx,y € S.

En cada uno de los siguientes casos, probar que H es un subgrupo de
(G, *):

1) G=C* x=. H=S5.

b) G =Dy x=o0 H=1{1,p, 0% 0%}

¢) G=GL,(C) x = H = "H donde

1G5 2) (58 (2 )}

d G=8" «=. H=G,.
e) G=1Zy, axb=r,(a+b) H={ac G/aespar}.
f) G=GLy(R) %=- H=SLy(R).

g) G = Dg *=o0 H={1,0,0%00p%}.
Sea G un grupo y sean H; y Hp dos subgrupos de G.

a) Probar que Hj N H es un subgrupo.

b) Probar que Hj U H es un subgrupo siy sélo si H; C Hy o Hy C Hj.

c) ¢Es cierto que si H; U Hy U H3 es un subgrupo de G, entonces Ji,
coni # j tal que H; C H;?

Hallar todos los subgrupos ciclicos de: Zy, Zs, Z¢, G3, Ga, S3, Zo @ Zy 'y
Zo & Zs.

Sean G un grupoy a € G. Probar que Z, = {x € G; x-a =a-x} esun
subgrupo de G.

Probar que si H es un subgrupo de Z entonces existe n € Ny tal que
H=n-Z.
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14. Probar que si H es un subgrupo finito de C* entonces existe n € Ny tal
que H = Gy,.

15. Hallar ord(x) en los casos:

a) G=Sg x=(12)(567) ; x=(1235)(1378).
by G=7y x=2 ; x=3 ; x =4.

c) G=H x:(é Bz)

d) G=¢! x = cos(2E) +i sin(2Z).
e) G=Dy x=p’c ; x = p°.
f) G un grupo cualquiera y x = a¢, donde a € G es un elemento de

orden 7 y d es un ntimero natural.
16. Sea x € Zy. Probar que ord(x) = nsiy sélosi (x,n) = 1.

17. a) Calcular el orden de todos los elementos de Ss.
b) Sea o := (132) ,encontrar el subgrupo C, = {r € S3; r.c =o.r}.
c) Hallar, si existe, un ¢ € S3 tal que el subgrupo C, tenga orden 1;
tenga orden 2; tenga orden 3; tenga orden 6.

18. a) Hallar el orden de cada elemento de Zj, y determinar todos los
x € Zq; tales que el subgrupo ciclico generado por x coincide con
le.
b) Hallar el orden de cada elemento de Zy & Z3 y en Zy @ Zg.

c) Inspirandose en b) probar que si G1 y G, son grupos finitos, el orden
de un elemento (g1,¢2) en G; @ G, es el minimo comun multiplo
entre los 6rdenes de g1 y g2.

19. Sea p un ntamero primo, m € Ny sea G un grupo de orden p™. Probar
que existe un elemento de orden p en G.
20. Sean (G,-) ungrupoya,be G

a) Probar que las siguientes aplicaciones de G en G son biyectivas y
encontrar sus inversas

1 1, ,-1

1) X—a-x 3) X—a-x-a- 5) X+—a-x"-a

2) x+—a-x-b 4) x> x !
b) Determinar cudles de estas aplicaciones son morfismos.
c) Idem en el caso en que G sea abeliano.
21. Dados los grupos:

Lo B Ln® 7> Lo ® 7y Zy & Gy Zsg

Dy Gs H K
donde K = {#1, &i, +j, +k} coni? = > =k> = —1yi-j=k=—j-i

Decidir cudles son abelianos, cudles son ciclicos y cudles son isomorfos
entre si.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Determinar si G y K son isomorfos en los casos:

Q) G=2, K=7Zy®Z.
by G=17Zy K = Gy.
&) G=Z1 K=7®Zs
) G=Q K=R
e) G=U
f) G =Ue
9 G=83 K = D;s.
h) G= A4 K = Ds.

Sea f : G — G un morfismo de grupos. Probar que ord(f(x)) divide a

ord(x) si ord(x) es finito.

Sea f : G — L un epimorfismo. Decidir para cudles P; vale:

“G verifica P; = L verifica P;”

(P1) tener n elementos. (Ps) todo elemento tiene orden fi-
(P,) ser finito. nito.

(P3) ser conmutativo. (Py) todo elemento tiene orden 6.
(P4) ser no conmutativo. (Pg) todo elemento tiene orden in-
(Ps) ser ciclico. finito.

Sea f : G — L un monomorfismo. Decidir para cudles P; del ejercicio
anterior vale: “L verifica P; = G verifica P;”.

a) Probar que Aut(Z) ~ Gy.
b) Hallar Hom (G, Z).
¢) Hallar Hom(G, Z) para G un grupo de orden finito.

SeaG—{((l) Z)/a,be 27, cona#O}.

a) Hallar el orden de G.

b) Para cada primo p que divide al orden de G hallar todos los ele-
mentos de G que tengan orden p.

Sea p un ntmero primo mayor que 2. Se considera el conjunto

o= {(}j1): ovee)

Probar que G es un grupo no abeliano tal que todo elemento distinto de
la identidad tiene orden p. ;Qué pasa si p = 2?

a) Sean a,b € Z. Probar que {a,b} es un sistema de generadores de Z
siysolosi (a,b) =1.

b) Probar que Z tiene sistemas de generadores minimales de # ele-
mentos Vi € N.
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30.

31.

32.

33

34.

35.

Sea G = M;(Z,). Hallar |G| y encontrar subgrupos de G de orden 2, 4 y
8.

a) Probar que son equivalentes:

1) G es abeliano.
2) La aplicacién f : G — G definida por f(x) = x~
morfismo de grupos.

1 es un

2 es un morfis-

3) La aplicacién f : G — G definida por f(x) = x
mo de grupos.

b) Probar que si x> = 1 para todo x € G entonces G es abeliano.
Probar que

a) Hom(Z, Zn) # 0.
b) HOT}’Z(Z5, Z7) =0.
¢) Hom(Q, Z) = 0.

d) No existe un epimorfismo de Z en Z @ Z.
Hallar dos grupos G y K no isomorfos tales que Aut(G) ~ Aut(K).

Sea G = (1) Z /a,b € Zy, con (a,4) = 1}. Probar que G es un

grupo no abeliano de orden 8. ;Es G ~ H? ;Es G ~ Dy?

Sea define la funcién de Euler ¢ : N — N de la siguiente forma:
pn)=#{heN: 1<h<ny (hn)=1} = Uyl

a) Probar que si (a,1) = 1, entonces a?") = 1(n).
Este resultado se conoce como Teorema de Euler y es una generaliza-
cién del Pequefio Teorema de Fermat.

b) Probar que si n, mN son coprimos, entonces ¢(nm) = ¢(n)p(m).

Sugerencia: probar que la funcién f : Uy — Uy X Uy, dada por
f(x) = (rn(x), rm(x)) estd bien definida y es suryectica.

c) Probar que si p € N es un primo y r € N, entonces

o(p) =(p -1y
Concluir que si se conoce la factorizacién de # en primos, entonces
se puede calcular ¢(n).
d) Probar que si n,m € N son coprimos, entonces Uy, =~ Uy X Up,.
e) Hallar todos los nn € N tales que U, ~ Zj.
f) Hallar todos los nn € N tales que Uy, ~ Zp @ Zy.
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