ALGEBRA 11
Segundo Cuatrimestre — 2006

Préctica 3

En los siguientes ejercicios estudiamos productos semidirectos de grupos.
Estos serdn presentados de dos maneras.

La primera es dar H y K subgrupos de G, tales que H<G, HNK = {1} y
G = HK.

Esta situacién la notaremos G = H - K.

La segunda es dar grupos K y H y un morfismo de grupos ¢ : K —
Aut(H). Se define entonces una operacién en H x K como (h,k)(H, k') =

(ho(k) (), KK').

En este caso notaremos G = H X, K al producto semidirecto.

En las clases tedricas se probé que estas construcciones son equivalentes.
Se sugiere releer las clases y entender cémo es el pasaje entre las dos cons-

trucciones.
1. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G tales que G = H -3; K.
a) Probar que si K <G entonces kh = hk, Vh € H, Vk € K.

b) Deducir que G es abeliano si y sélo si H y K son abelianos y K< G.

2. Probar que S, y D, ; n > 3 son isomorfos a productos semidirectos
convenientes. Mostrar en ambos casos las dos maneras de hacerlo.

3. ¢Es H isomorfo a algtin producto semidirecto?

4. Determinar si existe un grupo K tal que G sea el producto semidirecto
de H y K en cada uno de los siguientes casos. (Elegir la construccién que
maés le convenga.)

) G=C* H=S¢S!

b) G =G H=G3

c) G=Gpp H=G;

d) G=C H=R

e) G=GL(n,C) H = SL(n,C)

HG=S H={1,012)(34),(13)24),14)23)}

5. Sea G un grupo finito y sean H y K subgrupos de G tales que H < G.
Probar que G = H -,; Ksiy s6losi |G| = |H||K|y HNK = {1}.
Deducir que si |G| = |H||K| y (|H|, |K]) = 1 entonces G = H -4 K.

6. Sean H = Z4 y K = Z3. Describir todos los productos semidirectos
G=HXxyK
Mostrar que uno de estos es no abeliano y no isomorfo a Ay.
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7. Probar en cada uno de los siguientes casos que el grupo G acttia sobre
el conjunto X. En cada caso calcular ©X, las G-6rbitas de X y el estabili-
zador de cualquier elemento de X

) G={f:R—=R f(x) =ax+bcona € R,b € R}, X =Ry
fx=f(x)

b) G={f:R? = R2 f(x) =ax+bcona € O2(R),b € R?}, X = R?
y fx = f(x)

c) G=R*, X=Rypyax=x"cona € R*yx € Ry.

d) G=SL(2,Z),X=ZxZy ( {Z Z > (; ):(ax+by,cx+dy)

8. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X y S< G. Determinar la
condicién necesaria y suficiente para que exista una acciéon de G/S en X
talquea-x=a-x VacGyxcX.

9. Sea X un conjunto finito. Determinar el nimero posible de acciones de
Z sobre X.

10. Sea G un grupo.

a) Probar que si |G| = p" con p primo y n € N entonces C(G) # 1

b) Probar que si G /c(G) es ciclico entonces G es abeliano

c) Probar que si |G| = p? con p primo entonces G es abeliano
d) Caracterizar todos los grupos de orden p?.

e) Dar un ejemplo de un grupo G no abeliano tal que G /c(G) sea
abeliano.

11. Sea p un primo.

a) Sea G un grupo no abeliano tal que |G| = p®. Probar que C(G) =
[G; G] y calcular |C(G)].

lab
b) Calcular [G,G] con G = {(8 (1) i) :ab,ce Zp}.

12. Sea G un grupo tal que |G| = 2n, G tiene n elementos de orden 2 y
los restantes forman un subgrupo H. Probar que entonces n es impar y
H<G.

13. Sea p primo y |G| = n. Entonces existe k tal que n = p* < Vx €

G, ord(x) = p® para algun s. (s depende de x)
14. G es un p-grupo < VH <G, Hy G/ H son p-grupos.

15. Calcular todos los p- subgrupos de Sylow de:

Ly, 213,21 ® 25,53 D Z3,53 D S3

16. Sea G un grupo, |G| = pgq, p > g primos tal que g no divide a p — 1.
Probar que G es ciclico.
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17. Sean p,q primos , |G| = p?q. Probar que G no es simple.

18.

19.

20.

21.

22.

Probar que no existen grupos simples de los siguientes 6rdenes:

30, 36, 56, 96, 200, 204, 260, 2540, 9075.

Sea G con |G| < ooy p < g primos tal que p? no divide a |G|. Sean H,
y H, subgrupos de Sylow de G con H, < G. Probar

a) Hy.Hy es subgrupo de G
b) Hp.Hy <G = Hy <G.

Sea G un grupo y sea H < G. Probar que G es resoluble si y s6lo si H y
G / g son resolubles.

Sean p y g primos distintos. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Todo grupo de orden pq es resoluble.
b) Todo grupo de orden p?q es resoluble.
c) Sipy g sonimpares, todo grupo de orden 2pq es resoluble.

d) Todo grupo de orden menor que 60 es resoluble.

Dado G un grupo finito, se define la sucesién de subgrupos {G(”) } N
nelNy

recursivamente de la siguiente manera:

G0 = G
{ G(n+1) — [G(n),G(”)] Vn €N

Probar que G es resoluble si y s6lo si existe k € N tal que G = {1}.
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