ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2007

Préctica 6: Productos tensoriales

1. Productos tensoriales

1.1. Muestre que Q ®7 Q = Q.
1.2. Sea A un anillo y M4 y g4M A-moédulos. Muestre que M ®4 N es un
End 4 (M)-End 4 (N)-bimédulo.

1.3. Sean A y B anillos y M4, 4Np y pP médulos. Muestre que hay un iso-
morfismo natural

M®4(N®pP) = (M®y N)®sP.

1.4. Sea A un anillo conmutativo, a C A un ideal y M un A-médulo. Muestre
que hay un isomorfismo natural A/a®4 M = M/aM.

1.5. Sea A un anillo, M4 y 4N moédulos y supongamos que M =) ;. M; es
suma de una familia de submédulos {M;};c;. Si M; ® 4 N =0 ara todo i € I,
entonces M ®4 N = 0.

1.6. Sea A un anillo y M un A-médulo playo. Si N C M es un sumando
directo, entonces N es playo.

1.7. Si A es un anillo conmutativo y M, N son A-médulos playos, entonces
M ®y4 N es un A-médulo playo.

1.8. Sea A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado.

(1) Si M es un A-médulo izquierdo, entonces hay un isomorfismo Ag ® 4
M = Ms.
(b) El A-moédulo derecho Ag es playo.

T1.9. Sea A un anillo y M un A-médulo izquierdo. Entonces M es playo sii
para todo ideal a C A finitamente generado, la aplicacién

a@meaRQaMr— am e aM

es un isomorfismo.

1.10. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Todo A-médulo a izquierda es playo.
(if) Todo A-médulo a derecha es playo.

(iif) Para todo a € A, existe x € A tal que a = axa.

(iv) Todo ideal izquierdo principal estd generado por un idempotente.
(v) Todo ideal derecho principal estd generado por un idempotente.
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1.11. Criterio local de platitud. Sea A un anillo conmutativo y M un A-modulo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) M es playo;
(ii) para cada p € Spec A, My es un Ap-médulo playo;
(iii) para cada ideal maximal m C A, My, es un A-médulo playo.
1.12. Un anillo conmutativo A es absolutamente playo si todos sus médulos son
playos.
(1) Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A es absolutamente playo.
ii) Todo ideal principal de A es idempotente.
iii) Todo ideal finitamente generado de A es un sumando directo de A.
(b) Muestre que un anillo booleano es absolutamente playo.

(c) Si A esun anillo conmutativo absolutamente playoy S C A es un subcon-
junto multiplicativamente cerrado, entonces Ag es absolutamente playo.

1.13. Producto tensorial de dlgebras. Sea k un cuerpo y sean A y B k-dlgebras.
Muestre que A @ B es un algebra de forma tal que el producto estd dado por

a®b-a @b=(aa") ® (bb).

1.14. Sea k un cuerpo, A una k-dlgebra y n, m € N. Muestre que hay isomor-
fismos naturales de dlgebras

AlX

| = k[X] @ 4,
My (A) =M

n(k) @k A,

Mum(A) = M, (A) @ My (A).

2. Productos de torsion

2.1. Sean M y N grupos abelianos. Consideremos el conjunto
G(M,N) ={(m,k,n) e M xZ x N :km =0,kn =0},

sea L(M, N) el Z-médulo libre generado por G(M, N) y sea R(M, N) el sub-
grupo de L(M, N) generado por los elementos
(m+m',k,n) — (m,k,n)— (m' k,n), sikm=km' =0ykm=0;
(m,k,n+n") — (m,k,n)— (m,k,n"), sikm=0ykn=kn' =0;
(m, kk',n) — (mk, k', n), sikk'm =0y k'n=0;
(m, kk',n) — (m,k,k'n), sikm =0y kk'n =0.

Definimos M ® N = L(M,N)/G(M,N).
(1) Si M 6 N no posee elementos de orden finito, M©® N =0
(b) Hay un isomorfismo M ® N = N © M.
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(c)

(d)

(e)

2

(g)
(h)

(i)

(;7)

(k)

Dados f : M — M’y g : N — N’ son morfismos de grupos abelianos,
es posible construir un morfismo de grupos abelianos f ©g: MON —
M’ ® N’ de manera que se cumplan las siguientes condiciones:

@sif:M—-M,f:M —->M,g:N—-Nyg:N — N’"son
morfismos de grupos abelianos, entonces

(ffog)e(fog)=(fof)o(g®g).

i) Si f,f': M — M yg g : N — N son morfismos de grupos
abelianos, entonces

(f+fHog=fog+f og

fog+s)=fog+fog.

(iif) Si M y N son grupos abelianos, es idy; ©® idy = idpenN-
Sif: M — M yg:N — N son isomorfismos, entonces el morfismo
fOg:MON — M ® N es un isomorfismo.

Si M, M/, N y N’ son grupos abelianos, entonces hay isomorfismos na-
turales

(MoM)ON=(MoN)® (M ©N)

Mo (NeN)2 (MON)eaMe (Mo N').
Sea

0— M~ M— 7 ——0

una sucesién exacta de grupos abelianos y sea N un grupo abeliano.
Entonces hay una sucesién exacta

0*>M’®Nf M@N M”@N*>
—>M’®Nf—>M®N M”@N—>0

para un cierto morfismo 0 : M © N — M’ ® N.

5i M es un grupo abeliano y n € N, calcule M © Z,,.

Si M es un grupo abeliano, sea T(M) C M el subgrupo de los elementos
de torsién. Muestre que hay un isomorfismo M ® Q/ZZ = T(M).

Sea p un ntimero primoy S = {p' : i € Ny}. Se trata de un conjunto mul-
tiplicativamente cerrado en Z, asi que podemos considerar la localizacién
Zg. Si M es un grupo abeliano, describa el grupo M © Zg.

Sean M y N grupos abelianos tales que si m € M tiene orden finito k y
n € N tiene orden finito /, entonces (k,1) = 1. Muestre que M ® N = 0.
Muestre que si M y N son grupos abelianos finitos, entonces M @ N =
M® N.
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