ALCEBRA

Grupos Anillos y Modulos

JORGE ALBERTO (GUCCIONE
Y

JUAN JOSE GUCCIONE



Indice general

1

Grupos

Capitulo 1. Teoria elemental

1

ot

© 00 N O

11
12
13

14

15

16

Monoides .

Submonoides .

2.1  Ejemplos.

Morfismos de monoides.

Grupos .

Subgrupos . Co

5.1  Subgrupos de un grupo ciclico

Coclases a izquierda y a derecha .

Coclases dobles .

Subgrupos normales . e

Una caracterizacién de los grupos ciclicos finitos.
Morfismos de grupos. . . . . . . . . . . . . . . . ..
10.1 Estructuras en el conjunto de los morfismos de un grupo en otro
Ntcleo e imagen

Cocientes de grupos .

Grupos libres y presentaciones .

13.1  Grupos libres .

13.2 Presentaciones

Producto directo . .

14.1 Producto directo interno

14.2  Producto directo. .o

14.3 Producto directo restringido . Coe
14.4 Morfismos entre productos directos finitos de grupos
Producto semidirecto .

15.1 Producto semidirecto interno.

15.2 Producto semidirecto .

Sucesiones exactas cortas .

—_

© 00 J 9 O W w

11
12
15
15
17
19
21
21
22
27
28
30
33
33
34
36
39
40
40
41
44



Indice general

17 Automorfismos interiores y subgrupos caracteristicos . . . . . . . . . . . . 49
17.1 Subgrupo conmutador y abelianizado . . . . . . . . . . . . . . . 52

17.2  El conmutador de dos subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

17.3 Subgrupos conjugados . . . . . . . . . . . L L L L. L L 54

17.4 El normalizador y el centralizador. . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Capitulo 2. El grupo simétrico 57
1 Estructura ciclica . . . . . . . . . . . . . . . . . . L 57
2  Generadores de Sy . . . . . L 61
3  Elsigno de una permutacién . . . . . . . . . . . . o ..o L oL 61
4  Generadores de A, . . . . e 62
5  El conmutador y el centro de Sn y A e 63
6 Presentacionesde S, y An . . . . . . o L L L L L L L Lo 66
Capitulo 3. Acciones de grupos 69
1 Acciones y G-espacios . . . . . . . . . . . ... 69
Ntcleo de una acciéon . . . . . e s 70

2.1 Subconjuntos estables y morﬁsmos e e e 72

2.2 Miésejemplos . . . . . . . L. o Lo L Lo 73

2.3 Orbitas, puntos fijos y estabilizadores . . . . . . . . . . . . . L. 74

2.4 Contando orbitas . . . . . . . . . . . . . . . . ... 77

3  Teoremas de Sylow . . . . . . . . . . . . L L L. oo Lo 78
3.1 Algunos ejemplos . . . . . . . . .. L oL oL 82

3.2 Algunas aplicaciones . . . . . . . . . . . . . ... 85
Aplicaciones a grupos de orden pequeno. . . . . . . . . . . . 86

4  p-Grupos finitos . . . . . . o oL L L L 88
2 Anillos y médulos 95
Capitulo 4. Teoria elemental 97
1  Anillos . . . . . . . L L e 97
2 Subanillos . . . . . . . . L L 100
3 Ideales . . . . e e e 101
4  Morfismos de amllos e e e 104
5 Nacleo eimagen . . . . . . . . . . oL oL Lo 105
6 Cocientes de anillos . . . . . . . . . . . . L ... L. 106
7  Producto de anillos . . . . e e e e 108
7.1 El teorema chinodelresto. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 109

8 El anillo de un monoide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 110
9  Los cuaterniones . . . . . . . . . . . L L L oL 113
10 El cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo. . . . . . . . . . . . . 116
11 Moédulos. . . . . . . . L e 117
12 Submédulos . . . . . . . . oL 120
13  Morfismos de médulos . . . . Coe .. Ce e 121
13.1 Estructuras en el conjunto de los morfismos de un modulo en otro . . . . 122

1I



Indice general

14
15
16

17
18
19

20

Ntcleo e imagen

Cocientes de mdédulos
Producto y coproducto directo.
16.1 Suma directa interna .
16.2 Producto directo.

16.3 Coproducto directo.

16.4 Morfismos entre sumas dlrectas ﬁmtas de A—modulos .

Moédulos libres .

Sucesiones exactas cortas .
Condiciones de cadena .

19.1 Mobdulos noetherianos.
19.2 Mobdulos artinianos.

19.3 Mobdulos de longitud ﬁnlta
Torsion y divisibilidad .

20.1 Torsion

20.2 Divisibilidad

Capitulo 5. Moddulos sobre dominios principales

1
2

Moédulos libres .
Moédulos de torsion

111

122
123
126
126
127
129
131
132
137
139
139
142
144
146
146
147

149
149
150






Parte 1
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Capitulo 1

Teoria elemental

1. Monoides

Una operacion interna definida en un conjunto S es una funciéon x: S x § — S. Como es
usual, dados s1, so € S, escribiremos s1 * s9 en lugar de *(s1, s2). Decimos que * es asociativa
si s1 % (82 % s3) = (81 * s2) * s3 para todo s1, 82,83 € S, y que es conmutativa o abeliana si
S1 % Sg = So % 81 para todo si,s2 € S. Un magma es un conjunto no vacio S provisto de una
operacion interna. Usualmente hablaremos de un magma S, mencionando sélo al conjunto
subyacente. Esto es ambiguo, porque en un conjunto puede haber dos operaciones internas
distintas. Por ejemplo, la suma y el producto de los nimeros enteros. Asi que cuando sea
necesario procuraremos ser claros. Un magma S es asociativo (respectivamente conmutativo
o abeliano) si lo es su operacién y es finito si lo es su conjunto subyacente. En ese caso
llamamos orden de S al cardinal |S| de S. Un semigrupo es un magma asociativo. Dado un
magma S, podemos construir un nuevo magma con el mismo conjunto subyacente, llamado
magma opuesto de S y denotado S°P, mediante el simple tramite de invertir el orden en que
se realiza la operacién. Mds precisamente, si * es la operacién de S, la operacién *., de S°P
es definida por s1 *qp 52 = 52 * 51. Es evidente que S es un semigrupo si y sélo si lo es S,y
que S es un magma conmutativo si y sélo si S°P = §.

Dado un elemento s de un magma S, denotamos con I3: S — Sy rs: S — S a las
funciones definidas por l4(t) = s*t y r5(t) = t * s, respectivamente. Es claro que las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. S es asociativo.
2. lg,°rs, = 1rs,°ls, para todo sy, s9 € 5.
3. lsyols, = ls 45, para todo sj,s9 € S.
4. rgors, = Trsyxs, Para todo sy, s2 € S.
Todavia més claro es que S es conmutativo si y sélo si Iy = r para todo s € S.

Decimos que s € S es cancelable a izquierda si st = s+t implica t = t/, que es cancelable
a derecha si t x s = t' * s implica t = t' y que es cancelable si lo es a izquierda y a derecha.
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1 Monoides Teoria elemental

Es obvio que s es cancelable a izquierda si y sélo si [ es inyectiva, y que lo es a derecha si y
solo si 74 es inyectiva. Notemos que s es cancelable a un lado en S si y sélo si lo es al otro
en S°P. Si 51 y s2 son elementos cancelables a izquierda (respectivamente a derecha), de un
semigrupo S, entonces s1$2 también lo es. En cambio, la hipdtesis de que s1s9 es cancelable
a izquierda sélo implica que sg lo es, y la de que s;ss es cancelable a derecha, que s; lo es.
Un magma es cancelativo si todos sus elementos son cancelables.

Un elemento e € S es neutro a izquierda si e x s = s para todo s € S, es neutro a derecha
si s*xe = s para todo s € Sy es neutro si lo es a izquierda y a derecha. Si un magma S tiene
neutro a izquierda e y neutro a derecha €', entonces e = ¢’. En efecto, como ¢’ es neutro a
derecha, e = e x €’ y como e es neutro a izquierda, e x ¢/ = ¢’. En particular S tiene a lo sumo
un neutro. Diremos que un magma es unitario si tiene neutro. Evidentemente S es unitario
siy sélo si S°P lo es.

Un monoide es un magma unitario y asociativo. Un elemento s de un monoide S es
tnversible a izquierda si existe t € S tal que t x s = e, y es tnversible a derecha si existe t € S
tal que s xt = e. En el primer caso decimos que t es una inversa a izquierda de s, y en el
segundo, que es una inversa a derecha. Diremos que s es inversible, si lo es a ambos lados. Es
claro que s es inversible a izquierda si y sélo si r es sobreyectiva, e inversible a derecha si y
sélo si I es sobreyectiva. Si s tiene inversa a izquierda y a derecha, entonces estas son unicas
y coinciden. En efecto, supongamos que t es una inversa a izquierda de s, y ¢’ una inversa a
derecha. Entonces

t=txe=tx*x(sxt')=(txs)xt' =ext' =t

Esto nos autoriza a decir que el elemento t es la inversa de s.

Muchas propiedades predicables sobre elementos y subconjuntos de un magma S tienen
una version a izquierda y otra a derecha, de modo de que cada una de ellas en S es equivalente
a la otra en S°P. A veces, cuando un predicado tenga una versién a izquierda y otra a derecha
daremos sélo una de ellas, dejando al lector la tarea de enunciar la otra.

No es costumbre usar un simbolo especial como * para denotar una operacién asociativa
diferente de la suma y la multiplicacién usuales. Lo habitual es denotarla con + y llamarla
suma, o con la yuxtaposicion y llamarla producto. En el primer caso 0 y —s designan al
elemento neutro de la operacién y al inverso de un elemento s € S, respectivamente. En el
segundo, estos papeles los cumplen los simbolos 1 y s~!. La notacién aditiva nunca se usa
para designar operaciones que no son conmutativas, porque es muy desagradable encontrar
expresiones tales como s +t # t + s. De ahora en mas supondremos que S es un monoide
no necesariamente conmutativo y usaremos la notacién multiplicativa. También seguiremos
esta convencion para magmas arbitrarios, y mas adelante, para grupos. Reservaremos la no-
tacion aditiva para usarla en algunos ejemplos y en unas pocas situaciones en las que haya
involucradas estructuras abelianas.

Es evidente que 1 es inversible (con 17! = 1) y que u es una inversa a izquierda de s si y
solo si s es una inversa a derecha de u. También es evidente que
- Si st es inversible a izquierda, entonces también lo es ¢.
- Si ¢’ y t’ son inversas a izquierda de s y t respectivamente, entonces t's’ es una inversa

a izquierda de st.

En particular si s y ¢ son inversibles, entonces st también lo es y (st)~! = ¢t~'s~!. Se com-
prueba facilmente que si s es inversible a izquierda, entonces es cancelable a izquierda. Simi-
larmente, los elementos inversibles a derecha son cancelables a derecha.
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Teoria elemental 1 Monoides

PROPOSICION 1.1. Si S es finito, entonces para cada s € S son equivalentes:

1. s es inversible.
2. s es cancelable a izquierda.

3. s es cancelable a derecha.

DEMOSTRACION. Como S es finito,
s es cancelable a izquierda < [, es inyectivo
& 5 es sobreyectivo
& s es inversible a derecha
= s es cancelable a derecha.
Por dualidad,

s es cancelable a derecha < s es inversible a izquierda = s es cancelable a izquierda.

El resultado es una consecuencia inmediata de estos dos hechos. OJ

EJERCICIO 1.2. Consideremos un elemento s de un monoide S. Pruebe que son equiva-
lentes:

1. s es inversible a izquierda y cancelable a derecha.
2. s es tnversible a derecha y cancelable a izquierda.
3. s es inversible.

Para n > 0 definimos la n-ésima potencia s”, de un elemento s de un monoide .S, recur-
sivamente por
- s0i=1,

+1 n

- T = sMs.

Si s es inversible definimos s" para n < 0, por s" := (s~")~!. Dejamos como ejercicio probar
que

Sm-l—n — Smsn y (sm)n —_ Smn

para todo m,n > 0, y que cuando s es inversible estas igualdades valen para todo m,n € Z.
Diremos que dos elementos s y t de S conmutan si st = ts. Si s,t € § conmutan, entonces s™
y t" conmutan para todo m,n > 0y (st)"™ = s"t™, para todo m > 0. Nuevamente, cuando s
y t son inversibles estas propiedades valen para todo m,n € Z.

Supongamos que s € S es inversible y que la aplicacién n — s™ no es inyectiva. Tomemos
m < n tales que s = s". Entonces

s = g = g (M) = 1.
Al minimo natural [ tal que s' = 1 se lo llama el orden de s y se lo denota |s|. Los elementos

P L

son todos distintos, ya que si existieran 0 < m < n < |s| tales que s™ = s™, serfa s"~ " = 1,
contradiciendo la definicién de |s|. Ademds, sin € Zy n = |s|g+ 7 con 0 < r < |s|, entonces

st =s"(slhT = 5"

Por lo tanto |s| es la cantidad de elementos de {s™ : n € N} y s™ = 1 si y s6lo si n es multiplo
de |s|. Cuando no existe un tal I decimos que s tiene orden infinito.
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2 Submonoides Teoria elemental

EsemMPLO 1.3. Los conjuntos IN de los numeros naturales, Ng de los enteros no negativos,
Z. de los numeros enteros, Q de los niumeros racionales, R de los nimeros reales, C de los
nimeros complejos, Z, de los enteros mddulo n y k[X] de los polinomios con coeficientes en
un cuerpo k, son monoides abelianos via el producto. Salvo IN, todos los demds también lo
son via la suma.

EJEMPLO 1.4. El conjunto Fun(X, X), de las funciones de un conjunto X en si mismo,
es un monoide via la composicion, el cual solo es abeliano cuando el cardinal de X es menor
o igual que 1.

EJEMPLO 1.5. Para cada nimero natural n, el conjunto My (k), de las matrices de n x n
con coeficientes en un cuerpo k, es un monoide cuyo neutro es la matriz identidad, via el
producto.

EJEMPLO 1.6. El conjunto Endy V', de los endomorfismos de un k-espacio vectorial V', es
un monotde cuyo neutro es la funcion identidad, via la composicion. St dimg V' > 2, entonces
Endg V no es abeliano.

2. Submonoides

Un subconjunto T de un monoide S es un submonoide de S si es cerrado para el producto
y 1 € T. Es evidente que entonces T es un monoide. Los submonoides triviales de S son
S y {1}. Por simplicidad, de ahora en mds escribiremos 1 en lugar de {1} para denotar al
segundo. Un submonoide de S es propio si es distinto de S. Es claro que la interseccién
de una familia arbitraria de submonoides de S es un submonoide de S. Por ejemplo, dada
una familia U de elementos de S, la interseccién de los submonoides de S que incluyen a
U es el minimo submonoide (U)y de S que contiene a U, el cual es llamado el submonoide
de S generado por U. Si S = (U)m, decimos que U genera a S. Siguiendo una préactica
usual, escribiremos (u1,...,un)m en lugar de ({uq,...,un})m. Esto se debe simplemente a
una cuestion de estética. Un monoide S es finitamente generado si tiene un subconjunto finito
U que lo genera. Es obvio que si S es finito, entonces es finitamente generado. Por ltimo
decimos que S es ciclicosi existe s € S tal que S = (s)y1. Dejamos a cargo del lector comprobar
que

(Ui ={ur-up:n>0yu; €U},
para cada familia U de elementos de S, si adoptamos la convencién de que el producto vacio
da 1.

Dados subconjuntos K y L de un monoide S, denotamos con KL al subconjunto de S
formado por todos los productos kl con k € K y | € L. Por supuesto, escribiremos sK y Ks
en lugar de {s}K y K{s}, respectivamente. En general KL C (KU L)y, ysil € KNL,
entonces K U L C K L. Asimismo, es evidente que (KL)M = K(LM) para toda terna K, L
y M de subconjuntos de S, por lo que es innecesario escribir los paréntesis.

PROPOSICION 1.7. Si K y L son submonoides de S, entonces KL es un submonoide de
S sty solo si LK C KL.

DEMOSTRACION. Supongamos que LK C KL. Como 1 € KL, para probar que KL es un
submonoide de S, basta observar que

KLKLC KKLL =KL.
Reciprocamente, si KL es un submonoide de S, entonces LK C KLKL = KL O
6



Teoria elemental 3 Morfismos de monoides

Dada una familia {S;};c; de submonoides de S existe un minimo submonoide \/2-G 1 Si de
S que contiene a Uz'e ;1 Si, el cual es llamado el supremo de {S;}icr. Un célculo sencillo muestra
que

\/Sl == <USZ> == {31'1 S, t N 2 0, il,...,in S I, ij 7£’L'j+1 y Sij € Sl]}
iel iel M
Notemos que si S;S; = S;S; para todo 4,j € I e I es un conjunto provisto de un orden total,
entonces

\/Sz’:{sil"'sin n>0, 411 < "'<in€Iy8ij GSZ‘].}.

el

2.1. Ejemplos

Para cada monoide S, el subconjunto formado por los elementos de S que son cancelables
a izquierda es un submonoide de S. Por supuesto que también lo son el subconjunto formado
por los elementos que son cancelables a derecha, el formado por los elementos cancelables y
el subconjunto S* de las unidades de S.

3. Morfismos de monoides

Un morfismo de monoides p: S — S’ es una terna (S, ¢, S’), donde S y S’ son monoides
y ¢ es una funcién del conjunto subyacente de S en el de S’, que satisface:

e(1)=1 y @(st) =¢@(s)p(t) para todo s,t € S.

El monoide S es el dominio de ¢, y S’ el codominio. La razén para adoptar esta definicién
y no limitarnos simplemente a considerar la funcién ¢, es que tomar la terna (S, ¢, S’) nos
permite recuperar los monoides S y S’ (y no sélo sus conjuntos subyacentes) en términos
del morfismo, como el dominio y codominio del mismo. Si no hay peligro de confusién, a
veces nos tomaremos la libertad de escribir frases como “@ es un morfismo de monoides”,
sin hacer referencia ni al dominio ni al codominio. El requisito de que (1) sea igual a 1
puede debilitarse. Es suficiente pedir que (1) sea cancelable a izquierda o a derecha. Para
comprobarlo basta cancelar ¢(1) en la igualdad ¢(1) = ¢(1)¢(1).

Sip: S — 5 esun morfismo y s € S tiene orden n, entonces el orden de p(s) divide a n,
porque
e(s)" = p(s") = 1.
Los ordenes de s y de ¢(s) son iguales cuando ¢ es inyectivo, debido a que si este es el caso,
e(s™) =p(s)" =1=p(1) = s" =1.

De la definicién de morfismo se sigue inmediatamente que si t es inversa a izquierda de s,
entonces p(t) es inversa a izquierda de ¢(s). En particular, si s es inversible, entonces ¢(s)
también lo es y ¢(s)7! = o(s71).

Son ejemplos de morfismos de monoides

- la identidad idg: S — S,
- la inclusién canénica i: T — S, de un submonoide 7" de S en S,
- la composicién ¥ep: S — S”  de morfismos de monoides ¢: S — 5" y ¢p: §" — 5",
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4 Grupos Teoria elemental

- la aplicacién p: S — S’ definida por ¢(s) = 1 para todo s € S, cualesquiera sean los
monoides Sy S’

Es evidente que si ¢: S — S’ es un morfismo de monoides, entonces ¢(KL) = p(K)p(L)
para todo par de subconjuntos K y L de S.

Un endomorfismo de S es un morfismo con dominio y codominio S. Un ejemplo es idg. Un
morfismo ¢: S — S’ es un isomorfismo si existe un morfismo ¢~1: S’ — S, necesariamente
tnico, llamado la inversa de ¢, tal que ¢ tep = idg v e~ ! =idg. Es facil ver que esto
ocurre si y sélo si ¢ es biyectiva. Dos monoides S y S’ son isomorfos si hay un isomorfismo de
S en S’. En ese caso escribimos S ~ S’. Un automorfismo de S es un endomorfismo de S que
es un isomorfismo. Los simbolos Homy (S, "), Isonm (S, S”), Endy S y Auty S denotan respec-
tivamente a los conjuntos de morfismos de S en S’, isomorfismos de S en S’, endomorfismos
de S y automorfismos de S. Es obvio que Endy; S es un monoide (cuyo elemento neutro es la
funcién identidad) via la composicién. Decimos que un morfismo ¢: S — S’ es un monomor-
fismo si 1) = o)) = 1 = 1)/ para todo par de morfismos de monoides ,v’: S” — S
con codominio S, un epimorfismo si o = 1P'op = 1 = 1/ para todo par de morfismos de
monoides 1,7’: S — S” con dominio S/, una seccidn si existe ¢: S’ — S tal que 1o = idg
y una retraccion si existe (: 8" — S tal que ¢o¢( = idg,. Como el lector podra comprobar
sin dificultad, los monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo
la composicién, toda retraccién es sobreyectiva, toda secciéon inyectiva, todo morfismo inyec-
tivo un monomorfismo, y todo morfismo sobreyectivo un epimorfismo. Ademéas un morfismo
p: S — S es un isomorfismo si y sélo si es una seccién y un epimorfismo, y esto ocurre
si y sOlo si es una retraccién y un monomorfismo. Una propiedad apenas un poco mas difi-
cil de verificar es que todo monomorfismo ¢: S — S’ es inyectivo (en particular lo es toda
seccién). Para comprobarlo basta observar que si ¢(s) = ¢(s’), entonces p1) = 1)/, donde
1,1’ INg — S son los morfismos definidos por

Y(n)=s" y ¢'(n)=s"
Por lo tanto 1) = 1)/ y entonces s = s’.
Por ultimo, para cada par ¢: S — S’ y ¢: S — 5” de morfismos,

1. Si 9 es una seccién, un monomorfismo, entonces también lo es .

2. Si e es una retraccion, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces tam-
bién lo es .

4. Grupos
Un grupo G es un monoide en el cual todos los elementos son inversibles. Claramente G
es un grupo si y sélo si GP lo es.

PROPOSICION 1.8. Un monoide G es un grupo si y sélo si para cada par g, h de elementos
de G, las ecuaciones gr = h y xg = h tienen solucion unica en G.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo, entonces = ¢~ 'h es la tnica solucién de gr = h y
x = hg~! es la tinica solucién de zg = h. La reciproca se sigue inmediatamente de que G es
un grupo si y solo si las ecuaciones gr = 1y xg = 1 tienen solucion. O

PROPOSICION 1.9. Un semigrupo G es un grupo si y sélo si tiene un neutro a izquierda
e, y para cada g € G hay un ¢’ € G tal que ¢'g = e.

8



Teoria elemental 5 Subgrupos

DEMOSTRACION. Es indiscutible que todo grupo satisface las condiciones requeridas en
el enunciado. Reciprocamente, si estas se satisfacen, entonces

99' = e(gg’) = ((¢")'9)9g") = (") ((d9)g") = (¢') (eg) = (¢')g' = e
y

ge=g(d'9)=(99)g=eg=yg
para todo g,¢" € G. O

Si en la proposicién anterior G es un semigrupo finito con un neutro a izquierda e, entonces
para concluir que G es un grupo es suficiente pedir que cada elemento g € G sea cancelable
a derecha. En efecto, si g cancelable a derecha, entonces r, es inyectiva y, por lo tanto, como
G es finito, sobreyectiva. En particular existe ¢’ € G tal que ¢'g = e.

EJEMPLO 1.10. El conjunto S*, de los elementos inversibles de un monoide S, es un
grupo via la operacion inducida, llamado el grupo de unidades de S. Por ejemplo, si .S es un
monoide, entonces Autyt S es el grupo de unidades de Endy S.

EJEmpLO 1.11. Los conjuntos Z, Q, R, C, Z,,, y k[X], donde k es un cuerpo, son grupos
abelianos via la suma. También lo son Q*, R*, C*, Z) y k[X]* via el producto.

EjemprLo 1.12. Consideremos un k-espacio vectorial V. El grupo lineal general GL(V)

es el grupo de unidades del anillo de endomorfismos Endy V. Este grupo es abeliano si y solo
st dimg V = 1.

EJemMpPLO 1.13. El grupo GL(n, k) es el grupo de unidades del anillo M,,(k), de matrices
de n X n con coeficiente en un cuerpo k. Este grupo es abeliano si y sélo sin = 1.

EJEMPLO 1.14. Una permutacion de un conjunto no vacio X es una funcion biyectiva
w: X — X. El conjunto Sx, de las permutaciones de X, es un grupo via la operacion dada
por la composicion de funciones. Notemos que Sx es el grupo de unidades de Fun(X, X).
Cuando |X| > 3 este grupo no es conmutativo. Para comprobarlo es suficiente considerar
1,2, x3 € X y exhibir dos permutaciones o y 7 de X que se restringen a la identidad sobre
X\ {z1,29,23} y no conmutan. Por ejemplo, podemos tomar

o(x1) =x9, o(x2)=2x3, o(x3)=m1, 7(r1) =22, T(w2) =21 y 7(T3) = 3.

Cuando X es el conjunto {1,2,...,n} de los primeros n nimeros naturales, escribimos S, en
lugar de Sx. Es un ejercicio fdcil de combinatoria probar que S, tiene n! elementos.

Decimos que un grupo G tiene exponente finito si existe n € IN tal que g" = 1 para todo
g € G. En ese caso, al minimo n que satisface esta condicién lo llamamos el exponente de
G. Se comprueba facilmente que este nimero es el minimo de los multiplos comunes de los
ordenes de los elementos de GG. Cuando no existe un tal n, decimos que G tiene exponente
infinito. Por supuesto que si esto ocurre GG no puede ser finito.

EJErCcICIO 1.15. Pruebe que si un grupo G tiene exponente 2, entonces es abeliano.

5. Subgrupos

Un submonoide H de un grupo G es un subgrupo si es un grupo. Escribiremos H < G para
senalar que H es un subgrupo de G. Se comprueba sin dificultad que para cada subconjunto
no vacio H de G las siguientes afirmaciones son equivalentes:

9
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1. H<G.

2. hle Hy h™! € H para todo h,l € H.
3. hl~!' € H para todo h,l € H.

4. h='l € H para todo h,l € H.

Los subgrupos triviales de G son 1 y G. Un subgrupo de G es propio si es distinto de G.
Como la interseccién de cualquier familia de subgrupos de G es un subgrupo de G, dado
un subconjunto 7' de G existe un minimo subgrupo (T") de G que contiene a T, el cual es
precisamente la interseccién de los subgrupos de G que contienen a 7T'. Evidentemente cualquier
subgrupo de G que incluya a T debe incluir también a cada producto de una cantidad finita

de elementos de T o T~!. Puesto que el conjunto de todos estos productos es un subgrupo
de G,

(1) (T)z{gl---gn:nZOygiETogi_lET}.

La principal ventaja de esta descripcién respecto de la anterior es que es mas concreta, debido
a lo cual es méas adecuada para hacer calculos explicitos, e incluso a veces para obtener
resultados tedricos. En general (T')\; € (T). Por ejemplo, si G = Z, entonces (IN)yr = {0} UN
y (IN) = Z. Sin embargo, si g € G tiene orden finito y g € (T)\, entonces g—! pertenece
a (T)n, porque es una potencia de g. En consecuencia, si T # () y todos sus elementos
tienen orden finito, (T)\ = (T'). Si G = (T'), decimos que T genera a G como grupo o mas
simplemente que T' genera a G. Tal como hicimos con monoides, escribiremos (g1, ..., gn) en
lugar de ({g1,...,9n}). Un grupo G es finitamente generado si existe un subconjunto finito
T de G tal que G = (T'), y es ciclico si existe g € G tal que G = (g). En ese caso, si g tiene
orden infinito, entonces la asignaciéon n +— ¢" establece una correspondencia biyectiva entre
7.y G, y si g tiene orden finito, entonces

G={g"....g""}
tiene |g| elementos. Notemos por tltimo que el supremo \/;.; G; de una familia {G;}cs de

subgrupos de un grupo G (como fue definido para una familia de submonoides de un monoide)
es un subgrupo de G.

EJERCICIO 1.16. Pruebe que:

1. Si H y L son subgrupos propios de un grupo G, entonces G # H U L.
2. Si H es un subgrupo propio de un grupo G, entonces G = (G \ H).

EJEMPLO 1.17. Los conjuntos Q<o y Rsg son subgrupos de Q* y R*, respectivamente

EJeEMPLO 1.18. El conjunto Z[X], de polinomios con coeficientes enteros, es un subgrupo

de Q[X].

EseMpLO 1.19. Consideremos un espacio euclideano E. El grupo ortogonal de E es el
subgrupo O(E) de GL(E), formado por las transformaciones ortogonales de E. El grupo
lineal especial SO(E) es el subgrupo de O(E) formado por las transformaciones ortogonales
con determinante 1.

EJEMPLO 1.20. El conjunto SL(n,k), de las matrices de n X n de determinante 1 con
coeficientes en un cuerpo k, es un subgrupo de GL(n, k).

EJEMPLO 1.21. Para cadan € N, el subconjunto G,, de C, formado por las raices n-ésimas
de la unidad, es un subgrupo de C*. También lo es Goo := |,y G-

10
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EjempLO 1.22. Consideremos el angulo 0 = 27w /n, donde n > 1. El subgrupo de GL(2,R)

generado por
_( cosf send (0 1
T=\_senf coso € Y¥=1\1 o)

es, por definicion, el grupo diedral D,,. Un cdlculo directo muestra que

i [ cosif senif 2 (1.0 i (—senif cosif) = _;
T =\ —senif cosit)’ Y T \o 1 €YU=\ cosif senig) ~ T Y

1 1

De esto se sique facilmente que x ey satisfacen las relaciones ™ =1, y> =1 e yay~

= a:‘i
y que D, consiste de los 2n elementos 1,z ..., 2" 'y, zy,..., 2" ty. Notemos ademds que:

- Los elementos x'y tienen orden 2.

- Los elementos x' tienen orden n/(n :i). En consecuencia, para cada divisor d de n
hay o(d) elementos de orden d de la forma x".

En particular D,, tiene n elementos de orden 2 sin es impar yn+ 1 sin es par.

EJempPLO 1.23. Fijemos una raiz de la unidad w € C de orden 2n, con n > 1. El subgrupo
de GL(2,C) generado por

(w0 (0 -1
"= o wt © Y=\ o)

es el grupo cuaternionico generalizado H,,. Un cdlculo directo muestra que

i 'U}i 0 2 -1 0 ) i 0 —w_i I
a:—(o w*i’y_0—1 = eyx—wi 0 =z .

Por consiguiente, x e y satisfacen las relaciones ™ = y? e yxy~' = x~!. En consecuencia

" = yy?y~t = yay~! = 2" o, lo que es iqual, x®" = 1. Asi, H, consiste de los 4n elementos
La...,2> Uy zy..., 22" Ly, Es til observar que:

- Los elementos z'y tienen orden 4.

- Los elementos x* tienen orden 2n/(2n : i). Debido a esto, para cada divisor d de 2n
hay o(d) elementos de orden d de la forma x".

En particular, H,, tiene un solo elemento de orden 2, y tiene 2n elementos de orden 4 sin es
mmpar, y 2n+ 2 sin es par.

5.1. Subgrupos de un grupo ciclico

Supongamos que G = (g) es ciclico infinito. Entonces la asignacién n — (¢g") establece una
correspondencia biyectiva entre INg y los subgrupos de G. En efecto, es claro que (g") # (¢™)
sin#my que 1= (g°). Fijemos un subgrupo H # 1 de G y consideremos el minimo nimero
natural ng tal que g"° € H. Si ¢ € H y m =npq + r con 0 < r < ng, entonces

g =g""" =g"(g") 1€ H.

Por lo tanto » = 0 y, en consecuencia, H = (g"°).

Supongamos ahora que G = (g) es ciclico finito. Entonces la asignacién n +— (g") define
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los divisores positivos de |g| y los subgrupos
de G. Ademas, para todo divisor positivo n de |g|, el orden de (¢") es |g|/n, y sin € Z es
arbitrario, entonces (g") = (g{9"™) (en particular ¢" es un generador de (g) si y sélo si n

11



6 Coclases a izquierda y a derecha Teoria elemental

es coprimo con |g|). En efecto, tomemos un subgrupo H de G y, como antes, consideremos
el minimo nuimero natural ngy tal que g"° € H. Si g™ € Hy m = ngqg+r con 0 < r < ny,
entonces

g =g"" M =g"(g") " € H,
por lo que r =0y H = (g"°). De paso, notemos que como g9l = 1, la cuenta anterior implica
que ng divide a |g|. Es evidente ahora que el orden de H es |g|/ng. Tomemos n € Z arbitrario.
Como existen 7, s € Z tales que (|g| : n) = r|g| + sn,

glokm) = (glohyr(gm)®* = (g™)" € (g™,

y, por lo tanto, (g{l9"™)) C (¢™). Pero es obvio que también vale la inclusién reciproca.

6. Coclases a izquierda y a derecha

Recordemos que dados subconjuntos K y L de un monoide .S, denotamos con KL al
subconjunto de .S formado por todos los productos kl con k € Kyl € L. Si S es un grupo,
entonces escribimos K1 := {k~! : k € K}. Es obvio que (KL)™! = L' K~!. Fijemos ahora
un subgrupo H de un grupo G. Una coclase a izquierda de H en G es un subconjunto de
G que tiene la forma gH para algin g € G. Dos coclases a izquierda que no son disjuntas
coinciden. En efecto, si gh = ¢’h/ con h,h' € H, entonces gH = ghH = ¢WH = ¢'H. En
consecuencia G es la unién disjunta de sus coclases a izquierda. Asimismo, como la aplicacién

HHQH,
h+—>gh

es biyectiva, todas las coclases a izquierda tienen el mismo cardinal. Estos argumentos prueban
que vale el siguiente:

TEOREMA 1.24 (Lagrange). Para cada H < G, los ordenes de H y G estdn relacionados
por la igualdad
(2) G| = |G : H||H],

en la cual el simbolo |G : H|, llamado el indice de H en G, denota a la cantidad de coclases
a izquierda de H en G.

El mismo razonamiento, aplicado a las coclases a derecha de H en G (las cuales son los
subconjuntos de G de la forma Hg para algin g € GG) prueba que estas parten G y satisfacen
una férmula similar a (2). M4s atin, como la aplicacién gH +— Hg~! es una funcién biyectiva
del conjunto de las coclases a izquierda de H en el de las coclases a derecha, ambos tienen el
mismo cardinal.

El resultado que sigue generaliza la igualdad (2).

TEOREMA 1.25. Si K y H son subgrupos de un grupo G y K C H, entonces
IG:K|=|G:H||H: K|
DEMOSTRACION. Escribamos Gy H como uniones disjuntas
G={JgH vy H=JWK
i J

de coclases a izquierda de H en G y de K en H, respectivamente. Reemplazando H en la
primera igualdad por la expresiéon en el lado derecho de la segunda, vemos que G = UZ ; 9i hiK.

12
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Debemos probar que esta unién es disjunta. Supongamos que g;h; K = gy hj K. Multiplicando
por H ala derecha obtenemos que g; H = g H y, por lo tanto ¢ = . Pero entonces hj K = hj K
y asf también j = j’. O

COROLARIO 1.26. Si G es finito, entonces el exponente de G divide al orden de G.
COROLARIO 1.27. Si un grupo tiene orden primo, entonces es ciclico.

OBSERVACION 1.28. Del Teorema de Lagrange se sigue inmediatamente que Si un grupo
finito G tiene elementos de orden 2, entonces |G| es par. En realidad también vale la reciproca.
Para comprobarlo supongamos que |G| es par y consideremos la particion

G={1}U{geG:|g|=2}uU{geG:|g| > 2}.
Como |g| =2 siy solosig#1yg =g, el conjunto {g € G : |g| > 2} tiene una cantidad
par de elementos (estos se pueden agrupar de a pares, cada uno con su inverso). Por lo tanto
{g € G : |g| = 2}| es impar y, en particular, {g € G : |g| = 2} # 0. El resultado obtenido en

la presente observacion serd generalizado mds adelante.

OBSERVACION 1.29. Si la interseccion de una familia (g;H;)ic; de coclases a izquierda de
un grupo G no es vacia, entonces es una coclase a izquierda de la interseccion de los H;’s.
En efecto, si g € ey 9:H;i, entonces gH; = g;H; para todo i € I y, por lo tanto,

ﬂ giti=g ﬂ H;.
el el
PROPOSICION 1.30. Consideremos un grupo finito Gy dos subconjuntos K y L de G. Si
|K|+ |L| > |G|, entonces G = KL.
DEMOSTRACION. Tomemos g € G arbitrario. Como |gL~ | = |L|,
K|+ gL > |G].

En consecuencia, K N gL™! # () y, por lo tanto, existen k¥ € K y I € L tales que gl~! =k, de
manera que g = kl € KL. O

EJERCICIO 1.31. Pruebe que cada elemento de un cuerpo finito es suma de dos cuadrados.
OBSERVACION 1.32. Si H y L son subgrupos de un grupo G, entonces
(3) |H:HNL|=|HL:L| Y |G:HNL|=|G:H|HL: L|,

donde |HL : L| denota al cardinal del conjunto de coclases a izquierda de L que estdn incluidas
en HL. En particular

(4) |H:HNL| <|G:L| Y |G: HNL|<|G:H|G:L|.
En efecto, la primera igualdad en (3) vale porque la funcion
H/(HNL) —=G/L,
h(HNL)—> hL
es inyectiva (pues hL = WL si y sélo si h™'h' € L, lo que ocurre si y soélo si h~'h' € HN L
0, lo que es igual, h(HN L) = W(H N L)) y porque su imagen es {hL : h € H}. La seqgunda

es una consecuencia inmediata de la primera y de que |G : HNL| = |G : H||H : HN L|. Si
HL es un subgrupo de G, entonces

|H:HNL||G:HL| = |G : L] Yy |G: HNL||G:HL|=|G: H||G: L|.
13
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En particular, si HL = G las desigualdades (4) se convierten en igualdades. De la presente
eTPosicion se sigue que:

- |G HN L| es finito si y sdlo si |G : H| y |G : L| lo son.

- Si|G: L| es finitoy |H: HNL| = |G : L|, entonces HL = G.

- Si|G: H| es finitoy |G: HNL|=|G: H||G : L|, entonces |H : HNL| = |G : L|.
Por dltimo, si |G : H| y |G : L| son finitos, entonces

[|G: H|:|G: L|| divide a |G : HN L.
En consecuencia, si |G : H| y |G : L| son coprimos, |G: HNL|=|G: H||G : L|.
Las ultimas tres proposiciones de esta subseccién estan dedicadas al estudio del producto

de subgrupos. En la primera establecemos dos propiedades generales conocidas como ley
modular y ley de Dedekind, respectivamente, la segunda da una férmula para calcular el

cardinal de este producto y la tercera da una condicién necesaria y suficiente para que dicho
producto sea un subgrupo.

PROPOSICION 1.33. Si K < H y L son subgrupos de un grupo G, entonces

1. HNKL=K(HNL).
2.5 KNL=HNLyKL=HL, entonces K = H.

DEMOSTRACION. 1) Evidentemente K(H N L) C KL y también K(H N L) C H, porque
K C H. Asi, K(HNn L) C HN KL. Veamos que vale la inclusién reciproca. Tomemos
g € HNKL y escribamos ¢ = kl con k € Kyl € L. Entonces | = k~'g € KH C H
y, por lo tanto, g =kl € K(H N L).

2) Por el item 1) y las hipétesis,
H=HNHL=HNKL=KHNL)=KKNL)=K,
como queriamos. O

PROPOSICION 1.34. Si H y L son subgrupos de un grupo G, entonces
|HL||H N L| = |H||L]|.

DEMOSTRACION. Como la funcién ¢: H x L — H L, definida por ¢(h,l) = hl, es sobreyec-
tiva, para probar la proposicién serd suficiente ver que |s~!(g)| = |H N L| para todo g € HL,
lo que haremos verificando que si g = hl, entonces

< Mg) ={(hy,y ') :y e HN L},
No hay duda de que {(hy,y~!l) : y € HN L} C s '(g). Reciprocamente, si (k',1') € ¢~*(g),
entonces h™ W ="' e HN Ly, asi, W =hy y ' =y, cony € HN L. O
PROPOSICION 1.35. Para cada par de subgrupos H y L de un grupo G son equivalentes:

LH CHL.
HL <G.
LH =HL.
HLCLH.
LH < G.

s Lo e =
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DEMOSTRACION. Es suficiente probar que 1) = 2) y 2) = 3). Si LH C HL, entonces
HL(HL) '=HLL'H'=HLH C HHL = HL
y, por lo tanto, HL < G. Por otra parte, si HL < GG, entonces
LH=L"'H'=(HL)'=HIL,

como queremos. ]

7. Coclases dobles

Consideremos dos subgrupos (no necesariamente distintos) H y L de un grupo G. Una
(H, L)-coclase doble es un subconjunto de G de la forma HgL. Como la relacién definida
por ¢ = g siy sélosi g € HgL, es de equivalencia, G se parte como una unién disjunta
G = ;e HgiL de coclases dobles. Afirmamos que si L es finito, entonces

(5) G:Ll=) |H:HnNgLg |
el
Como |G| = >_,c; |HgiL|, para probar la afirmacién bastara ver que
H||L
|Hg;L| = %
|H (N giLg; |

Pero |Hg;L| = |HgiLgi_1\ y, dado que H y giLgi_1 son subgrupos de G, de la Proposicién 1.34
se sigue que

\HllgiLg; ' _  |H|IL|

[H NgiLg; 'l |HNgiLlg; |

como necesitamos. Cuando L = 1, la férmula (5) se reduce a la establecida en el Teorema de
Lagrange.

|Hg;Lg; '| =

EJEMPLO 1.36. Escribamos Ss = {id, 01,02, 03,04,05}, donde
0'1(1):2, 0'1(2):1 Yy 0'1(3):3,

o9(1) =3, 02(2)=2 y 02(3) =1,
o3(1)=1, 03(2)=3 y 0303)=2
o4(1)=2, o4(2)=3 y 04(3)=1,
o5(1)=3, 05(2)=1 y o0503)=2

Si H ={id, 01} y L = {id, 02}, entonces
HidLZ{id,O’l,O'Q,O'5} Y HO’gLI{O’g,U4}.

8. Subgrupos normales

Un subgrupo N de un grupo G es normal o invariante si gNg~—' = N para todo g € G.
Escribiremos N < G para senalar que N es un subgrupo normal de G. Mas adelante, en el
capitulo 77, también senalaremos este mismo hecho escribiendo G > N. Enseguida daremos
varias caracterizaciones simples de los subgrupos normales. En particular, veremos que un
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subgrupo N de G es normal si y sélo si las coclases a izquierda y derecha de N coinciden (de
todas las maneras en que sea razonable entender esto).

PROPOSICION 1.37. Para cada N < G son equivalentes:
1. Dado g € G existe h € G tal que gN C Nh.

2. Dado g € G existe h € G tal que gNh=' C N.

3. Dado g € G existe h € G tal que Ng C hN.

4. Dado g € G existe h € G tal que h"!Ng C N.

5. Ng=gN para todo g € G

6

. N es normal.

DEMOSTRACION. Por supuesto que 5) = 1). Para probar que vale la reciproca, notemos
primero que como glN C Nh,
NgC NgN C NNh = Nh,

lo cual implica que Ng = Nh, porque las coclases a derecha de N parten G. En consecuencia,
gN C Nh = Ng. Similarmente, g !N C Ng~! y, por lo tanto,

Ng=gg 'NgC gNg'g=gN.
Los items 1) y 2) son equivalentes porque
gN C Nh siysélosi gNh™'C Nhh~!=N.

El mismo argumento prueba que 5) es equivalente a 6). Por ultimo, 3) < 4) < 5) por
dualidad. O

EJERCICIO 1.38. Pruebe que un subgrupo N de G es invariante si y sélo si hg € N siempre
que gh € N.

OBSERVACION 1.39. Si N C L son subgrupos de un grupo G y N <G, entonces N < L.

OBSERVACION 1.40. Si N < G, entonces NL = LN para todo subconjunto L de G. Si

ademds L es un subgrupo de G, entonces NL también lo es. Por ultimo, si L <G, entonces
NL«G.

El siguiente resultado sera mejorado mas adelante.
PROPOSICION 1.41. Todo subgrupo N de indice 2 de un grupo G es normal.

DEMOSTRACION. Si g € N, entonces gN = N = Ng. Tomemos g € G\ N. Como N tiene
indice 2,

G=N|JgN=NJNy,

con ambas uniones disjuntas. Asi que también en este caso gN = Ng. O

Claramente la interseccién de una familia de subgrupos normales de G es un subgrupo
normal de G. En consecuencia, dado un subconjunto S de GG existe un minimo subgrupo nor-

mal (S) de G que contiene a S, el cual es precisamente la interseccién de todos los subgrupos
normales de G que contienen a S. Como (S) es normal e incluye a S, debe incluir también al
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subgrupo de G generado por |J e gSg~!. Pero usando la caracterizacién de subgrupos gen-
erados por un conjunto dada en (1), se comprueba inmediatamente que el dltimo es normal,

por lo que
(S) = < U gSgl> :
geG

En general (S) esté incluido estrictamente en (S).

PROPOSICION 1.42. Si {G;}icr es una familia de subgrupos mormales de un grupo G,
entonces \/ ;.1 G; es normal. Ademds, si I estd provisto de un orden total, entonces

\/GiZ{gil"'Qz‘n n>0,0 <---<ipelyg;cGy}
el
DEMOSTRACION. Tomemos g, - - - gi, € V;e; Gi- Como
9(9i, -+ 9i)9"" = (9919 ) (990,97") - (99i,97") € \/ Gi para cada g € G,
el
el subgrupo \/,.; G; de G es normal. La segunda afirmacién se sigue de que, por la Obser-
vacion 1.40, G;G; = G;G; para todo 4, j € I. O

9. Una caracterizacion de los grupos ciclicos finitos

La funcion ¢: IN — IN de Fuler asigna a cada nimero natural el cardinal del conjunto de
los enteros no negativos menores que el y coprimos con el. En notacién simbdlica

¢(n) =[{m:0<m < nymes coprimo con n}|.

Por ejemplo, si p es un niimero primo, entonces ¢(p") = p"~!(p— 1) para todo n € IN, porque
{0,...,p™ — 1} tiene p™ elementos, de los cuales p"~! son miiltiplos de p. En la Seccién 5.1
vimos que si G es un grupo ciclico de orden n, entonces G tiene ¢(n) generadores y que si
d divide a n, entonces G tiene exactamente un subgrupo de orden d (que ademas es ciclico).
El principal objetivo de esta seccién es mostrar que lo iltimo caracteriza a los grupos ciclicos
finitos.

Dado un grupo G vamos a denotar con gen(G) al conjunto de los generadores de G.

LEMA 1.43. Cada grupo G es la union
G = Jeen(c),
de los generadores de los subgrupos ciclicos C de G.
DEMOSTRACION. Porque cada elemento de G' genera un tnico subgrupo ciclico de G. O

PROPOSICION 1.44. La igualdad n =37, ¢(d) vale para cadan € N.

DEMOSTRACION. Como Z, tiene exactamente un subgrupo ciclico de orden d, para cada
divisor d de n, y dicho subgrupo tiene ¢(d) generadores, por el lema anterior

n=1Zal = 3 6(d),
d/n

como queriamos. O
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TEOREMA 1.45. Un grupo G de orden n es ciclico si y solo si tiene a lo sumo un subgrupo
de orden d, para cada divisor d de n.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que si G es ciclico, entonces tiene exactamente un subgrupo
de orden d para cada divisor d de n. Veamos que vale la reciproca. Supongamos que G es un
grupo de orden n. Por el Lema 1.43 y la Proposicién 1.44,

D leen(C) =G =n =) ¢(d),

C d/n
donde C' recorre el conjunto de los subgrupos ciclicos de G. Por lo tanto, debido a que
|gen(C)| = ¢(|C]), si G tiene a lo sumo un subgrupo de orden d para cada divisor d de n,

entonces debe tener efectivamente un subgrupo ciclico de orden d para cada divisor d de n.
En particular G tiene un subgrupo ciclico de orden n y, en consecuencia, es ciclico. O

TEOREMA 1.46. Si F' es un cuerpo y G es un subgrupo finito de F'*, entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION. Si o € G satisface ¢ = 1, donde d/|G|, entonces z es una raiz del
polinomio X% —1 € F [X]. Dado que un polinomio de grado d con coeficientes en un cuerpo
tiene a lo sumo d raices, G' no puede tener mas que un subgrupo de orden d (dos subgrupos
darfan més de d raices de X¢ —1). En consecuencia, por el teorema anterior, G es ciclico. [

PROPOSICION 1.47. Si p es un primo impar, entonces el grupo de unidades del anillo de
congruencias Zyr es ciclico de orden (p— 1)p"~1, para todo r € N. En cambio, Z., es ciclico
de orden 2" sir <2, e isomorfo a Zior—2 ® Zo si T > 3. Ademds, en este caso

7y ={£5":0<i< 277},
donde, por supuesto, las potencias de 5 son realizadas en Zor.

DEMOSTRACION. Tomemos z < p”. Como z € Z; si y sélo si p no divide a z, el grupo
Z;r tiene (p — 1)p"~! elementos, tanto si p = 2 como si es impar. Cuando r = 1 el resultado
se sigue de que el grupo de unidades de un cuerpo finito es ciclico. Podemos suponer entonces
que r > 1. En la demostracién usaremos que sip =2 e i > 1 0 si p es un primo impare¢ > 1,
entonces
(6) y=1+p (médp™) =y? =1 4+p™ (méd p?),

como puede comprobarse mediante un calculo sencillo. Una consecuencia inmediata es que
cuando p es impar,

(1 —|—p)pi ~14p (méd pt?) para todo i > 0.
En particular, p + 1 tiene orden p"~!. Debido a esto, para concluir la prueba de la primera
afirmacion serd suficiente mostrar que existe x € Z;r de orden p— 1, porque entonces z(p+1)
serd un generador de Z;T. Pero si z < p tiene orden p — 1 en Z,, entonces z es inversible en

Z,» (puesto que p no divide a z) y tiene orden (p — 1)p’ con 0 < i < r, con lo cual z = 2P
tiene orden p—1, como queremos. Consideremos ahora el caso p = 2. Es evidente que el grupo
de unidades de Zor es ciclico si r = 2. Supongamos entonces que r > 2. Como 5 = 1 + 22,
de (6) se sigue que

52" = 14272 (méd 2173)  para todo i > 0.
Asf, {5°: 0 < i < 2772} es un subgrupo ciclico de orden 2"~2 de Z,. Ademds

5277~ 1421 (méd 27)
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y, en consecuencia, es distinto de —1 en ZyrZ. Por el Teorema 1.45, como 5277 y —1 tienen
ambos orden 2 en Z., el subgrupo {5 : 0 < i < 2772} de ZJ. no es ciclico. Por lo tanto
contiene propiamente a {5°: 0 < i < 2"72} y coincide entonces con Z.. Por tltimo, es f4cil
ver que {£5°:0 <1 < 2772} es isomorfo a Zyr—2 @ Zs. 0

10. Morfismos de grupos

Un morfismo ¢: G — G’, de un grupo G en otro G’, es por definicién un morfismo
de monoides de G en G'. Es facil ver que p: G — G’ es un morfismo de grupos si y sélo si
o(zry) = ¢(x)p(y) para todo z,y € G. Dicho de otra forma, no es necesario pedir que (1) = 1.
En realidad, esto es una consecuencia inmediata de una observacién hecha al principio de la
Seccién 3.

La identidad idg: G — G, y més generalmente, la inclusiéon canénica ¢: H — G de un
subgrupo H de G en G, es un morfismo de grupos. También lo es la composicién ¢ep: G — G”
de dos morfismos p: G — G' y ¢: G’ — G”.

Muchas de las propiedades béasicas de los morfismos de grupos son analogas a las es-
tablecidas para los de monoides. Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, grupos iso-
morfos, automorfismo, monomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccién son las mismas. Se
comprueba fiacilmente que un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo. Mante-
nemos la notacién G ~ G’ para senalar que los grupos G y G’ son isomorfos. Nuevamente
los monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo la composicién,
toda retraccion es sobreyectiva, toda seccién inyectiva, todo morfismo sobreyectivo un epi-
morfismo, y un morfismo es inyectivo si y sélo si es un monomorfismo (la parte no trivial
de la ultima afirmacién es la suficiencia, la cual puede probarse copiando la demostracién
dada para monoides, con Z jugando el papel de INp). En consecuencia todo monomorfismo de
grupos lo es de monoides. También para grupos un morfismo ¢: G — G’ es un isomorfismo
si y sélo si es una seccion y un epimorfismo, y esto ocurre si y sélo si es una retraccién y un
monomorfismo. Por iltimo, también es cierto que todo epimorfismo es sobreyectivo, pero esto
es mucho mas dificil de probar, y lo dejamos para después.

EieMpPLO 1.48. Hay monomorfismos que no son secciones y epimorfismos que no son
retracciones. En efecto:
1. El morfismo j: Zia — Z4, definido por j(0) =0 y j(1) = 2, es un monomorfismo que
no es una Secciton.
2. El epimorfismo w: Zy — Zsa, definido por m(0) =7(2) =0 y n(1) =7(3) =1, no es
una retraccion.

Igual que en el caso de los monoides, dados morfismos ¢: G — G' y ¢¥: G’ — G”,

1. Si 9o es una seccién, o un morfismo inyectivo, entonces también lo es .

2. Si e es una retraccion, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces tam-
bién lo es .

Al tratar con grupos utilizaremos los simbolos Hom(G, G’), Iso(G,G’), End G y Aut G
para denotar respectivamente a los conjuntos de morfismos de G' en G’, isomorfismos de G
en G’, endomorfismos de G y automorfismos de G. De la definicién se sigue inmediatamente
que End G es un monoide (cuyo elemento neutro es la funcién identidad) via la composicién
vy Aut GG es su grupo de unidades.
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Una propiedad completamente nueva es que si p: G — G es un morfismo de grupos,
entonces p(K 1) = ¢(K)™!, para cada subconjunto K de G.

EJERCICIO 1.49. Consideremos un morfismo ¢: G — G’ y subconjuntos K y L de G'.
1. Pruebe que o 1 (K1) = o 1(K)~ L.
2. Pruebe que si ¢ es sobreyectivo, entonces ¢ H(KL) = ¢ Y (K)p~1(L).
EJjemMpLO 1.50. Dados grupos G y G', el morfismo nulo lgg: G — G’ es la funcion

que manda todos elementos x de G a 1 (cuando usemos la notacion aditiva, lo que nunca
sucederd si G' no es abeliano, designaremos a este morfismo con el simbolo Ogcr ).

EJEMPLO 1.51. Para cada grupo G, la aplicacién antipodal

G — G°P
gl—>g_1

es un isomorfismo de grupos.

EJEMPLO 1.52. El determinante det: GL(n,k) — k™ es un morfismo sobreyectivo de
grupos.

EJEMPLO 1.53. La exponencial x — €% es un isomorfismo del grupo aditivo R en el
grupo multiplicativo R~q, formado por los niumeros reales positivos. Su inversa es el logaritmo
natural.

EJEMPLO 1.54. La exponencial x — €™ es un morfismo del grupo aditivo R en el grupo
multiplicativo C*. Su imagen es el circulo unidad S*.

EJjempLO 1.55. La aplicacion ¢: C* — Rso, definida por ¢(z) = |x|, es un morfismo
sobreyectivo.

EJEMPLO 1.56. La aplicacion s: Z[X] — Qso, definida por
g<z x) o

>0 >0
donde pg < p1 < p2... esla sucesion de los nimeros primos positivos, es un isomorfismo.

EJeMPLO 1.57. Fijemos una raiz w € C de orden n de la unidad (por ejemplo, podemos
tomar w = cos(2m/n) + isen(2mw/n)). La aplicacion ¢: Zyn, — Gy, definida por p(n) = w", es
un isomorfismo de grupos.

EJEmMPLO 1.58. Dado n > 1, consideremos el subgrupo D, de GL(2,C) generado por las

matrices
_[(w 0 b— 01
=0 w y ~\1 0)

donde w € C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Un cdlculo directo muestra que

i wi O 2 1 0 i O w_i o
a—(o wi>’ b_<0 1) yba—(wi 0>—a b.
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Por lo tanto a y b satisfacen las relaciones a™ =1, b> =1 y bab™t = a~! y los 2n elementos
La...,a" 1, b ab,...,a" b son todos distintos. En consecuencia, la funcion

Dy, — D,
ﬂsiyj — qibJ

donde x e y son como en el Ejemplo 1.22, es un isomorfismo.

10.1. Estructuras en el conjunto de los morfismos de un grupo en otro

En general Hom(G,G’) no tiene ninguna estructura algebraica interesante, sélo es un
conjunto con un punto distinguido (el morfismo nulo). Esto cambia cuando G’ es abeliano.
En esta subseccion utilizaremos la notacién aditiva.

PROPOSICION 1.59. Si G’ es abeliano, entonces Hom(G,G') es un grupo abeliano via
(p+¥)(g) :=p(g) +¥(g). El neutro es el morfismo nulo Oggr y la inversa de un morfismo

¢ es la funcion —p definida por (—p)(g) = —(g).
DEMOSTRACION. Primero debemos ver que + es una operacion interna en Hom(G, G').

En otras palabras, que si ¢, : G — G’ son morfismos de grupos, entonces ¢ + v también lo
es. Pero esto es cierto porque, como G’ es abeliano,

(¢ + ) (gh) = ¢(gh) + 1 (gh)
= ¢(g) + @(h) +¥(g) + ¥ (h)
= »(g) +¥(g9) +¢(h) + ¥ (h)

= (p+9¥)(9) + (¢ +¥)(h).

Ahora es evidente que

p+W+O)=(@+¢)+¢ v p+y=9¢+¢ paratodo ¢4, ¢ € Hom(G,G).
Por tltimo, es ficil probar que —p es un morfismo de grupos si ¢: G — G’ lo es, y que
¢+ (—¢) =0ccr O

OBSERVACION 1.60. De la misma manera puede probarse que si M y M' son monoides y
M’ es abeliano, entonces Hom(M, M') es un monoide abeliano.

OBSERVACION 1.61. Sip: H — G es un morfismo de grupos y: G' — H' es un morfismo
de grupos abelianos, entonces las aplicaciones

¢«: Hom(G,G') — Hom(H,G") y v*: Hom(G,G') — Hom(G, H'),

definidas por p.(a) = acp y ¥*(a) = ea, respectivamente, son morfismos de grupos abelia-
nos.

11. Nicleo e imagen

El nicleo ker ¢ de un morfismo de grupos ¢: G — G’ es la preimagen de 1 por ¢. Es
evidente que ker o <G e Im ¢ < G’. M4s atin, no es nada dificil comprobar que la imagen de
un subgrupo H de G es un subgrupo de G’, el cual es normal en la imagen ¢(L), de cada
L < G tal que H <L, y que la preimagen de un subgrupo H' de G’ es un subgrupo de G, que
es normal si lo es H'.
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Es claro que la inclusion candnica ¢: ker ¢ — G tiene las siguientes propiedades, la segunda
de la cuales es llamada la propiedad universal del nicleo:

- Pl = Tker ©,G'»
- Dado un morfismo de grupos ¥: H — G que satisface o) = 1y, existe un Unico
morfismo de grupos v': H — ker ¢ tal que el diagrama

P ¥

H——G——=d
A
ker ¢
conmuta.
PROPOSICION 1.62. Si ¢: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces dos elementos
g,h € G tienen la misma imagen bajo ¢ si y solo si gker p = hker .
DEMOSTRACION. En efecto,
©(g) = p(h) & gh™ € ker p & gker p = hker ¢,
como afirmamos. O
COROLARIO 1.63. Un morfismo de grupos o: G — G’ es inyectivo si y sélo si ker o = 1.
EJEMPLO 1.64. El nicleo del determinante det: GL(n,k) — k™ es el grupo lineal especial
SL(n, k).
EJEMPLO 1.65. FEl nicleo de la funcién exponencial
R——C,
T ol
es el grupo aditivo {2mn : n € Z}.

EJEMPLO 1.66. El nicleo del morfismo s: C* — R, definido por<(z) = |z, es el circulo
unidad.

12. Cocientes de grupos

Consideremos una relacién de equivalencia ~ definida en el conjunto subyacente de un
monoide S. Dado s € S denotemos con [s] a la clase de equivalencia de s en el conjunto cociente
S/~. Es fécil ver que S/~ tiene una (dnica) estructura de monoide tal que la proyeccién
canénica m: S — S/~ es un morfismo si y sélo si ~ satisface la siguiente condicién:

/ / !4/
s~syt~t = st ~st.
Llamaremos compatibles a tales relaciones de equivalencia. La definicién del producto en S/~,
/ /
[s][s] = [ss],
esta forzada por el requerimiento de que 7 sea un morfismo. Esta operacién es asociativa

porque lo es el producto de S y la funcién 7 es sobreyectiva. En efecto, usando estos hechos
se ve inmediatamente que

([s][sD[s"] = [s8][s") = [(s5')s"] = [s(ss")] = [s][s"s"] = [s]([s"][s"]),
22
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para todo s, s’,s” € M. El mismo argumento prueba que el neutro de S/~ es la clase [1] del
1 y que S/~ es conmutativo si lo es S. Por dltimo, si s es inversible, entonces [s] es inversible
v [s]7! = [s7!]. En particular, si S es un grupo, entonces también lo es S/~ y w: S — S/~
es un morfismo de grupos.

Se pueden decir muchas cosas méas acerca de los cocientes de monoides por relaciones
de equivalencia compatibles, pero casi todas son de caracter formal. Asi que a partir de
ahora vamos a concentrarnos en el caso de grupos, donde los resultados son mas elegantes.
Supongamos entonces que ~ es una relacion de equivalencia compatible definida en un grupo
G. Escribamos N = ker 7. Ya sabemos que N <G, y es trivial que

g'heNehegNeh~gasheNge hgteN,
de modo que ~ queda determinada por N y, ademds,
{heG:h~g}=gN =Ng
para todo g € N. Reciprocamente, si N es un subgrupo normal de GG, entonces por la Proposi-
cién 1.37 las relaciones de equivalencia
h~geohgteNeheNg y helgegthe NehegN

coinciden y son compatibles con la operacién de G, porque

gNg'N =gg' NN = gg'N.

De ahora en més, dado un subgrupo normal N de G, denotaremos con G/N al grupo cociente
G/~ de G por la relacién de equivalencia ~ definida arriba, y lo llamaremos grupo cociente
de G por N. Por ejemplo, Z, = Z/nZ. Recién vimos que el nicleo de 7: G — G/N es N.
En realidad este morfismo es inicial entre aquellos con dominio GG, cuyos ntcleos incluyen a
N. En otras palabras, la proyeccién al cociente tiene la siguiente propiedad universal:

- Si ¢: G — G’ es un morfismo de grupos tal que N C ker ¢, entonces existe un tinico
morfismo de grupos ¢: G/N — G’ tal que el tridngulo

a—2 - Vel
i”%
G/N
conmuta.

Para comprobarlo, notemos que si g ~ h entonces gh~* € N C Ker ¢, por lo cual ¢(g) = ¢(h),
lo que permite definir ¢([g]) = ¢(g). Como 7(g) = [g], €l tridngulo conmuta. Adicionalmente,
» es un morfismo de grupos porque

@(lg][h]) = @(lgh]) = @(gh) = ©(g)e(h) = @([g])#([h]),
para todo g,h € G.
OBSERVACION 1.67. El nicleo de ¢ es ker /N y su imagen es la imagen de @. En par-
ticular, @ es inyectiva si y solo si ker o = N y sobreyectiva si y sélo si lo es . En efecto, la

sequnda afirmacion es clara. Para probar la primera notemos que, como @1 = @, la clase en
G/N de un elemento g de G pertenece a ker ¢ si y solo si g € ker ¢ y, por consiguiente,

k
kerp ={gN : g € kerp} = (X;p,
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como queriamos

El resto de la seccién estard dedicado a establecer algunos resultados que son consecuencias
mas o menos directa de la propiedad universal del cociente. Entre ellos se encuentran los
teoremas de isomorfismo de Noether.

TEOREMA 1.68 (Primer teorema de isomorfismo). Todo morfismo de grupos ¢: G — G’
induce un isomorfismo ¢: G/ker ¢ — Im .

DEMOSTRACION. Es claro. O

TEOREMA 1.69 (Segundo teorema de isomorfismo). Si L C N son subgrupos normales de
un grupo G, entonces N/JL<G/L y G/N ~ (G/L)/(N/L).

DEMOSTRACION. Por la propiedad universal de 7, hay dnico morfismo 7: G/L — G/N
tal que el tridngulo

e

G/L

donde 7,: G — G/L y ny: G — G/N son las proyecciones canénicas, conmuta. Es facil ver
que 7 es sobreyectivo y que ker® = N/L. En consecuencia, nuevamente por la propiedad
universal del cociente, 7 induce un isomorfismo 7: (G/L)/(N/L) — G/N. O

TEOREMA 1.70 (Tercer teorema de isomorfismo). Si L y N son dos subgrupos de un grupo
G y N es normal en G, entonces LNN <L y L/LNN ~ NL/N.

DEMOSTRACION. Consideremos el morfismo ¢: L — G/N obtenido componiendo la in-
clusién canénica ¢: L — G con la proyeccién canénica my: G — G/N. Por la propiedad
universal del cociente sabemos que hay un inico monomorfismo ¢: L/ keri — G/N tal que el
triangulo

L—-+>G/N

| A

L/keri

conmuta. Es facil ver que keri = LN N e Imz = NL/N. Asi, ¢ induce por correstriccién el
isomorfismo deseado de L/L NN en NL/N. O

TEOREMA 1.71. Si ¢: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces
|G| = [Im g| | ker ¢].

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Lagrange, |G| = |G : ker || ker ¢|, y por el Primer
teorema de isomorfismo, |G : ker p| = |Im ¢|. O

OBSERVACION 1.72. Consideremos un morfismo de grupos ¢: G — G'. Por el Teorema
de Lagrange, sabemos que |Im | divide a |G'|, y por el Teorema 1.71, que divide a |G|. Por
lo tanto, si G y G’ son finitos |Im | divide a (|G| : |G'|). En particular, si |G| y |G'| son
coprimos, entonces ¢ es el morfismo nulo.
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EJemMPLO 1.73. Supongamos que k es un cuerpo finito. Si G es un subgrupo de GL(n, k),
cuyo orden es coprimo con |k| — 1, entonces G < SL(n, k), porque la aplicacion det: G — k*
es el morfismo nulo. En particular, todos los subgrupos de orden impar de GL(n,Zs3) estdn
incluidos en SL(n,Zs3).

Recordemos que un orden parcial en un conjunto X es una relacién binaria < en X, que
es reflexiva antisimétrica y transitiva. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto X
provisto de un orden parcial. El supremo de una familia (x;);cr, de elementos de X, es un
elemento y € X, que satisface:

- z; <y para todo j € I,

- Si z; < x para todo j € I, entonces y < z,
y el infimo es un elemento z € X, que satisface:

- z < x; para todo j € I,

- Six < x; para todo j € I, entonces x < z.

Si existen, el supremo y el infimo de (z;);e; son tnicos, y se los denota \/;c;z; y Aer 24,
respectivamente. Un conjunto ordenado X es un reticulado completo si toda familia de sub-
conjuntos de X tiene supremo e infimo. Por ejemplo, el conjunto Suby G, de los subgrupos
de G que incluyen a un subgrupo dado H, es un reticulado completo via el orden dado por
la inclusién. El infimo de una familia (G;);c; de subgrupos de G es la interseccién ﬂie 1Giy
el supremo es el subgrupo \/,.; G;. Cuando H = 1 escribiremos Sub G en lugar de Sub; G.

PROPOSICION 1.74. Para cada conjunto ordenado X son equivalentes:

1. X es un reticulado completo.
2. Toda familia de elementos de X tiene supremo.

3. Toda familia de elementos de X tiene infimo.

DEMOSTRACION. Es claro que 1) = 2) y 1) = 3). Veamos que 2) = 1). Notemos primero
que el supremo de la familia vacia es el minimo de X. En consecuencia toda familia (x;);cr de
elementos de X tiene cotas inferiores. Es facil ver ahora que el supremo de las cotas inferiores
de los z;’s es el infimo de (z;);er. Un razonamiento similar prueba que 3) = 1). O

Un morfismo de reticulados completos f: X — X’ es una terna (X, f, X'), donde f es
una funcién del conjunto subyacente de X en el de X'/, que es creciente y preserva supremos
e infimo. En simbolos:

- x1 < xg = f(z1) < f(x2) para todo z1, 22 € X,
- f(Viez 7)) = \/ie[ f
- f(Nier®i) = Nier f

El reticulado completo X es el dominio, e Y el codominio. Las condiciones pedidas son redun-
dantes. De hecho, no es dificil probar que las dos tltimas implican la primera. Un morfismo
de reticulados completos f: X — X’ es un isomorfismo si hay un morfismo f=': X’ — X,
llamado la inversa de f, tal que f~lof =idyx v fof ™! = idx. Es facil ver que esto sucede si
y soOlo si f es biyectiva y preserva el orden.

(x;) para toda familia (x;);c; de elementos de X,
(i

) para toda familia (x;);c; de elementos de X.
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TEOREMA 1.75 (Teorema de la correspondencia). Si¢: G — G’ es un morfismo sobreyec-
tivo de grupos, entonces las funciones
SUbkerga G — Sub G’ SubG — SUbkergp G
H———o) ' g
son isomorfismos de reticulados, inversos uno del otro. Esta correspondencia tiene las si-
guientes propiedades:

- |LH| = o(L) : p(H)],
- HaL siysdlo si o(H)<p(L), y entonces L/H ~ ¢(L)/o(H).
para cada H, L € Subye,, G con H < L.

DEMOSTRACION. Es claro que si kerp < H < L, entonces ¢(H) < ¢(L). Como ¢ es
sobreyectiva,

el '(H") =H'
para todo subconjunto H' de G’. Adema4s,
¢ H(p(H)) = Hkerp
para cada H < (G, porque
g€ o Yo(H)) < 3h e H tal que p(g9) = ¢(h) & 3h € H tal que h™'g € ker g,

cualquiera sea g € GG. La primera afirmacion es una consecuencia inmediata de estas observa-
ciones.

Para probar que si kero < H < L, entonces |L : H| = |¢(L) : ¢(H)|, serd suficiente
mostrar que la correspondencia [H — ¢(I)H, del conjunto de las coclases a izquierda de H
en L en el de las coclases a izquierda de p(H) en ¢(L), es biyectiva. Pero es evidente que esta
es sobreyectiva, y es inyectiva porque

e(Dp(H) = o(I")o(H) = o(I"'') € p(H) = 1" e H = |H = I'H.

Finalmente, los resultados obtenidos al comienzo de la Seccién 11 muestran en particular que
H< L siysolosi o(H)<p(L) y, por la propiedad universal de cociente y el Segundo teorema

del isomorfismo,
(L)  L/kery L

o(H) ~ H/kero ~ H’
como deseamos. O

DEFINICION 1.76. Un grupo G es simple si G #1yH<G=H =10 H =G.

DEFINICION 1.77. Un subgrupo normal H de un grupo G es maximal si es propio y no
existe ningin subgrupo normal L de G tal que H C L C G.

COROLARIO 1.78. H <G es mazximal si y sdlo si G/H es simple.

Consideremos un morfismo de grupos ¢: G — G’ y subgrupos normales H de G y H' de
G'. Si ¢(H) C H', entonces existe un tnico morfismo ¢: G/H — G'/H' tal que el cuadrado

®

G el
G/H—2~qc'/H,
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donde 7 y 7’ son las proyecciones candnicas, conmuta. De hecho, esto es una consecuencia
directa de la propiedad universal del cociente. Recordemos que cuando establecimos dicha
propiedad, calculamos también el nticleo y la imagen del morfismo inducido. De los resultados
obtenidos en ese momento se deduce de inmediato que

Im @ = 7' (Im ) y kerp = o '(H')/H.
PROPOSICION 1.79. La construccion anterior tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo H <G, el morfismo id: G/H — G/H es la identidad de G/H.

2. Consideremos morfismos de grupos ¢: G — G' y 1: G' — G" y subgrupos normales
H de G, H' de G" y H" de G". Si o(H) C H' y(H') C H", entonces 1=p(H) C H"
Y Pep = hep.

DEMOSTRACION. Por la unicidad de los morfismos id y 1)+, basta observar que el cuadra-
do

¢—9—~a
G/H 4~ G/H
y el rectangulo exterior del diagrama
G i G/ w G//

G/HL)G//H/LG///HU

conmutan. O

EJERCICIO 1.80. Pruebe que si p: G — G’ es un morfismo de grupos y H' <G’, entonces
o Y(H') <G y existe un tinico morfismo inyectivo ¢: G /o Y(H') — G'/H' de grupos, tal que
el diagrama

G G
| |-
Gl M (H) T G/,
dondem: G — G/ Y(H") yn': G' — G'/H' son las proyecciones candénicas, conmuta. Pruebe

!
también que Im @ = Hgﬁw.

13. Grupos libres y presentaciones

Intuitivamente, dar una presentaciéon de un grupo G es dar un conjunto de generadores X
de G y un conjunto de relaciones que los elementos de X satisfacen y que determinan G. Por
ejemplo, en la Seccién 5 introdujimos los grupos diedral D,, y cuaterniénico generalizado H,,
para cada nimero natural n > 1, y vimos que el primero tiene generadores z, y que satisfacen
las relaciones

" =1, y =1 e yry =27
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y el segundo, generadores x,y que satisfacen las relaciones

"=y e yry =2l
En esta seccién precisamos el concepto de presentacién y mostramos que las anteriores son,
efectivamente, presentaciones de los grupos diedral y cuaterniénico. Para ello necesitamos
primero introducir los grupos libres, los cuales, a grosso modo, pueden describirse como aque-
llos con un conjunto de generadores que no satisfacen ninguna relacién, salvo las determinadas
por los axiomas de grupo.

13.1. Grupos libres

Dado un conjunto X, denotamos con X*! a la unién disjunta de dos copias X'y X1 de
X. Para cada elemento € X hay un elemento correspondiente 7! € Xt yotroz=! € X1
Nosotros diremos que 211 y 27! estdn asociados. Una palabra en X es una expresién

w=xg Ty (conzq, € X yeg ==+l parai=1,...,n).

Si en la misma ningiin simbolo aparece junto a su asociado, decimos que w es una palabra
reducida. La cantidad n de simbolos que tiene, es la longitud l(w) de w. Consideramos también
como una palabra reducida a la expresion vacia. Por definicién, esta palabra tiene longitud
cero. Nuestro proximo objetivo serd definir el producto wiws de dos palabras reducidas

€ € 1 o
wlzxall...xann y wzzxﬂllmﬁ’:l
Para ello escribimos
€1 ... pn 01 .0m
(7) Toy T TG, T

Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

i €1 L pfn 01 O
Wiwg = Ty Tk Ty T
Si no, primero eliminamos de (7) sucesivamente pares de simbolos asociados, hasta obtener
una que lo sea.

TEOREMA 1.81. El conjunto L(X), de la palabras reducidas en X, es un grupo via el
producto que acabamos de definir.

DEMOSTRACION. Es claro que la palabra vacia es el elemento neutro. Probaremos ahora
por induccién en [(wsq), que

w1 (wg’wg) = (wlwg)wg

para toda terna wi, wa,ws de palabras reducidas. Si l(wz) =1 (esto es, si wy = € con x € X
y € = £1) hay cuatro casos para analizar: que el dltimo simbolo de w; y el primero de ws
sean distintos del elemento de X*! asociado a z¢; que el dltimo simbolo de w; sea el elemento
de X*! asociado a z€, pero que el primero de w3 no lo sea; que el primer simbolo de ws
sea el elemento de X*! asociado a z¢, pero que el dltimo de w; no lo sea; y que el tltimo
sfmbolo que wy y el primero de w3 sean el elemento de X*! asociado a z¢. Es facil ver que en
todos vale que wi(wows) = (wjwe)ws. Supongamos ahora que la asociatividad vale cuando
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l(w2) < ny que l(wz) =n+ 1. Escribamos wy = wha®. Entonces, por hipétesis inductiva
wi (waw3) = w1 ((wHz)ws)

= w (wh(z“w3))

= (w1wy)(z“ws)

= ((wiwy)z)ws

= (w1(wy))ws

= (wjwg)ws.
Resta probar que cada palabra reducida es inversible, pero es claro que la inversa de la palabra
reducida zg, - --zg es la palabra z -z 5. O

El grupo libre sobre un conjunto X es, por definicién, el grupo L(X) construido arriba.
Identificando cada elemento 2 € X con la palabra reducida 27!, obtenemos una aplicacién
canénica ¢: X — L(X). Claramente ¢(X) genera L(X) como grupo. En el siguiente teorema
establecemos la propiedad universal de (L(X),¢).

TEOREMA 1.82. Dada una funcion j: X — G, de X en un grupo G, hay un unico mor-
fismo ¢: L(X) — G que extiende a j. Vale decir, con la propiedad de que el tridngulo

X >q

conmuta.

DEMOSTRACION. Si ¢ es un morfismo de grupos que extiende a j, forzosamente debe ser

plag - aq,) = 3 (@a) - § (20, )

Pero es claro que la funcién definida por esta férmula es un morfismo de grupos. O

Ampliando un poco la definiciéon dada arriba del Teorema 1.82, diremos que un grupo libre
sobre X es cualquier par (G, j), formado por un grupo G y una funcién j: X — G, que tiene
la misma propiedad universal que (L(X),t). Por extension, en este caso decimos también que
G es libre.

OBSERVACION 1.83. Si (G, j) es un grupo libre sobre X, 1: Y — X es una funcidén biyectiva
y: G — H es un isomorfismo de grupos, entonces (H,ejol) es un grupo libre sobre Y.

PROPOSICION 1.84. Un par (G, j), formado por un grupo G y una funcién j: X — G, es
un grupo libre si y sélo si el morfismo ¢: L(X) — G cuya ezistencia y unicidad fue probada
en el Teorema 1.82 es un isomorfismo. En consecuencia, j es inyectivo.

DEMOSTRACION. Dejamos como ejercicio para el lector probar que si ¢ es un isomorfismo,

entonces (G, j) tiene la propiedad universal de (L(X), ). Reciprocamente, si (G, j) tiene esta
propiedad, entonces hay un tinico morfismo ¥ : G — L(X) tal que el tridngulo

x— ¢
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conmuta. Como theper = 1y petpej = j, por las propiedades universales de (L(X),¢) vy (G, ),
debe ser Yo =idp(x) ¥y po¢ = idg. O

Una base de un grupo G es cualquier subconjunto X de G tal que el par (G,tx), donde
tx: X — G es la inclusién candnica, es un grupo libre. Obviamente esto ocurre si y sélo si el
morfismo de L(X) en G, inducido por vy, es biyectivo. Es claro que un grupo tiene una base
si y s6lo si es libre. Un argumento sencillo muestra que si un par (G, j) es libre, entonces Im j
es una base de G. El siguiente teorema serd probado mas adelante.

TEOREMA 1.85. Dos grupos libres L(X) y L(Y) son isomorfos si y sdlo si |X| = |Y].
FEquivalentemente, todos las bases de un grupo libre G tienen el mismo cardinal.

Este resultado permite definir el rango de un grupo libre como el cardinal de cualquiera
de sus bases. Los grupos libres de rango 1 son los grupos ciclicos infinitos. Por otra parte si
|X| > 2, entonces L(X) no es conmutativo, porque si x1 y x2 son elementos distintos de X,

entonces 7 'agt # af taTt

PROPOSICION 1.86. Todo grupo es isomorfo a un cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Dado un conjunto de generadores X de G, el tinico morfismo

o: L(X)— G
que extiende a la inclusién candnica de X en G es sobreyectivo. Entonces, por el Primer
teorema del isomorfismo, G ~ L(X)/ ker . O

13.2. Presentaciones

Dado un cociente G = L(X)/N, de un grupo libre L(X) por un subgrupo normal N,
decimos que G es el grupo generado por los elementos de X, sujetos a las relaciones dadas
por los elementos de N, los cuales son las palabras reducidas

€1 ... pbn
:L‘Oél :Ean

de L(X), que se convierten en 1 al pasar al cociente. Decimos que un subconjunto R de
N es un conjunto de relaciones para G 'y que (X, R) es una presentacion de G, si N es el
subgrupo normal de G generado por R. Ademds, en este caso escribimos G = (X|R). Por la
Proposicion 1.86, todo grupo tiene una presentacién, o es isomorfo a uno que la tiene. Un
grupo es finitamente presentado si es isomorfo a un grupo (X|R), con X y R finitos. Por

razones estéticas escribiremos (x1,...,Zy|p1,...,pm) en lugar de ({z1,..., 2, H{p1,. -, Pm})-
Si G = (x1,...,Zn|p1,.-.,Dm), entonces también decimos que G es el grupo con generadores
T1,...,Ty Sujetos a las relaciones py = 1,...,pym = 1. Recordemos que dados un grupo

cociente G/N de un grupo G y un elemento g € G, el simbolo [¢g] denota a la clase de g en
G/N.

EJEMPLO 1.87. (x|0) =~ Z.

EJeMPLO 1.88. Por las propiedades universales del grupo libre y del cociente, hay un inico
morfismo
p: (z|z"™) — Zn,
que envia x a 1. Como p es sobreyectiva y (x|z™) tiene a lo sumo n elementos, p es un
isomorfismo y, en consecuencia, (x|x™) es un grupo ciclico de orden n.
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EsemMPLO 1.89. Por la propiedades universales del grupo libre y del cociente, hay un unico

morfismo
p: (1, mo|a)t, 2h? wywon tay ) — Ly X Ly,
que envia 1 a (1,0) y z2 a (0,1). Usando que
[21]™ = [w2]"* = [w1][wo] [11] M)t =1
es facil probar que el conjunto subyacente del grupo <a:1,a:2|:c71“,x§2,:1;1372m1_1x2_1) es
{[z1])[z2)? : 0 <i<ny y0<j<mna}

En particular, |(x1,xe|z], 252, xlmgxflxg_l)] < ning. Como p es un morfismo sobreyectivo y
|Zp, X Ziny| = nane, esto implica que <£C1,1172|ZL‘71“,x§2,$1$21‘;11’51> & Ly X L,

EJEMPLO 1.90. Recordemos que el grupo diedral Dy, es el subgrupo de GL(2,R) generado

por las matrices
~( cosf senf (0 1
=\ —senf cosd ¢ Y=\1 0)"
donde 0 = 27/n con n > 1. En el Ejemplo 1.22 vimos que x e y satisfacen las relaciones

2" =1,y =1 eyzy ' =z~ L. Por lo tanto hay un tinico morfismo

2 —1
p: (@1, x2|al, x5, xox125 1) — Dy,

que envia 1 a © y T2 a y. Dado que [x1]" = [x2)? = [w2][z1][xe] [z1] = 1, el conjunto
subyacente del grupo <x1,x2\x’f,x§,x2x1x51x1) es
{1, 21, o) [l [ ][], [ ] ]
En particular, |(zy,zo|z}, 23, xaxi2y x1)| < 2n. Como |Dy,| = 2n y el morfismo p es

sobreyectivo, esto implica que (x1, z2|z7, 23, x2x1x51x1> ~ D,,.

EJEMPLO 1.91. Recordemos que el grupo cuaternionico generalizado Hy, es el subgrupo de
GL(2,C) generado por las matrices

_(w 0 (0 -1
=10 w! € Y=\ o)
1

donde w es una raiz de la unidad de orden 2n. Como 2" = y? e yry~' =z, hay un dnico
morfismo

p: (21, xo|xay %, woxyay tay) — Hy,
que envia 1 a x y x2 a y. Usando las igualdades [x1]" = [12)? y [zo][r1][xe]) ™! = [21] 7,
razonando como en el Ejemplo 1.23, es fdcil probar que [11]*™ = 1. Es claro ahora que el
congunto subyacente del grupo (x1, xz\x?x2_2,x2x1x2_lx1> es

{17 [x1]7 SRR [xl]Qnilv [xQ]v [1‘1][1‘2], R [xl]Qnil[mQ]}'

En consecuencia, |(x1, zo|x s %, xox12, '21)| < 4n. Por lo tanto, como |Hy,| = 4n y el mor-
fismo p es sobreyectivo, (xl,:c2|x7fa;2_2, x2x1x51x1> ~ H,.

OBSERVACION 1.92. En los tltimos dos ejemplos solamente se usaron las relaciones que
satisfacian x ey, nunca que eran matrices. De hecho, los argumentos dados prueban que todo
grupo de orden 2n con dos generadores x,y que satisfacen 2" =1, y> =1 eyzy ' =z es
isomorfo a (x1,xa|xl, x%, nglxg_l:rl), y todo grupo de orden 4n con dos generadores x,y que

satisfacen " = y? e yxy~' = 71 es isomorfo a (1, $2|x?m52, $2m1$§1$1>.
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EjempLO 1.93. Volviendo al Ejemplo 1.90, el subgrupo (z") de D,, es normal para todo r.
En efecto, debido a que x ey generan D, para comprobarlo basta verificar que
zla")a™t C(a") e yla")y T C (a).
Lo primero es obvio y lo sequndo se sigue de que
'yt = (yay ™Y = (a7 = a7
Sir divide a n, entonces el cociente Dy, /(z") tiene orden 2r y es trivial que tiene generadores

[z],[y] que satisfacen las relaciones [z]" = 1, [y]> = 1 e [y][z][y]~! = [z]~'. Por lo tanto es
isomorfo a D,.

EJEMPLO 1.94. Razonando como en el ejemplo anterior se comprueba que el subgrupo
(") del grupo cuaternionico generalizado H,, es normal para todo r, y que si r|n, entonces
H,/(z") ~ D,.

OBSERVACION 1.95 (Descripcién de Conjuntos de Homeomorfismos). Por la propiedad
universal de los grupos libres, para cada grupo G y cada conjunto X, la aplicacion
0: Hom(L(X),G) — G,

que cada morfismo f le asigna su restriccion fix a X, es biyectiva. Por ejemplo, si (x) es un
grupo ciclico infinito, entonces

f: Hom((z),G) — G
es la funcion biyectiva dada por 6(f) = f(x). Ahora, por la propiedad universal del cociente,
si R=A{r; i€ I} es una familia de elementos de L(X), entonces la aplicacion

6: Hom(L(X)/(R),G) — G¥,

definida por 0(f)(x) = f([z]), es inyectiva, y su imagen es el conjunto de todas la funciones
h: X — G tales que para cada i € I, reemplazando en r; cada x € X por h(x), se obtiene el
elemento neutro de G. Por ejemplo, si (x) es un grupo ciclico de orden n, entonces

Hom((z),G) ~ {a € G:a" =1}.
Similarmente,

Hom(D,,,G) ~ {(a,b) € G x G: a" =1,V =1 ybab 'a =1}

Hom(H,,,G) ~ {(a,b) € G x G: a"b > =1 ybab 'a = 1}.
Terminamos este apartado dando otra caracterizacién de los grupos diedrales.

TEOREMA 1.96. Si G es un grupo finito y x,y € G tienen orden 2, entonces (x,y) ~ D,
donde n es el orden de yz.

DEMOSTRACION. Escribamos s = yx. Por la Observacién 1.92, como

=1, ysy ls=yyry lyz=at=1 y (z,y) = (s,y),
basta probar que |(x,y)| = 2n o, equivalentemente, que (s) es un subgrupo propio de (x,y)
y (z,y) = (s) Uy(s). Lo primero es un consecuencia inmediata de que un grupo ciclico no
puede tener dos elementos de orden 2. Como (s) Uy(s) C (x,y) y =,y € y(s), para probar lo
tltimo es suficiente ver que (s) Uy(s) es un grupo. Pero esto es cierto porque ys's’ = ysi*/,
ystys! = y(yx)iys! = (zy)is! = s7's) = 5771y slys! = y?slys! = ysI . O
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14. Producto directo

Ahora vamos a estudiar una construccién, llamada producto directo de grupos, que es la
manera mas simple de obtener un nuevo grupo a partir de otros. Comenzamos considerando el
producto directo interno, que nos da la forma més sencilla en que un grupo puede recuperase
a partir de varios de sus subgrupos. Luego introducimos las nociones de producto directo y
producto directo restringido, y estudiamos algunas de sus propiedades y las relaciones con el
producto directo interno.

14.1. Producto directo interno

Dado un grupo G y subgrupos GGy, ..., G, de G, decimos que G es producto directo interno

de G1,...,G, si cada g € G se escribe de manera tinica como un producto
g=491""9n

con g1 € Gi,...,9n € G, (en particular G =Gy ---Gy) y
(8) (91 9n)(91- - 90) = 9191+~ Gn
para todo ¢g1,9) € G1,...,9n,9, € G,. Es claro que si G es producto directo interno de
G1, -+, Gy, entonces g;g; = gjg; para cada g; € G; y gj € G, con i # j. En consecuencia G
es producto directo interno de G,,,...,G,, para todo o € S, y G; <G para todo i. Notemos

también que las inclusiones canénicas ¢;: G; — G y las aplicaciones m;: G — G, definidas
por 7;(g1 - gn) = gi, son morfismos de grupos, y que

n
g=[Tumit9)
=1

para cada g € G.

TEOREMA 1.97. Consideremos un grupo G y subgrupos normales G1,...,G, de G tales
que G = Gy ---Gy,. Por brevedad, denotemos con G; a G1---G; -+ Gy. Son equivalentes:

1. G es producto directo interno de G1,...,Gp.
2. N, Gy=1.
3. GiN Gy =1 para todo i.
4. GinN(Gy1...Gi—1) =1 para todo i > 1.
5. 8i1=g1---gn con g1 € G1,...,9n € Gy, entonces g1 = --- =g = 1.
DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.
2) = 3) Porque G; C;; Gy
3) = 4) Es trivial.

4) = 5) Supongamos que el item 5) es falso. Entonces hay un minimo j > 1 tal que existen
g1 € Gy,---,9; € G con g}l =g1---gj—1 # 1. Pero esto contradice el item 4).

5) = 1) Veamos primero que G;NG; = 1 cuando i # j. Para ello podemos suponer que i < j
y observar que si x € G;NG; = 1, entonces 1 = z2~! € G;Gj, debido a lo cual, por hipétesis,
x = 1. Notemos ahora que g;g; = ¢;9; para cada g; € G; y g; € G; con @ # j, porque
9i(959; 97 ") = (9igj9; Vg, € Gin Gy =1,
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Pero entonces
gi o gn=h1hy = ghi o gahy b =1= g1 = hi,..., g0 = hy

para todo g1,h1 € G1,...,9n, hn € Gy, y ademas la multiplicacion de G estd dado por la
férmula (8). O

14.2. Producto directo

Dada una familia de grupos (G;)icr, el producto directo [[;.; G; es un grupo, llamado
producto directo de (G;)icr, via la multiplicaciéon coordenada a coordenada. Esta operacion
estd definida adrede para que las proyecciones candnicas m;: [[,c;Gi — Gj (j € I) sean
morfismos de grupos. Cuando no haya posibilidad de confusién escribiremos [ G; en lugar
de [[;c; Gi, y también haremos muchas otras simplificaciones similares sin prevenir antes
al lector, cuando resulte evidente que pueden realizarse sin riesgo de perder claridad en la
exposicién. Ademas, siguiendo una costumbre bien establecida escribiremos G X - -+ X G, en
lugar de Hieﬂn G, donde I,, denota al conjunto de los primeros n nimeros naturales.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Dada una familia (f;: G — G;);er de morfismos de grupos, existe un tnico morfismo
—

(fi)ier: G — [] G; tal que para cada j € I el diagrama

— —

conmuta. Claramente (f;)(g) = (fi(9))ier y ker (fi) = [ ker f;.

Una manera equivalente de formular la misma es diciendo que para cada grupo G la corres-
pondencia
Hom(G, [[G;) —— [[Hom(G, G;)
fr———=(mio ficr
es biyectiva. Es facil ver que si los G;’s son conmutativos, entonces ¥ también es un morfismo

de grupos.

OBSERVACION 1.98. Consideremos subgrupos normales Gy, ..., G, de un grupo G. Como

en el Teorema 1.97, escribamos G; = G1 -+ - G4 - - - Gy, Por la propiedad universal del producto,
las proyecciones candnicas m;: G — G /G5 inducen un morfismo

o ) G/Gy x -+ x GGy ,
_
cuyo nicleo es (i, Gy Afirmamos que (TI'T, . ,Fﬁ) es sobreyectivo si y solo si Gy -+ -G, = G.
En efecto, si se satisface esta condicion, entonces dado ([g1],...,[gn]) € G/G7 x -+ x G/Gg,

existen g;j € Gi (1 <1i,5 <n) tales que g; = g1; - - - gni para todo i. En consecuencia

-

(3, ma) (911 - gnn) = (73(911), -+ Ta(gnn)) = (1], - - s [9n])-
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N

Reciprocamente, si (7,...,m5) es sobreyectivo, entonces dado g € G hay un x € G tal que
_—
(71'1, e ,7'('3)(:6) = ([9]7 17 cee 1)

En particular g~ € G7 y x € G5 y, por lo tanto, existen
g €Go....9n€G, y g €G1,95€Gs,...,q, €G,y
tales que g =xg2---gn y T = g195- - g}, Pero entonces
g=q\g5-ghga-gn € G1Gg---GpGo -Gy = G1--- Gy,
donde la ultima igualdad vale porque G;G; = G;G; para todo i, j, debido a la Observacidon 1.40.

-_
COROLARIO 1.99. (73, ...,m5) es un isomorfismo siy solo si G es producto directo interno

de Gy,...,Gy.
DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Teorema 1.97 y la Observacién 1.98. [
PROPOSICION 1.100. Dada una familia (f;: H; — G;)icr de morfismos de grupos, eriste
un unico morfismo
i€l
tal que los diagramas

HHz‘ I1f: HGi

iﬂj J{ﬂj (jel)
H, fj Gj

conmutan.
DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal de [ G;. O

Es fécil ver que

(H fi)((hi)iel) = (fi(hi))ier ker(H fi> = [[kersi e Im(H fi) = [ [ fi.

OBSERVACION 1.101. La correspondencia introducida en la Proposicion 1.100 tiene las
siguientes propiedades:

1. [[idg, = idqy g, -
2. Dadas familias de morfismos de grupos (fi: H; — L;)icr y (gi: Li — Gi)ier,

(H gz)(H fi) =1 g

OBSERVACION 1.102. Si H; < G; para todo i € I, entonces las proyecciones candnicas
mi: Gi — G/ H; inducen un morfismo sobreyectivo

[T Gy

cuyo nicleo es [[ H;. Por consiguiente,
[1Gi _ H Gi
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14.3. Producto directo restringido

El producto directo restringido de una familia de grupos (G;)icr, es el subgrupo | |;c; G;
de [ G; formado por todos los elementos con soporte finito. Esto es:

|_|Gi = {g € HGi : g; = 1 salvo para finitos indices i € I} .

Las restricciones a | | G; de las proyecciones candénicas son morfismos de grupos, y son impor-
tantes, pero hay otros morfismos relacionados con el producto directo restringido, que lo son
aun mas. Se trata de las inclusiones candnicas v;: Gj — | |G, definidas por

1 sii#j,
Li(9)i = L
g sii=j.
Es evidente que

- mi(1i(g)) =g paratodo i € [ 'y g € Gy,
- 1i(gi)tj(g5) = ¢j(g5)ti(gi) para todo i,j € I, gi € Gi y g; € Gy,
- [1i(mi(g)) = g para todo g € | |G;.

El producto directo restringido también tiene una propiedad universal, y la importancia de
las inclusiones candnicas tiene que ver con esto. Recién vimos que las imagenes de inclusiones
canonicas distintas ¢; y ¢; conmutan entre si. La familia (¢;);es es inicial entre las que satisfacen
esta condicién. Dicho de otra forma, tiene la siguiente caracteristica:

- Dada una familia morfismos de grupos (¢;: G; — G);es tal que
vi(9i)¢j(9;5) = ¢;(g;)pi(g:) para todo g; € G; y g; € Gy,

-
existe un tnico morfismo de grupos (¢;)icr: | |Gi — G tal que para cada j € I el

diagrama
G
®j -
(i)
G Y G;
conmuta.

—
En efecto, si (¢;) existe, entonces forzosamente

(w9) = () (ITesmi(@) = [T (e somi(9)) = [T wi(mi(o)),
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«—
para cada g € | |G;. Asi pues s6lo debemos probar que la férmula (¢;)(g) := [[vi(mi(g))
define un morfismo de grupos que tiene la propiedad requerida. Pero

= H vi(mi(99))
= [[#i(mi(9)mi(d))
= [[(wimi(9)piomi(d))
- ([T o) ([To)
= (20)(9) (91 ()
para todo ¢,¢" € | |Gy, vy
(p0)i(9) = [[eilmiets(9) = 03(9)
para cada g € G;. La propiedad universal de | |G; dice que para cada grupo G, la funcién
v Hom<|_| Gi, G) — [[Hom(G:. ),
definida por W(p) = (p°t;)icr, €s inyectiva y su imagen es
{(%’)ie[ € [[Hom(Gi, G) : on(gn)er(gr) = wr(9r)en(gn) Y gn € Gy gr € Gy, con h # k} :
i€l

En particular, cuando G es conmutativo, ¥ es biyectiva, y es facil ver que, en este caso, es un
isomorfismo de grupos.

PROPOSICION 1.103. Dada una familia (p;: H;i — G;)ie; de morfismos de grupos eriste

un unico morfismo
| |oi: | |Hi—| |G

tal que los diagramas

0
Hj : G
| I
L ws
LI H; LIG;
conmutan.
DEMOSTRACION. Por la propiedad universal de | | H;. O

Es obvio que (|| ) ((9:)ier) = (0i(gi))ier, ker([pi) = | kerg; e Im(| | i) = [ |Tm ;.

OBSERVACION 1.104. La correspondencia introducida en la Proposicion 1.103 tiene las
siguientes propiedades:

1. |idg, = i) g,
2. Dadas familias de morfismos de grupos (¢;: H; — L;)ier y (¥i: Ly — Gi)ier,

<|_| 1/1z)<|_| %‘) = | |wieps).
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OBSERVACION 1.105. Si H; < G; para todo i € I, entonces las proyecciones candnicas
mi: Gi — G/ H; inducen un morfismo sobreyectivo

L i G
|_|Gz > Llﬁza

cuyo nicleo es | | H;. Por consiguiente,

UG ] Gi

EJERCICIO 1.106. Pruebe que un elemento g € | |G; tiene orden finito si y sélo si cada
una de sus coordenadas g; lo tiene, y que el orden de g es el minimo multiplo comun de los
ordenes de sus coordenadas.

OBSERVACION 1.107. Supongamos que G1,...,Gy son subgrupos de un grupo G y que los
elementos de G; conmutan con los de G; siempre que © # j. Entonces la funcion

<

G1X"'><Gn G
(gla'--)gn) >d1 " gn

es un morfismo de grupos. Es obvio que
ker¢ ={(g1,...,9n) EG1 X+ XGp:q1-gn=1} e Im¢=Gi---Gp.
PROPOSICION 1.108. Si G1,...,Gy son subgrupos de G, entonces son equivalentes:

1. Gy--- Gy es producto directo interno de G, ...,G,.
2. La aplicacion ¢: Gy x --- X Gy, — G, definida por <(g1,.-.,9n) = g1 gn €S un
morfismo inyectivo.

DEMOSTRACION. Se lo comprueba inmediatamente. ]

Bajo las hipétesis de la Proposiciéon 1.108, es evidente que ¢ es un isomorfismo si y sélo
e

si G es producto directo interno de G4, ...,Gy. En este caso la composicién (75, ..., 75)-,
. P . . .7’ . .
del isomorfismo (73, ..., 75) introducido en la Observacién 1.98, con ¢, identifica al subgrupo

1i(Gi) de G x - -+ X Gy, con el subgrupo +;(G/G;) de (G/G7) x --- x (G/Gg).

COROLARIO 1.109. Supongamos que G1,...,Gy son subgrupos normales finitos de un
grupo G. Si |G| es coprimo con |Gj| siempre que i # j, entonces la aplicacion

¢: Gy x -+ x G, — G,

definida por <(g1,-..,9n) = g1 gn, €S un morfismo inyectivo de grupos. Ademds s es un
isomorfismo si y solo si |G| = |G1]|---|Gy].

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.34 sabemos que

|G1 -+ Gi—1] divide a |Gy|- -+ |Gi—1]

y, por lo tanto, es coprimo con |G;|. En consecuencia G; N (Gy---G;—1) = 1. Por el Teore-

ma 1.108, esto implica que el morfismo ¢ es inyectivo. Ahora es obvio que es sobreyectivo si
y s6lo si |G| = |G| |G- O

Recordemos que la funciéon ¢: IN — IN de Euler introducida al comienzo de la Seccién 9
asigna a cada numero natural el cardinal del conjunto de los enteros no negativos menores
que el y coprimos con el.
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COROLARIO 1.110. Sin =rs conr,s € IN coprimos, entonces ¢p(n) = ¢(r)d(s).

DEMOSTRACION. Consideremos un grupo ciclico (g) de orden n. Como, por el Coro-
lario 1.109, la aplicacion

(g") x {g°) —= {a)
(gru7 gsv) 5 gru+sv

es un isomorfismo, basta observar que

(g™, g°") genera (¢") x (¢°) < (¢"", ¢°") tiene orden n

& g™ tiene orden s y ¢°Y tiene orden r
< g™ genera (¢") y g* genera (g°);

y que ¢(n), ¢(r) y ¢(s) son la cantidad de generadores de (g), (¢°) y (¢9"), respectivamente. [J

EJErCcICIO 1.111. Supongamos que H y L son dos subgrupos normales distintos de un
grupo G. Pruebe que si H es simple y tiene indice 2 en G y L no es trivial, entonces |L| = 2
yG=~HXxL.

14.4. Morfismos entre productos directos finitos de grupos

Para cada par H = (Hy,...,H,) y K = (Ki,...,Ky) de familias finitas de grupos,
denotamos con el simbolo MSXT(Hom(H, K)) al conjunto de todas las matrices

i1 .- Sir
@)=1: - 1,

Ss1 -+« Ssr

con ¢;; € Hom(Hj;, K;), tales que
Sij(R)sijr (B') = iy (R)sij ()
para todo 4, j < j', h€ Hjy k' € Hy.
PROPOSICION 1.112. La aplicacion
0: Msx,(Hom(H,K)) — Hom(H; X --- x Hp, Kj X -+ x Kg),

definida por

0(cij)(ha, ..., he) = (H s15(Rj), - - '7H§Sj(hj)>a

es biyectiva

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de las propiedades universales del pro-
ducto directo y el producto directo restringido. Mds atin, es ficil ver que 71(s) es la matriz
(mjeco5), donde

LjIHj—)Hlxn'XHr y WiIle--'XKSHKi

son los morfismos canénicos. O
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Si escribimos los elementos de
H x---xH, v Kix--xK;
como vectores columna, entonces 6(s;;)(h1,. .., h,) es calculado por el producto de matrices

S11 --- Sir h §11(h1) T Clr(hr)

(9) N :
Gsl +-- Ssr h gsl(hl)"'gsr(hr)

Notemos que en cada fila de la matriz columna del lado derecho de la tdltima igualdad, las
sumas que aparecen usualmente al efectuar el producto de las matrices de la izquierda han
sido reemplazadas por productos. Esto se debe a que la operacion en cada uno de los Kj es
denotada multiplicativamente. Consideremos ahora otra matriz

—_

P11 .- Pls
: € Mixs(Hom(K, L)),
Ptr - Pis
donde L = (L1, ..., L) es otra familia finita de grupos. Usando que ¢;;(s;x(hy)) conmuta con

@i (Sjrer (Ry)) si k" # ko j' # j, es facil ver que la composicién 6(p;;)°0(sji) se transforma
via =1 en el producto de matrices

P11 ... P15\ [S11 - Sir Yin ... Yip
(10) A N S e S
Yt .- Pts Ss1 -+« Ssr Y .. Ui

donde v;;: Hj — L; es el morfismo definido por ;;(h) = (@i1°615)(h) - - - (@isessj)(h). Silos L;
son grupos abelianos y denotamos aditivamente la operacién de cada uno de ellos, entonces
los productos de matrices (9) y (10) toman el aspecto habitual. Manteniendo estas asunciones
la suma de morfismos introducida en la Proposicién 1.59 se corresponde, via 6!, con la
suma de matrices. En particular, si G es un grupo conmutativo y su operacién es denotada
aditivamente, entonces End(G") ~ M,,(End G) y este isomorfismo respeta tanto la suma como
la. composicion.

15. Producto semidirecto

Por el Teorema 1.97 de la Seccién 14 sabemos que un grupo G es producto directo interno
de dos subgrupos N y H siy sélo si cada g € G se escribe de manera tinica como un producto
g=mnh,conn &€ Nyhe& H,ytanto N como H son subgrupos normales de G. Debilitando
el dltimo requisito se obtiene la nocién de producto semidirecto interno, que consideraremos
ahora. Luego de estudiar con algtin detalle esta contruccién, y motivados por el entendimiento
de su estructura, introducimos la nocién de producto semidirecto, y estudiamos algunas de
sus propiedades y las relaciones con la versién interna.

15.1. Producto semidirecto interno

Dados un grupo G y subgrupos N y H decimos que G es producto semidirecto interno de
N con H si N<G y cada g € GG se escribe de manera tinica como un producto g = nh, con
n € Ny h € H. Es facil escribir la multiplicacién de dos elementos nh y n’h’ de G expresando
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el resultado en términos de la descomposicion G = N H. En efecto, como N es un subgrupo
normal, hn’h~' € N, por lo que la férmula

(11) (nh)(n'W) = nhn'h~hh

da la expresion deseada. De esta igualdad se sigue inmediatamente que la funcién gy : G — H,
definida por mg(nh) = h, es un morfismo cuyo ntcleo es la inclusién canénica ty: N — G.
Ademas, la inclusion candnica vy : H — G es una seccién de 7.

TEOREMA 1.113. Consideremos un grupo G y subgrupos N y H de G tales que G = NH.
Son equivalentes:

1. G es producto semidirecto interno de N con H.
2. NaGyNNH=1.
3. NaG ysil=nh, conne N yhec H, entoncesn=h=1.

DEMOSTRACION. Es trivial que 1) = 2) y 2) = 3). Veamos que 3) = 1). Si nh = n'h/,
entonces

nIn'Whl =1
y, por consiguiente, n"'n/ = KA~ = 1. 0
Si G se descompone como producto semidirecto interno en la forma G = N H, entonces
la aplicacion
s(h)

N N
nt—— hnh~!

es un automorfismo, para cada h € H. Ademads la funcién ¢: H — Aut N obtenida de este
modo es un morfismo. Ademads, con estas notaciones la férmula (11) se escribe

(nh)(n'h") = nc(h)(n')hH' .

Esto justifica la construccion que sigue.

15.2. Producto semidirecto
Consideremos un morfismo de grupos
¢: H— Aut N

y escribamos h -¢ n en lugar de ¢(h)(n), o incluso h - n si ¢ estd claro. Con estas notaciones,
que ¢(h) sea un morfismo de grupos significa que

h-(mn')=(h-n)(h-n') vy h-1=1 para todo h € H y n,n’ € N,
y que lo sea ¢ se traduce en que
(hh')-n=h-(k'-n) y 1-n=n para todo h,h' € H yn € N.
Notemos que las condiciones h-1 =1y 1-n = n son redundantes.
PROPOSICION 1.114. El producto cartesiano N x H, dotado de la multiplicacion
(n,h)(n', h) = (n(h - 1), hI),
es un grupo. El neutro es (1,1) y el inverso de un elemento (n,h) es (=1 -n=1 A7),
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DEMOSTRACION. Comprobemos primero que la multiplicacién es asociativa. Para ello
debemos mostrar que dados (n, h), (n’,h') y (n”,h”) en N x H, los elementos

((n, h)(n', W) (0", h") = (n(h-n'), R )", ") = (n(h-n")((RK) - "), RK'K")

(n, ) (0, h) (0", ")) = (n, ) (' (R - "), 'R") = (n(h - (W'(R" - n")), hR'R"),
coinciden. Pero esto es cierto, porque
B /(") = (hen)(h - (0 n")) = (b ) () - ).

Por la Proposicién 1.9, para terminar la demostracién es suficiente ver que (1,1) es neutro a
izquierda de N x. H y que (b= -n~1 h~1) es inverso a izquierda de (n, h), pero

(1, 1)(n, 0"y = ((1-n"), 1) = (n', 1)

y (h_1 L h_l)(n, h) = ((h_l ) n—l)(h—l ‘n), h_lh) _ (h_l . (n_ln), 1) =(1,1),

como deseamos. O

Dados grupos N, H y un morfismo ¢: H — Aut IV, llamamos producto semidirecto de N
y H asociado a ¢, y designamos con N x. H, al grupo construido en la proposicién anterior.

PROPOSICION 1.115. El producto semidirecto tiene las siguientes propiedades:
1. Las funciones
Nx.H-—">@Hg y H—>Nx.H
(n,h)——nh h+——>(1,h)
son morfismos de grupos, kerm = N X 1 y wes = idy.
2. N x 1 es un subgrupo normal de N x. H y la funcion
N——=Nx1
n+——s (n,1)
es un isomorfismo.
3. 1 x H es un subgrupo de N x. H
4. (1,h)(n,1)(1,h)~t = (h-n,1) para todo h € H yn € N.
5 (Nx1)N(I1xH)=1y(Nx1)(1xH)=N x.H.
DEMOSTRACION. Es indiscutible que 7 y s son morfismos, mes = idy, kerm = N x 1y
(Nx1)N(1x H)=1.En consecuencia N x 1<N xc Hy 1x H<N x.H. Como
(n,1)(n',1) = (n(1-7),1) = (nn/, 1),
también ¢ es un morfismo de grupos. Un célculo directo muestra que
(1,h)(n,1)(1,8) " = (h-n, 1).
Por 1ltimo, de la igualdad
(n,1)(1,h) = (n(1-1),h) = (n,h),
se sigue que (N x 1)(1 x H) = N x. H. O
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COROLARIO 1.116. N x¢ H es producto semidirecto interno de N x 1 con 1 x H.

COROLARIO 1.117. Si un grupo G es producto semidirecto interno de un subgrupo normal
N con un subgrupo H, entonces la funcion

Nx.H——@G ,
(’n,h)l—>nh

donde ¢(h)(n) = hnh~!, es un isomorfismo.
EJeMPLO 1.118. Dado un grupo abeliano G consideremos el morfismo
¢: Oy — Aut G,

definido por <(1)(9) = g v s(z)(g9) = g~ !, donde Co = {1,2} es un grupo ciclico de orden 2.
El producto semidirecto G x. Cy es el grupo con conjunto subyacente G x Cy y multiplicacion

;b o J(dg,x%) sib=0,
(9" 2")(g,2%) {(g’g_l,x“_b) b1

Es fdacil ver que st G es el grupo ciclico de orden n, esta construccion da el grupo diedral D,,.

EjempLO 1.119. Consideremos dos grupos ciclicos Cy, = (x) y C,, = (y) de orden m y n,
respectivamente. Por la Observacion 1.95, para cada i > 0 hay un morfismo

vi: Cp, — C,,

tal que vi(y) = y'. Como v;(y?) = /' = 1 si y sélo si ji es mailtiplo de n, el nicleo de v;
es (y™ (™)) donde, como en el Ejemplo 1.22, el simbolo (n : i) denota al mdzimo divisor
comun den ei. En particular v; es un automorfismo si y solo sii es coprimo con n. Notemos
que v (y) = y™) | de manera que v =id si y sdlo si ™ = 1 (mbéd n), y que ademds esto
implica que i y n son coprimos. En consecuencia, nuevamente por la Observacion 1.95, existe
un morfismo

s: Cpy, — Aut C,

que aplica x en v; si y solo si i"™ = 1 (méd n). Es facil ver que el producto semidirecto
Cm X Cp es isomorfo al grupo (z,y|z™,y", vy ‘zyz~"). Para terminar, senalemos que salvo
este ultimo punto todo lo demds sigue valiendo si reemplazamos Cy, por un grupo abeliano de
exponente finito n.

EJEMPLO 1.120. Fijemos m € IN y consideremos el grupo cuaternidnico generalizado Hom
de orden 2™12. Afirmamos que Hom no es producto semidirecto de dos subgrupos propios. En
efecto, por el Teorema de Lagrange todos los subgrupos no nulos de H,, tienen orden par. En
consecuencia, por la Observacion 1.28 todos tienen elementos de orden 2. Pero como vimos
en el Ejemplo 1.23, el grupo H, tiene un sélo elemento de este orden, cualquiera sea n.
Ast, la interseccion de dos subgrupos no triviales de Hom nunca puede ser el grupo nulo, y
por lo tanto es imposible escribir Hom como producto Hom = KL de dos subgrupos propios
cuya interseccion sea el grupo nulo (observese que no hemos asumido que ni K ni L sean
normales).
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PROPOSICION 1.121. Consideremos productos semidirectos N1 X, Hy y No X, Hy y mor-
fismos v: Hy — Hsy y &: N1 — Na. Si el diagrama

H, —~ Aut Ny

e

Y HOHl(Nl,NQ)

/

H2 i> Aut NQ

K

donde &, y £* estan definidos por &.(C) = &C y £*(C) = (€, conmuta, entonces la funcion
X: N1 X1 H1 — N2 X HQ,

definida por x(n,h) = (£(n),v(h)), es un morfismo de grupos, que es biyectivo si y solo si &
y 7y lo son.

DEMOSTRACION. Por la conmutatividad del diagrama del enunciado,
E(h g ') =& (h)() = &l (R) () = € (2v(R) (1) = @2(v(h))(E(1) = v(h) ¢, £(r),
para cada h € H y n’ € N. En consecuencia
x((n, h)(n', 1)) = x(n(h ¢, n'), hh')
= (£()&(h o n'),y(h)y(h'))
= (£()(v(h) -, §(n")), v (R)y(R))
(n),

(h

= (&(n), 7 (h)(&(n'), (1))

= x(n, h)x(n', h'),
lo cual prueba que x es un morfismo. Para terminar, es claro que la segunda afirmacion es
verdadera. i
16. Sucesiones exactas cortas

Una sucesién de grupos y morfismos
A-2-p-tec—sp

es una sucesion exacta si la imagen de cada morfismo es el nicleo del siguiente. Por ejemplo,
todas las sucesiones

©
G—G,
consistentes de un sélo morfismo, son exactas. Las de la forma
©
l—>G—— ¢
lo son si y sélo si ¢ es un monomorfismo, y las de la forma

GLG/*)L
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si y sélo si es un epimorfismo. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

P
(12) 1 o = G 1.
Es facil ver que este es el caso si y sélo si ¢ es inyectiva, 1 es sobreyectiva e Im ¢ = ker ). La
sucesién exacta corta (12) es escindida a derecha si 9 es una retraccién y a izquierda si ¢ es
una seccién. Dados grupos G, G’ y G”, decimos que G es una extensién de G’ por G si hay
un sucesién exacta corta como (12).

EsempLo 1.122. §i N X H es un producto semidirecto, entonces
(13) 1—> N Nx H Mg ——s1,

donde vy y g son la inclusion y la proyeccion candnica, respectivamente, es una sucesion
exacta corta escindida a derecha. Sic: H — Aut N es el morfismo trivial (esto es, si N x¢ H
es el producto directo de N con H ) entonces la sucesion también es escindida a izquierda.

EJeMPLO 1.123. La sucesion de morfismos

L ™

1 7 2y 2o 1,

donde v y w son los morfismos definidos por 1(1) =2 y w(1) = 1, es una sucesion exacta corta
no escindida.

Diremos que la sucesién exacta corta (12) es equivalente a la sucesién exacta corta

L T

(14) 1 G’ L el 1,
si existe un morfismo a: G — L tal que el diagrama
¥ P

1 G G G" 1

i idgr la lidGu

L ™

1 G L G" 1
conmuta. Afirmamos que entonces « es necesariamente un isomorfismo. Para probarlo note-
mos primero que

a(g)=1=3¢ € G’ tal que p(¢') =g  porque ¥(g) = mea(g) = (12) es exacta

Ly
=4 =1 porque +(g') = a(g) = 1y (13) es exacta
=g=0(g) =1

y, por lo tanto, « es inyectivo. Nos queda ahora la tarea de probar que es sobreyectiva. Como
¥ lo es, dado | € L existe g € G tal que ¢(g) = w(l), por lo clual

w(a(g)D) = m(alg™))m(l) = (g~ )r(l) = 1.
En consecuencia, debido a la exactitud de (14), hay un I’ € L’ tal que «(I') = a(g~ ')l y asi,

1= a(g)ul') = alg)a(e(l) = alge(l')).
De la definicién resulta evidente que la relacién de equivalencia de sucesiones exactas cortas es
reflexiva y transitiva. Ahora es claro que también es simétrica. Notemos que si dos sucesiones
como las (12) y (14) son equivalentes, entonces una de ellas es escindida a un lado si y
sélo si la otra lo es. En el Ejemplo 1.122 vimos que las sucesiones exactas cortas asociadas a
productos semidirectos son escindidas a derecha, y que si el producto es directo, entonces dicha
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sucesion es escindida a izquierda. En consecuencia, toda sucesién exacta corta equivalente a
una asociada a un producto semidirecto es escindida a derecha, y también a izquierda si el
producto es directo. Nuestro préximo objetivo es mostrar que vale la reciproca, de lo cual se
seguird inmediatamente que las sucesiones exactas cortas escindidas a izquierda, también lo
son a derecha.

TEOREMA 1.124. S7 una sucesion exacta corta

™

(15) 1 N —=G H 1

es escindida a derecha, entonces existe un producto semidirecto N X H tal que las sucesiones
exactas cortas (13) y (15), son equivalentes.

DEMOSTRACION. Fijemos una seccién s de 7. La igualdad
s(h)gg's(h)™ = s(h)gs(h)~'s(h)g's(h) ™
muestra que para cada h € H la funcion

D,(n)

G G
g+—s(h)gs(h)™!

es un morfismo de grupos, y de hecho un automorfismo, con inversa g — s(h)~gs(h). Adems4s,
@41 induce por restriccién un automorfismo de +(N), porque

W(s(h)gs(h)_l) =hr(g)h ' =1
para cada g € ¢(N). Por lo tanto, la aplicaciéon ¢: H — Aut N dada por
U(s(h)(n)) = s(h)e(n)s(h)™
estd bien definida. Ademas es un morfismo de grupos, porque
t(s(hh')(n)) = s(hh')L(n)s(hh/)_1
= s(h)s(h)u(n)s(h') " ts(h)~?
(R)e(s(R")(n))s(h) ™
t(s(h)=s(h')(n)).

Entonces tiene sentido considerar el producto semidirecto N x. H. Para terminar la prueba
serd suficiente mostrar que la aplicaciéon a: N x. H — G, definida por a(n, h) = ¢(n)s(h) es
un morfismo de grupos, y que el diagrama

2l

1*>NA>N><§H£>H*>1

o

L

1—=N G———H—1

conmuta. Pero las igualdades

acty(n) = a(n, 1) = u(n) y moa(n, h) = m(t(n)s(n)) = we(n)mes(h) = h
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muestran que lo ultimo es cierto, y las igualdades

que lo primero también lo es. ]

OBSERVACION 1.125. En la demostracién del Teorema 1.124 no sélo probamos que la
sucesion exacta corta (15) es equivalente a una asociada a un producto semidirecto. Tam-
bién pudimos construir explicitamente la equivalencia. Muchas veces, cuando citemos dicho
teorema, en realidad nos estaremos refiriendo a este resultado mds preciso.

EJEMPLO 1.126. Si G es producto semidirecto interno G = NH de un subgrupo normal
N con un subgrupo H, entonces la sucesion de morfismos

L K

1 N G H 1,

donde v es la inclusion candnica y 7 es definido por w(nh) = h es una sucesion exacta corta.
Por el Teorema 1.124, como la inclusion canonica de H en G es una seccion de w, el diagrama

1—=N-Y Nx H- X g—s1

R

1 N——G———H 1
donde s(h)(n) = hnh™! y a es el morfismo definido por a(n, h) = nh, conmuta y, por lo tanto,
da una equivalencia de sucesiones exactas cortas. Como el lector habrd notado, el producto
semidirecto involucrado y el isomorfismo a fueron antes obtenidos en el Corolario 1.117.

PROPOSICION 1.127. Las sucesiones exactas cortas asociadas a dos productos semidirectos
N x¢ H y N x¢, H son equivalentes si y solo si existe una funcion w: H — N que satisface:

(16) w(hl') =w(h)(h-owl)) y  (hgn)w(h) =wh)(h-gn)
para todo h,h' € H yn € N.

DEMOSTRACION. Supongamos que un diagrama de la forma

1— >N Nx  H X g— 1

o b

1— =N Nx, HX g —
conmuta y x((n,1)(1,h)) = x(n,1)x(1, h) para todo n € N y h € H. En este caso, como
TH°X = TH y X°ULN = ln,
existe una unica funcién w: H — N tal que
x(n,h) = x(n,1)x(1,h) = (n, 1)(w(h),h) = (nw(h),h).
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En consecuencia,

x((n,1)(n/,h)) = x(nn', h) = (nn'w(h),h) = (n,1)(W'w(h), h) = x(n,1)x(n', h)
para todo n,n’ € N y h € H. Afirmamos que x es un morfismo si y sélo si
17 x((LA)(n D) =x(Lx(n 1)y x((L A1, R)) = x(1,h)x (1K)

para todo h,h' € H y n € N. En efecto, es claro que si x es un morfismo, entonces las
igualdades (17) se satisfacen. Reciprocamente, si estas igualdades valen, entonces

x((n, h)(n' 1)) = x(n, Dx((1, h)(r', 1))
= x(n,1)x(h - n', hh')
= x(n, D)x(h ¢, 7', 1)x(1, hA)
= x(n, 1)x(h ¢, ', 1)x(1, R)x(L, )
= x(n, 1)x(h 'cln h)x(1,h')
= x(n, 1)X( n',1 ) 1,h)
= x(n, 1x(1, ) ( L Dx(LR)
= x(n, h)x(n', 1),

para todo (n,h), (n',h') € N xo H y, por lo tanto, x es un morfismo, como querfamos. Para
terminar la prueba basta observar que como

X((la h)(na 1)) = ((h 'S1 n)w(h)a h)v X(L h)X(na 1) = (w(h)h ‘e N 7h’)7
X((lv h)(17 h/)): (w(hh/)v hh/)a X(17 h)X(17 h/) = (w(h)(h ‘G2 w(h/))a hh/),
las condiciones (16) y (17) son equivalentes. O

TEOREMA 1.128. S7 una sucesion exacta corta

™

(18) 1 N —=@G H 1

es escindida a izquierda, entonces es equivalente a la asociada al producto directo N x H.
DEMOSTRACION. Dada una retraccién « de ¢, consideremos el morfismo
(v,m): G - N x H.
Como (y,m)et(n) = (n,1) y (v, m)(g9) = 7(g) para todon € N y g € G, el diagrama

™

1 N G H 1

\LidN i(%ﬂ) \LidH

1—N-Y NxH X g1

conmuta, lo que prueba el resultado. ]
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17. Automorfismos interiores y subgrupos caracteristicos

Un elemento g de un grupo G es central si gh = hg para todo h € G. El centro ZG de G
es el conjunto de todos los elementos centrales de G.

Dado g € G, consideremos la funcién ®,: G — G, definida por ®4(h) = ghg™!. Es claro
que @, es biyectiva, con inversa ® -1, y la igualdad

(I)g(hk) = ghk:g_l = ghg_lgk'g_l = q>g(h)q)g(k‘)

muestra que, de hecho, es un automorfismo, llamado el automorfismo interior de G asociado
a g. Ademas es facil ver que la aplicacién

G—L= Aut G
g|—>(I)g

es un morfismo de grupos cuya imagen es el conjunto Int G de los automorfismos interiores
de G, y cuyo nicleo es el centro de GG. En consecuencia Z G es un subgrupo normal de G.
Hasta ahora nos hemos limitado a repetir el razonamiento hecho en la demostracién del
Teorema 1.124. Aunque sencillo, el siguiente es el primer resultado escencialmente nuevo.

PROPOSICION 1.129. La igualdad pe® ot

En particular, Int G < Aut G.

= &4 vale para cada p € AutG y g € G.

DEMOSTRACION. En efecto,

(oPgep™ ") (h) = @(Pg(0~ ' (R)) = (g™ (R)g™") = @(9)hp(g) ™" = () (R),
para todo h € G. O

Al grupo cociente Out G := Aut G/Int G se lo conoce como el grupo de automorfismos
exteriores de G (aunque sus elementos no son automorfismos). Es obvio que la sucesién

L

1 7G G—L= AutG —=Out G —=1 -

donde ¢ es la inclusién candénica y 7 la proyeccién al cociente, es exacta.

OBSERVACION 1.130. Z(T] Gi) = [1Z(G:) y Z(LU G:) = LU Z(G:) para toda familia (G;)icr
de grupos.

Dos elementos g y h de un grupo G son conjugados si existe k € G tal que
h=®y(g) = kgh™".

Como uno se obtiene del otro aplicando un automorfismo, los ordenes de g y h coinciden. La
relacién ~, definida en G por g ~ h si y s6lo si g y h son conjugados, es de equivalencia y, por
lo tanto tiene asociada una particién, cuyos elementos son las clases de conjugacion de G.

PROPOSICION 1.131. Dos elementos g, h de G son conjugados si y sélo si existen k,l € G
tales que g =kl y h = lk.

DEMOSTRACION. Para empezar kl y Ik son conjugados, ya que Ik = k~!(kl)k. Recipro-
camente, si g y h son conjugados y h = kgk~! = k(gk™!), entonces (gk~ ')k = g. O
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Un subgrupo H de G es normal si y sélo si ®,(H) C H para todo g € G (es decir si
es unién de clases de conjugacion). Decimos que H es un subgrupo caracteristico de G si
@(H) C H para todo ¢ € Aut G. Entonces ¢(H) = H para todo ¢ € Aut G. En efecto,

¢ Y(H)C H= HC ¢(H).

Es evidente que todo subgrupo caracteristico de G es normal. Afirmamos que ZG es un
subgrupo caracteristico de GG. Para probarlo debemos mostrar que si g € ZG y ¢ € Aut G,
entonces ¢(g) € ZG. Pero esto es cierto, porque

w(9)h = (9)ple ™ (h) = (g™ (h) = ¢(¢™ ! (h)g) = pl¢™ (M)e(g) = helg),
para todo h € G.
EJEMPLO 1.132. Recordemos que el grupo diedral D, (n > 2) estd generado por dos
elementos x,y sujetos a las relaciones ™ =1, y> =1 e yzy 'x =1, y que
D, ={l,z,....2" Ly ay, ... 2"y}

Queremos determinar su centro. Para empezar, Dy es conmutativo. Supongamos entonces que
n > 2. Como

p(a'y)e~t =2y oy 2P #£,
x'y ¢ 7.D,, para ningin i, y como
yxiy_l =g Y z' conmuta con T,
x* € ZD,, siy sélo sii=mn/2. Asi,
D, stn =2,
ZD,=<1 st es 1mpar,
{1,2"2}  sin es par yn > 2.
Consideremos ahora el grupo cuaternidnico generalizado H, (n > 2). Recordemos que H, es
un grupo generado por dos elementos x,y sujetos a las relaciones z"y > =1 eyzy oz =1y
que
H,={l,z,...,2"" Yy ay,... ="y}

De la igualdad :E(q:iy)x_l = 22y se sigue que :piy ¢ 7 H, para ningun i, y puesto que

yriy™! = 27 y 2’ conmuta con x, es claro que ' € ZH, siy solo sii =0 oi=n. Por
consiguiente, Z Hy, = {1,z"}.

EJercicio 1.133. Pruebe que todos los subgrupos de Hs son normales.

EJERCICIO 1.134. Muestre que si f: G — G es un endomorfismo de grupos, entonces no
necesariamente f(ZG) CZG.

EJERCICIO 1.135. Pruebe que si f: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos, en-
tonces f(ZG) CZG'.

EJsercicio 1.136. Pruebe que si N es un subgrupo normal de H x L y
NN(Hx1)=Nn(1xL)=1,
entonces N CZ(H x L).

PROPOSICION 1.137. Si G/ Z G es ciclico, entonces G es abeliano.
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DEMOSTRACION. Por hipétesis existe g € G tal que G = (g) ZG. Como
(9"h)(g"k) = g"'g"hk = g"g"kh = (9"k)(g™h)
para todo m,n € Z y todo h,k € Z G, esto implica que G es conmutativo. [l

OBSERVACION 1.138. Puede suceder que H < L < G, pero que H no sea mormal en G.
Por ejemplo, este es el caso cuando G = Sy, L = {id, 01, 02,03}, donde o1, o2 y o3 son las
permutaciones definidas por

0’1(1):2, 0'1(2):1, 0'1(3):4, 01(4):3,
0’2(1) = 9, 0'2(2) = 4, 0‘2(3) = 1, 02(4) = 2,
o3(l) =4, 03(2)=3, 03(3)=2, o3(4) =1,

y H = {id,01}. Esto no ocurre si H es un subgrupo caracteristico de L. En efecto, dado
g € G arbitrario, como L <1 G, el automorfismo interior ®, de G define por restriccion un
automorfismo 1 (no necesariamente interior) de L. Pero entonces

®y(H) = ¢(H) = H,

porque H es caracteristico en L. También es cierto que st H es un subgrupo caracteristico de
L y L un subgrupo caracteristico de G, entonces H es un subgrupo caracteristico de G. La
demostracion es la misma, pero en lugar de automorfismos interiores de G hay que considerar
automorfismos arbitrarios.

Decimos que un subgrupo H de un grupo G es completamente normal si ¢(H) C H para
todo ¢ € End G. Claramente todo subgrupo completamente normal de G es caracteristico.
Por el Ejercicio 1.134 sabemos que la reciproca no vale. Si H C L C G es una cadena de
subgrupos con H completamente normal en L y L es completamente normal en G, entonces
H es completamente normal en G. La demostracién es similar a las dadas en la observacién
anterior.

EJercicio 1.139. Pruebe que si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y |H| es
coprimo con |G : H|, entonces H es un subgrupo completamente normal de G.

PROPOSICION 1.140. Supongamos que H < L < G.

1. Si H es normal en G y L/H es normal en G/H, entonces L es normal en G.

2. 8i H es caracteristico en G y L/H es caracteristico en G/H, entonces L es carac-
teristico en G.

3. Si H es completamente normal en G y L/H es completamente normal en G/H,
entonces L es completamente normal en G.

DEMOSTRACION. Recordemos que para cada g € G denotamos con [g] a su clase en G/H.
Como @y, (L/H) = ®4(L)/H y L/H es normal en G/H,

lo cual implica que ®(;(L) = L. Esto prueba el item 1). Los items 2) y 3) pueden probarse
en forma similar, pero usando, en lugar de automorfismos interiores, automorfismos al tratar
el primero, y endomorfismos al tratar el segundo. ([l
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17.1. Subgrupo conmutador y abelianizado

El conmutador de un grupo G es el subgrupo [G, G] de G generado por los conmutadores
[9,h] := ghg~*h~! con g,h € G. Claramente ¢([g,h]) = [p(g),»(h)] para todo morfismo
de grupos ¢: G — G’ y todo g,h € G. Por lo tanto, ¢([G,G]) C [G’,G’]. En particular,
tomando G’ = G se deduce que [G, G| es un subgrupo completamente normal de G. El cociente
G/|G,G] es llamado el abelianizado de G. Es un grupo conmutativo, porque gh = [g, h]hg.
En consecuencia, por el Teorema de la correspondencia, si H es un subgrupo de G que
contiene a [G, G|, entonces H es normal y G/H es conmutativo. Reciprocamente, si H es
un subgrupo normal de G y G/H es conmutativo, entonces [G,G] C H puesto que la clase
de [g,h] = ghg 'h~! en G/H es el elemento neutro de G/H, para todo g,h € G. Una
consecuencia de esta reflexién es que [G,G] = 1 si y sélo si G es conmutativo (lo que por otra
parte es obvio).

Si ¢ es un morfismo de G en un grupo conmutativo G’, entonces ¢(|G,G]) = 1. Por
consiguiente existe un dinico morfismo ¢’': G/[G, G] — G’ tal que el diagrama

G/|G, G|

donde 7 denota a la proyeccion candnica, conmuta. Esta es la propiedad universal del abelian-
izado de G.
Por el comentario que precede a la Proposiciéon 1.79, dado un morfismo de grupos

0: G — G
G

. ’ . — !’ .
existe un Unico morfismo ¢: ca [G’GiG'] tal que el diagrama

G G

Lk
G/[G, G| —G'/[G",G]

conmuta. Es evidente que idg = idgq,q y quesi ¢: G — G’y ¢: G' — G son dos morfismos

de grupos, entonces e = op.

EJjeMpLO 1.141. Consideremos el grupo diedral D,,, presentado como en el Ejemplo 1.132.
Vamos a determinar su subgrupo conmutador. Puesto que [x,y] = 22, el subgrupo (x) de D,,
estd incluido en [D,, D,]. Pero como (x?) es un subgrupo normal de D, y D,/{(xz?) ~ D
es conmutativo, [Dy, Dy] = (2?). Consideremos ahora el grupo cuaternionico generalizado,
también con la presentacion dada en el Ejemplo 1.132. Como (x?) < Hy,, el cociente H, /{x?)
es conmutativo y [x,y] = 22, el subgrupo conmutador de H, es (z?).

17.2. El conmutador de dos subgrupos

El conmutador [H, L], de dos subgrupos H y L de G es el subgrupo de G generado por
los conmutadores [h,l], con h € H y | € L. Es claro que [H, L] = 1 si y s6lo si los elementos
de H conmutan con los de L, que [L, H] = [H, L], y que ¢([H, L]) = [p(H), p(L)] para cada
morfismo de grupos ¢: G — G’.
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PROPOSICION 1.142. Si H y L son subgrupos normales, caracteristicos o completamente
normales de G, entonces [H, L] también lo es.

DEMOSTRACION. Supongamos que H y L son normales en G. Entonces

para todo g € G. Esto prueba que [H, L] es un subgrupo normal de G. Los otros casos pueden
tratarse de manera similar. ]

OBSERVACION 1.143. Si H y L son subgrupos de un grupo G y K<G, entonces [H,L] C K
sty solo si las clases en G/ K de los elementos de H conmutan con las de los de L. En parti-
cular [G, H) C K siy sélo si HK/K C Z(G/K). Denotemos con H, L y [H, L] a los minimos
subgrupos normales de G que contienen a H, L y [H, L] respectivamente. Obviamente, el
minimo K tal que [H,L] C K es [H, L]. Como [H, L] C [H, L] y, por la Proposicién 1.142, el

subgrupo [L, H] de G es normal, [L, H) estd incluido en [L, H).

Supongamos que H y L son subgrupos normales de un grupo G. Si ¢: G — G’ es un
morfismo de grupos y los elementos de ¢(H) conmutan con los de ¢(L), entonces existe un
tnico morfismo ¢': G/[H, L] — G’ tal que el diagrama

o)

A

G/[H, L]

G/

donde 7 denota a la proyeccién canénica, conmuta.

Consideremos ahora un morfismo de grupos ¢: G — G’y subgrupos normales H, L de
Gy H', L' de G'. Por el comentario que precede a la Proposicién 1.79, si p(H) C H' y
(L) C L', entonces existe un tinico morfismo @: ﬁ — ﬁ tal que el diagrama

G ‘ o

LT

G/|H,L] —2~G'/[H, L]

conmuta. Es claro que idg = idgy(a,0) vy que si p: G — G’ es como arriba y ¢: G' — G” es un
morfismo de grupos que satisface ¢(H') C H" y »(L') C L”, donde H"” y L” son subgrupos
normales de G”, entonces Yo = 1.

OBSERVACION 1.144. Dadas familias de grupos (H;)icr, (Li)ier v (Gi)ier, con H;, Ly < G;

para todo 1,
[H HiaHLi:| = H[HiaLi] Y |:|_|H7,7|_|L’L:| = |_|[H17Lz]
EJERCICIO 1.145. Pruebe que el conmutador [—,—]: G x G — G tiene las siguientes
propiedades

1. [a,bc] = [a, blbla, c]b~! y [ab, c] = a[b, cJa™ [a, c].
2. [cac™L,[b,c]][beb™L, [a, b]][aba™?, [c,a]] = 1 (identidad de Hall).
3. bla, b7, b teb, [c7L, a]letale, [a7t, b]la™t = 1 (identidad de Jacobi).
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17.3. Subgrupos conjugados

Dos subgrupos L y H de un grupo G son conjugados si existe g € G tal que L = gHg™! =
®,(H). Es evidente que los ordenes de dos subgrupos conjugados coinciden. Ademads, por el
Teorema 1.75, también coinciden sus indices. Claramente la relacion ~, definida en el conjunto
de los subgrupos de G por L ~ H si L y H son conjugados, es de equivalencia. Los elementos
de la particién asociada son llamados clases de conjugacion de subgrupos de G. De la definicién
se sigue facilmente que un subgrupo H de G es normal si y sélo si es el tinico elemento de su
clase de conjugacion. Més atn, para cada subgrupo H de G, la interseccién

N=()gHg ",

de todos los subgrupos conjugados a H, es el médximo subgrupo normal de G incluido en H.
En efecto, N es normal porque

hNh™! C ﬂ hgHg ‘h™! = ﬂ gHg ' =N,
geG geG
para todo h € G, y N es maximal entre los subgrupos normales de GG incluidos en H, porque
si L C H es normal en G, entonces L = gLg~' C gHg™ ! para todo g € G. Notemos ademés
que si {g; : i € I} es un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H en G (i.

e. un conjunto de elementos de G tales que gH N {g; : i € I} tiene exdctamente un elemento
para cada g € G), entonces

N=()g:Hg; ",
i€l
puesto que (g;h)H (g;h) ™! = gngfl, paratodoi €Iy h € H.
OBSERVACION 1.146. Supongamos que H es un subgrupo de G de indice finito n. Con-

sideremos un conjunto de representantes {g1,...,gn} de las coclases a izquierda de H en G.
Por la Observacion 1.32

n
G/NI < [[1G/g:itg | = n".
i=1
Esta desigualdad serd mejorada mds adelante.

17.4. El normalizador y el centralizador

El normalizador y el centralizador de un subconjunto H de G son los subgrupos
Ng(H):={9€G:gHg ' =H} y Cg(H):={gcG:ghg~' =h paratodohc H}

de G, respectivamente. Es obvio que Cg(H) < Ng(H). Ademds, si g € Ng(H) y 1 € Cq(H),
entonces

glg higlg™") " = gl(g 'hg)l g™ = g(g  hg)g ™" = h,
para todo h € H vy, por lo tanto, Cq(H) <Ng(H). De las definiciones se sigue que:
L. Ca(H) = yen Calh).
2. H C Cg(H) siy s6lo si los elementos de H conmutan entre si y, en ese caso, Cq(H)
es el maximo subgrupo de G en el que los elementos de H son centrales.
3. Si H es un subgrupo de G, entonces Ng(H) es maximo subgrupo de G en el que H
es normal.
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Teoria elemental 17 Automorfismos interiores y subgrupos caracteristicos

OBSERVACION 1.147. Dadas familias de grupos (H;)icr y (G;)ier con H; < Gj,
Mia; <HH2) = HNGi(Hz'), Nja, (|_| Hz) = |_|NG’1-(HZ'),
CH G; <H HZ) = HCGi(Hi) Y C|_| G; <|_| Hz) = |_|CGZ(H1)

Decimos que un subgrupo L de G normaliza a otro subgrupo H si L C Ng(H). Similar-
mente, decimos que L centraliza a H si L C Cg(H). Es facil ver que L normaliza a H siy
sélosi [H, L] C H y que centraliza a H si y sélo si [H, L] = 1. Supongamos que L normaliza a
H. Entonces, como H,L C Ng(H) y H es normal en Ng(H), el conjunto HL es un subgrupo
de Ng(H) y, por lo tanto, de G. Ademés H/(HNL)~ HL/H, porque H<HL.

OBSERVACION 1.148. Consideremos un grupo G y subgrupos H y L de G. Si L normaliza
a Hy[H,LINH =1, entonces [H, L] = 1, porque, como vimos antes, [H, L] C H. En otras
palabras, los elementos de H conmutan con los de L. En particular, si H es un subgrupo
normal de G y [G,H|NH = 1 (lo que ocurre por ejemplo si |G,G] N H = 1), entonces
HCZG.

EJErRCICIO 1.149. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que L estd in-
cluido en Ng(H). Pruebe que si K es un subgrupo normal de L, entonces HK es un subgrupo
normal de HL.
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Capitulo 2

El grupo simétrico

En este capitulo estudiamos los grupos simétricos o de permutaciones S,, (n > 2). En
particular probamos que S, tiene un subgrupo canénico A,, de indice 2, llamado grupo
alternado en n simbolos. También encontramos conjuntos de generadores y presentaciones de
Sn v Ay, calculamos sus centros y subgrupos conmutadores y probamos que A, es simple
para todo n > 3 y distinto de 4, siendo este el resultado més importante que obtendremos.

Empecemos recordando que el orden de S,, es n!. Una forma bastante usual (pero que
nosotros no utilizaremos nunca) de describir una permutacién o es escribiendo:

. 1 2 .. n
7T \o1) o2 ... on))"
Para abreviar, denotaremos con [,, al conjunto {1,...,n}, de modo que S,, = Sy,. Dado o € S,,
y 7 € I, decimos que o fija j si 0(j) = j y que lo mueve si o(j) # j. Dos permutaciones o y

T son disjuntas si cada j € I, movido por una de ellas es dejado fijo por la otra. Si este es el
caso, entonces ¢ y 7 conmutan entre si y o7 es la permutacién definida por

o7 (j) = o(y) siT fijaj,
= 7(j) sio fijaj.

Es evidente que si o se escribe como un producto ¢ = 07 - - -0, de permutaciones disjuntas
dos a dos, entonces el conjunto de puntos movidos por ¢ es la unién disjunta de los conjuntos
de puntos movidos por cada o;.

1. Estructura ciclica

Una permutacion o € S, es un r-ciclo si existen i1,...,1, € I, distintos, tales que o deja
fijos los elementos de I, \ {i1,...,i} ¥

J(il) = i2, O'(ig) = ig, ey U(irfl) = ir y U(Z'T) = ’il.
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1 Estructura ciclica El grupo simétrico

Emplearemos el simbolo (i1, ...,i,) para denotar a este r-ciclo. Esta escritura no es tnica.
Los sinénimos de (i1, ...,,) son

(i27"‘7i7‘)i1) = (i37‘ . '77;T7/i17i2) == (i’r‘7i17"‘ 77:7”—1)‘
Es facil ver que el orden de un r-ciclo es r y que hay

1

-nn—1)--(n—r+1)

r
r-ciclos en S,,. El tinico 1-ciclo es el permutacién identidad. A los 2 ciclos también se los llama
transposiciones. El hecho que el mismo simbolo (i,j) designe a un par ordenado y a una
permutacién no es grave, porque en cada caso el significado quedaré claro por el contexto.

TEOREMA 2.1. Toda permutacion o € S, se escribe como un producto o = o1 ---0, de
ciclos de orden mayor que 1 disjuntos dos a dos (y que por lo tanto conmutan entre si).
Ademds el orden de o es el minimo de los miltiplos comunes de los érdenes de los 0;’s, y esta
escritura es unica, salvo el orden en que aparecen sus factores.

DEMOSTRACION. Primero probaremos la existencia, por induccién en la cantidad k& de
elementos de I, que son movidos por o. Si kK = 0, entonces o es la identidad, que puede
pensarse como la composicion de la familia vacia de ciclos. Supongamos que k > 0 y que el
resultado vale para las permutaciones que mueven menos que k elementos. Tomemos i1 € I,
tal que o(i1) # i1 y definamos is = o(i1), i3 = o(i2), i4 = o(i3), etcétera. Como I, es finito
existe un minimo ndmero natural r tal que i,41 € {i1,...,%,}. Puesto que o es inyectiva,
forzosamente debe ser i, = 1. Consideremos el r-ciclo o1 definido por

o1(i1) = i, 01(i2) = i3, ..., 01(ir—1) =4 'y o01(ir) =i1.
Como el conjunto de puntos fijados por Jflo es la unién disjunta de {iq,...,i,} y el de los
fijados por o, por la hipdtesis inductiva existen ciclos disjuntos oo, ..., 0, tales que

0;10:02---03.

Puesto que {i1,...,i,} es dejado fijo por cada uno de los ciclos o9, ..., 04 la expresién o =
01+ ++0s es un producto de ciclos disjuntos dos a dos.
Consideremos ahora la unicidad. Supongamos que

/ /
0':0-1...0"3:0'1...0'8/

Si s = 0, entonces o es la identidad, y también s’ = 0. Supongamos que s > 0. Tomemos un
elemento ¢; movido por o;. Entonces ¢; también es movido por un o} y, como los 0'3- conmutan
entre si, podemos suponer que i = 1. Es facil ver que o¥(i1) = o*(i1) = o/"(i1) para todo
k € IN. Pero entonces o1 = o} y, por lo tanto

0—2“.0—8:0—2“'0—8/'

Un argumento inductivo muestra ahora que s’ = sy {02,...,0,} = {05,...,0L}.
. 0— 0‘ {. ] ¢ ]
Denotemos con r; al orden de oj, con r’ al de con r al minimo de los multiplos
comunes de los r;’s. Para terminar la demostracién resta ver que r = r’. Por una parte, 7’
ivi o' =of---0l =id. Vi o
divide a r porque o” T ¢ = id. Pero por otra parte, si i; es movido por o;, entonces

S
’
T
g

T (ij) = o (i;) = i;, de manera que r; divide a 7’ para todo j y asi r divide a 7. O

Por ejemplo, del teorema anterior se sigue que los elementos de S4 que son un 2-ciclo o
producto de dos 2-ciclos disjuntos tienen orden 2, los 3-ciclos tienen orden 3 y los 4-ciclos,
orden 4.
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El grupo simétrico 1 Estructura ciclica

Escribamos una permutaciéon o € S,, como un producto de ciclos distintos de la identidad
y disjuntos dos a dos

o=010s.
Denotemos con r; al orden de ¢, donde 1 < j <'s. Podemos suponer que 2 <7y < --- < rg.
Claramente

r1+...+r8§n y n—7r1—: - —7"g
es la cantidad de puntos fijos de 0. Denotemos con 1 a este niimero y con o, para 1 < j < n,
a la cantidad de j-ciclos que aparecen en {o1,...,0,}. En otras palabras o; = [{i : 7, = j}|.
Es claro a1 +2a9 + - - - + nay,, = n y que hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de los nimeros naturales 71 < 179 < --- < rgconr; > 2talesquery +---+rs <nyelde
los enteros no negativos ag,...,a, > 0 tales que a3 + 2as + - -+ + na,, = n. A la sucesién
[a1, ..., ay] la llamamos la estructura ciclica de o.

TEOREMA 2.2. Dos permutaciones son conjugadas en Sy si y solo si tienen la misma
estructura ciclica. Ademds si
0= (1o yipy ) (g tls e eslpy) o (g 1y ey ing)

Yy T es una permutacion arbitraria, entonces
ror ! = (T(il), . ,T(im)) (7’(2}14_1), A T(im)) e (T(Z’rsiﬁ_l), e ,T(irs)).
DEMOSTRACION. Un célculo sencillo muestra que
(i1, .. ie)T = (7(i1), ..., (i)

para cada permutacién 7 y cada r-ciclo (i1,...,4,). En consecuencia, si o se escribe como un
producto de ciclos disjuntos dos a dos en la forma o = o7 - - - 04, entonces

ror t = (royr ) - (rogr )

tiene la misma estructura ciclica que o. Reciprocamente, supongamos que o y ¢’ son dos

permutaciones que tienen la misma estructura ciclica y, mas precisamente, que

0 = (i1, .y irs 1y oy ing) o (i i1y i)

! s -/ -/ -/ -/ -/
o' = (i, i )ty ) o (B 1y e e s By,
Entonces la permutacién 7 € S,, definida por

) i sii=1;conl<j<rs,
(i) =97 . . . )
o) siiel,\{i,... i},

donde ¢: I, \ {i1,...,%r,} — In \ {3],...,7. } es una funcién biyectiva arbitraria, satisface

ror ! =o' O

Por el Teorema anterior cada clase de conjugacion de S,, queda determinada univocamente
por la estructura ciclica de cada uno de sus elementos. Por consiguiente hay tantas clases de
conjugacién como sucesiones aq, ..., a, > 0 que satisfacen

o1 + 202 + -+ noy =n.
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1 Estructura ciclica El grupo simétrico

Dada una de esta sucesiones, consideremos los nimeros p; = «; + --- + o,. Por su misma
definicién
(19) 1>l 2> > iy Y o 1t g =n.

Las sucesiones de énteros no negativos que satisfacen (19) son llamadas particiones de n
porque dan las formas de “partir” n como suma de n o menos nimeros naturales. Por otro
lado, dada una particién puy > po > - -+ > u, de n, podemos definir

,_{Mj—ﬂjﬂ sij<mn,
aj = ..
Hn, S1) =n,
y claramente
a1+ 200+ - Fnay =p1+ -+ i = 0.

Como estas correspondencias son inversa una de la otra, hay tantas clases de conjugacién de
S, como particiones de n.

EJEMPLO 2.3. Las particiones de 5 son
(17 17 ]‘? 17 1)7 (27 17 17 17 O)? (27 27 17 07 0)7 (37 17 17 07 0)7 (37 27 07 07 0)7 (4? 17 07 07 0) y (5? 07 07 07 O)'
Por lo tanto S5 tiene 7 clases de conjugacion.

Por 1ltimo, la cantidad de elementos que tiene la clase de conjugacién asociada a la
estructura ciclica [aq, ..., ay] es

n!

20 .
(20) 1ot 1222a4! .. . nonqy,!

En efecto, esto se sigue de que cada j-ciclo se puede obtener de j formas distintas
(il,.. . ,ij) = (ig,. . .,ij,il) == (ij,il,... ,ij_l)

y de que si permutamos entre si los «; ciclos de orden j obtenemos la misma permutacién de
Sn. La expresion (20) es conocida como férmula de Cauchy.

OBSERVACION 2.4. El Teorema 2.2 puede usarse para probar que si un morfismo de grupos
f: G — H no es sobreyectivo, entonces tampoco es un epimorfismo. Con este fin escribamos
K =1Im f y supongamos que K es un subgrupo propio de H. Debemos mostrar que hay un
grupo N y morfismos distintos o, 3: H — N tales que o = fjx. Tomemos N = Sx, donde
X es el conjunto de las coclases a izquierda de K en H, junto con un elemento adicional .
Definamos a por

* 1T = *,

ah)(z) = {hx St T F# ok

y B como la composicion ®.a, donde ®, es la conjugacion por la transposicion T de X que
intercambia K con x. Es facil ver que a es un morfismo de grupos y es evidente que x es un
punto fijo de a(h) para todo h € H, mientras que K es un punto fijo de a(h) si y sdlo si
h € K. Entonces, por la seqgunda afirmacion del Teorema 2.2

B(h) = @-(a(h)) = a(h)
sty sélo st h € K, que es mas que lo que necesitdbamos probar.
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El grupo simétrico 3 El signo de una permutacién

2. Generadores de S,

Un céalculo directo muestra que
(i1, tp) = (01, 00) (01, 0p—1) - -~ (41, 22)  y  (1,41)(L,45)(1,41) = (41,45) si 44,15 # 1.
Como cada permutacién es producto de ciclos se sigue que
S, =((1,2),(1,3),...,(1,n)).
Como ademas (i,7 4+ 1)(1,7)(é,i+ 1) = (1,7 + 1) para todo i < n, es claro que también
((1,2),(2,3),...,(n—1,n)).

S, =
Por tltimo, usando la igualdad (1,...,n)""1(1,2)(1,...,n) """ = (i,i+1), vélida para i < n,
concluimos que

n

3. El signo de una permutacion

Un par (i,j) € I, x [, es un descenso de una permutacién o € S, sii < jy o(i) > o(j).
Designamos con Des(o) al conjunto de descensos de o. Por definicién el signo de o es el
ntimero sg(o) := (—1)IP*@)I. La propiedad més importante de la funcién sg: S, — {—1,1}
es que, como establecemos en el Teorema 2.7 abajo, es un morfismo sobreyectivo de grupos.

LEMA 2.5. Para cada permutacion o € S, y cada k < n, la cantidad de descensos de
o(k,k+1) difiere en £1 de la de o.

DEMOSTRACION. Es evidente que:
-Sii<j<ny{k,k+1}n{i,j} =0, entonces (7,7) es un descenso de o(k,k+1) siy
so6lo si lo es de o.
- Sii < k, entonces (i, k) € Des(o(k,k + 1)) siy sélo si (i,k + 1) € Des(o).
- Sii < k, entonces (i,k + 1) € Des(o(k,k + 1)) si y sélo si (i,k) € Des(o).
- Sik+1 < j, entonces (k,j) € Des(o(k,k+ 1)) siy sélosi (k+1,j) € Des(o).
- Sik+1<j, entonces (k+1,j) € Des(o(k,k+ 1)) siy sélo si (k,j) € Des(o).
- El par (k,k+ 1) € Des(o(k,k+ 1)) si y sélo si no es un descenso de o.
El resultado se sigue facilmente de estas observaciones. O

COROLARIO 2.6. Si o = 01---0s, donde las 0;’s son transposiciones, entonces s es con-
gruente a Des(o) mddulo 2.

DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.5. O
TEOREMA 2.7. La funcion sg: S — {—1,1} es un morfismo sobreyectivo

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.6, si 0 = 07 - - - 05, donde las o;’s son transposiciones,
entonces sg(o) = (—1)°. Usando esta caracterizacion es muy facil ver que sg es un morfismo.
Ademds es sobreyectivo porque sg(id) =1 y sg(1,2) = —1. O

PROPOSICION 2.8. Si o € S, tiene estructura ciclica [aq, . .., ay), entonces
sg(o) = (=1)"7%,
donde s = a1 + -+ + o
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4 Generadores de A, El grupo simétrico

DEMOSTRACION. Si o es un r-ciclo (iy,.. ., i), entonces sg(o) = (—1)""!, porque
o = (i1, dr) (i1, 3p—1) - - - (41, 92).

En el caso general hay una factorizacién o = oy - - - 05, de 0 como producto de ciclos disjuntos,
donde los primeros as ciclos tienen orden 2, los siguientes a3 tienen orden 3, etcétera. Por
consiguiente

sg(0) = sg(01) - -sg(0) = (~1)Zi=2 WU = (~1)ZIm IR — (1),
como queriamos. O

Decimos que una permutacion es par si su signo es 1 e impar si es —1. El grupo alternado
A, es, por definicién, el subgrupo de S,, formado por las permutaciones pares. Como A, es
el nicleo de sg, es un subgrupo normal de orden es n!/2 de S,,.

OBSERVACION 2.9. La aplicacion 0: S, — A,12, definida por
0(0) = o s% o es ?ar,
on+1,n+2) sio esimpar,
es un morfismo inyectivo de grupos.

PROPOSICION 2.10. Si H es un subgrupo de Sy, y H € A, entonces HNA,, es un subgrupo
normal de indice 2 de H. Ademds si H tiene una permutacion impar o de orden dos, entonces

H es el producto semidirecto interno de H N A, y {id,o}. En particular S, es el producto
semidirecto de A, y {id, (1,2)}.

DEMOSTRACION. Tomemos o € H \ A,,. Como la funcién

HNA,——=H\A,
ThH—>T70

es biyectiva, H N A,, es un subgrupo de indice 2 de H, lo cual implica que es normal. Supon-
gamos ahora que ¢ es una permutacion impar de orden dos. Como

(HNA,)N{id,o} = {id} y (HNAy){id,o} = H,
el grupo H es el producto semidirecto interno de H N A,, y {id,o}. O

4. Generadores de A,

Como cada elemento de A,, es producto de un nimero par de transposiciones y
(a,b)(a,c) = (a,b,c)? y (a,b)(c,d) = (a,c,b,d)?,

donde a, b, c,d son elementos distintos de I,,, el grupo alternado A,, estd generado por los
cuadrados de los 3-ciclos y los 4-ciclos. Dado que (a,b,c) = (a,c,b)?, el resultado que sigue
dice que en realidad los cuadrados de (1,3,2),(1,4,2),...,(1,n,2) bastan.

TEOREMA 2.11. Para todo n € IN,
A, =1((1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)).
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El grupo simétrico 5 El conmutador y el centro de S,, y A,

DEMOSTRACION. Cuando n < 3 el resultado es trivial. Supongamos que n > 3. De las
igualdades

(a,b)(a,c) = (a,b, c)? y (a,b)(c,d) = (a,b,c)(b,c,d)
se sigue que A,, estd generado por los 3-ciclos. Como

(a,b,¢) = (1,¢,b)(1,a,b)(1,a,c)

para cada terna a,b,c de elementos de I,, distintos de 1, para concluir la demostracion es
suficiente mostrar que cada 3-ciclo (1,a,b) con a # 2 es producto de 3-ciclos de la forma
(1,2,4) con 3 < i < n. Pero esto es cierto, porque

(1,a,2) = (1,2,a)> v  (1,a,b) = (1,2,b)*(1,2,a)(1,2,b)
para cada par a,b de elementos de I,, distintos de 1 y 2. O
TEOREMA 2.12. para todo n € IN,

Ay, = ((1,2)(2,3),(1,2)(3,4), ..., (1,2)(n — 1,n))
= ((2,3)(1,2), (3,4)(1,2), ..., (n — 1,n)(1,2)).

DEMOSTRACION. Como (1,2)(2,3) = (2,3)(1,2)(2,3)(1,2) y (1,2)(j,5 + 1) = (4,7 +
1)(1,2) cuando j > 2 es suficiente probar la primera igualdad. Por el teorema anterior, para
ello es suficiente verificar que el subgrupo de A,, generado por (1,2)(2,3),...,(1,2)(n —1,n)
contiene a los 3-ciclos (1,2,3),...,(1,2,n), lo que se sigue por induccién en j, usando que
(1,2,3) = (1,2)(2,3) y

(1L,2)(GJ+ DA 2,)(1L2)G+ 1) = (1,7 +1,2)? = (1,2,5 +1),

para todo j > 3. U

5. El conmutador y el centro de S, y A,
El objetivo de esta secciéon es determinar el subgrupo conmutador y el centro de los grupos
Sn v Ay
TEOREMA 2.13. [S,,Sy] = Ay, para todo n € N y [A,, Ay] = Ay, para todo n > 5.
DEMOSTRACION. El subgrupo conmutador de S,, est4 incluido en A,,, porque
sg([o, 7)) = sg(o) sg() sg(o™ ) sg(r™1) = 1

para todo 0,7 € S, debido a que sg(c) = sg(c~!) y sg(r) = sg(771). Por el Teorema 2.11,
para probar que vale la inclusion opuesta es suficiente mostrar que los 3-ciclos son conmuta-
dores, lo cual es cierto, porque de hecho,

(a,b,c) = (a,b)(a,c)(a,b)(a,c)

para toda terna a,b,c de elementos de I,,. Para probar que [A,, A,] = A, cuando n > 5, es
suficiente observar que fijado un 3-ciclo (a, b, ¢) existen d, e € I,,, distintos de a,b,c, y que

(a,b,c) = [(a,c,d),(a,d,e)ll(a,d,e),(a,b,d)],
lo que se comprueba por céalculo directo. ]
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5 El conmutador y el centro de S,, y A, El grupo simétrico

OBSERVACION 2.14. Como Ay y As son conmutativos, [A;, A;] = 1 cuando i < 3. En
cuanto a [Ay, Ay], debido a que el subgrupo

H = {id, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4),(1,4)(2,3)}
de Ay es normal y Ay /H es abeliano, [Ay, A4] C H. Por otro lado, las igualdades
(1,2)(3,4) = [(1,2,3),(1,3,4)],
(1,3)(2,4) = [(1,3,2), (1, 2,4)],
(1,4)(2,3) = [(1,4,2),(1,2,3)],
muestran que la inclusion opuesta también vale.

TEOREMA 2.15. Sin > 3, entonces ZS,, =1 y sin > 4, entonces ZA,, = 1.

DEMOSTRACION. Primero consideramos el grupo simétrico. Tomemos o € S,. Si en la
descomposicion ciclica de ¢ hay dos ciclos no triviales,
g = (i17i27 s 71'7‘1)(].17.]'27' .. aj?“g) Tty

entonces tomando 7 = (i1, J1,j2) obtenemos

TUT?l = (j17i27 e 7iT1)(j27i17j37 s 7j1"2) T 7& g.

Si o es un ciclo (i1, 42,13, .. .4,) de longitud al menos 3, entonces tomando 7 = (i1, i2) obten-

€110Ss

ror = (i, i1,143, . . .ir) # 0.

Finalmente, si o es una transposicién (i1,72), entonces existe i3 € I, distinto de i; e ig, y
tomando 7 = (i1,3) obtenemos
Tor bt = (i3,i9) # 0.

Ahora consideramos el grupo alternado. Tomemos o € A,. Si en la descomposicién ciclica
de o hay dos ciclos no triviales, entonces podemos proceder como con S,. Si ¢ es un ciclo
(i1,12,13,14, - . ., 1) de longitud al menos 5, entonces tomando 7 = (i1, 42)(i3,44) obtenemos

-1 L .

ToT + = (l2,11,14,13, 15, . . ., 0r) 7 O.
Finalmente, si o es un 3-ciclo (i1, i2, i3), entonces existe i4 € X distinto de i1, i3 e i3 y tomando
T = (i1,12)(i3,14) obtenemos
-1 L.
Tor = (i2,11,14) # 0,

lo que termina la demostracién. O

OBSERVACION 2.16. Como Sa, Ay y Az son conmutativos,
7ZSs = Sa Yy ZA;=A; paraic {23}

Simplicidad de A,

Claramente Z, es simple para todo primo p. Esta es la familia mds sencilla de grupos
simples y estos son todos los grupos simples conmutativos. El siguiente resultado muestra que
existe al menos una familia infinita de grupos simples no conmutativos.

TEOREMA 2.17. El grupo alternado A, es simple para todo n > 3 y distinto de 4.
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DEMOSTRACION. El grupo Az es simple porque es ciclico de orden 3. Asumamos entonces
que n > 5 y tomemos un subgrupo normal H # 1 de A,,. Afirmamos que H contiene a todos
los 3-ciclos y que, por lo tanto, es igual a A,. Para probarlo vamos a usar el argumento
desarrollado en la demostracién del Teorema 2.15. Fijemos o € H distinto de la identidad.

1. Sio = (i1,42, ., 0 )(J1,J25 - -, Jry) - - - tiene dos ciclos no triviales en su descomposi-
cién ciclica, entonces tomando 7 = (i1, j1, j2), obtenemos

o=rT1or ot = (i1, 1, J2) (3, j2, i2) = (J3, 41, 41, J2, 42),

sirg>2y
o=r7or to"t = (i1, 1, J2) (41, Jasi2) = (i, 1) (G2, d2),
sirg = 2.
2. Si o es un ciclo (i1,1i2,13,%4,15,...,%,) de longitud al menos 5, entonces tomando

T = (i1,12)(i3,4) obtenemos
o=rT1or to ! = (i1,i2) (i3, i4) (2, i3) (i, i5) = (i1, 99, i4, 15, 13).
3. Si o es un 3-ciclo (iy,1i2,73) tomamos ¢ = o.
De modo que tenemos tres casos:

- 0 = (i1,12)(i3,14) es un producto de dos 2-ciclos,
- 0 = (i1,12,13,14,15) es un 5-ciclo,
- 0 = (i1,12,13) es un 3-ciclo.
En el primero existe i5 ¢ {i1,142,73,74}, y tomando u = (iz,5,3) obtenemos
’LLQU_IQ = (il, ’i5)(i2, i4)(i1, i2)(i3, ’i4) = (il, ’i4, ig, iQ, i5),
lo que nos reduce al segundo. En este, tomando u = (ig, 3, 44) obtenemos

wo~ut o = (i5, g, da, i3, 1) (i, 2, 63, i, i) = (i1, ia, d2),

y asi concluimos que H siempre tiene un 3-ciclo (i1,42,73). Veamos ahora que los tiene a
todos. Tomemos otro 3-ciclo arbitrario (j1, jo, j3). Por el Teorema 2.2, existe ¢t € S,, tal que
(41,72, 73) = t(i1,i0,43)t L. Si t € A,, entonces (41, j2,73) € H por definicién. Si no, podemos
tomar ki, ko € X \ {J1, j2,j3} distintos, y entonces

L L _ S —1

(1. 2. 73) = (K1, ko) (j1, J2, j3) (K1, ko) ™1 = (ku, k)t (i1, d2, i3) (k1 k2)ot) .
Como (ki, ko)t € A,,, esto implica que (j1, j2,73) € H. O
TEOREMA 2.18. Sin > 5, entonces el unico subgrupo invariante y no trivial de S, es A,,.

DEMOSTRACION. Supongamos que H es un subgrupo no trivial e invariante de S,. En-
tonces H N A,, es un subgrupo invariante de A, y, por el teorema anterior, forzosamente
HnNA, =A,0 HnNA, = 1. Como A, tiene indice 2, en el primer caso H = A,. Para
terminar la demostracién, debemos ver que la interseccién de H con A, no puede ser 1. Pero
si HN A, =1, entonces por la Proposicién 2.10, existe 7 € S,, tal que H = {id,7}. Como
T tiene orden 2, es un producto de 2-ciclos disjuntos y, en consecuencia, por el Teorema 2.2,
su clase de conjugacién tiene mas de un elemento, lo que es imposible porque H = {7,id} es
normal. ]
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Debido a que todo subgrupo de indice 2 de un grupo es invariante, del Teorema 2.17
se sigue que A, no tiene subgrupos de orden n!/4 para ningin n > 5. El primer item del
siguiente resultado muestra que A4 también tiene esta propiedad. El segundo muestra que
para Sy vale una versién débil del teorema anterior.

PROPOSICION 2.19. EIl grupo Ay tiene las siguiente propiedades:
1. No tiene subgrupos de orden 6.
2. Es el unico subgrupo de orden 12 de Sy.

DEMOSTRACION. 1) Si H es un subgrupo de orden 6 de A4, entonces es normal porque
tiene indice 2. Pero entonces 72 € H para todo 7 € A4 (la clase de 72 en Ay /H es 1). Puesto
que si 7 es un 3-ciclo, 7 = 7% = (72)2, esto implica que H contiene a todos los 3-ciclos de Sy,
lo que es absurdo porque hay 8.

2) Supongamos que H # Ay es un subgrupo de orden 12 de S4. Entonces, por la Proposi-
ci6n 2.10, el subgrupo H N A4 de A4 tiene orden 6, lo que contradice el item 1). ]

6. Presentaciones de S,, y A,

El objetivo de esta seccion es dar presentaciones de S, y A,. Comenzamos con el grupo
simétrico.

TEOREMA 2.20. Para cada n > 2, el grupo simétrico S, es candnicamente isomorfo al

grupo con generadores Si,...,Sn—1 sujetos a las relaciones
512 =1, para todo 1,
8;8j = 8;8i, s1j—12>2,
$iSi+18i = Si+15iSi+1, para i <mn—1.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. Es obvio que el resultado es cierto para
n = 2. Supongamos que lo es para n—1 y denotemos con G al grupo generado por sy, ..., Sn—1
sujeto a las relaciones mencionadas arriba. Es evidente que la funciéon ¢¥: G — S, definida
por ¥(s;) = (4,7 + 1), es un morfismo sobreyectivo. Para terminar la demostracién debemos
ver que también es inyectivo, para lo cual serd suficiente probar que |G| < n!l. Claramente
el subgrupo G’ de G generado por si,...,s,_2 es un cociente del grupo con generadores
81, ..., 8n—2, sujetos a relaciones similares a las de arriba y, por lo tanto, |G'| < (n—1)! debido
a la hipétesis inductiva. Consideremos ahora los subconjuntos C1, ..., C, de G, definidos por
C; = G'sp_15p—2 - 8;+18;. Afirmamos que paracadal <i<nyl<j<nexistel <i <n
tal que Cjs; = Cy. En efecto, para empezar,

/ !
Cjsj =G sp_15n—2--+5j415j5; = G'sp_18p—2-+- 5541 = Cjp1

y
!
Cjt15; = G'sp_15p—2 - - sjr15; = Cj,

para todo j. Si j + 1 < ¢, entonces
Cisj = G'sp_1Sn—2 " Si+15iS;
= G'$jSp—15n—2 " Si+15
= G'sp_15p—2 - Si+18i

=G
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donde la pentltima igualdad se sigue de que s; € G’ porque j < n — 1. Finalmente, si i < j,

CZ'S]' = G/Sn718n72 tee Sj+1$j8j71 tee S¢+18i8j
= G/Sn_lSn_Q tee Sj+1$j8j_18j ot Si4+1Si
= G'Sp_18n—2 " Sj+15j-18;8j—1 " " Si+1Si
= G'Sj_1Sn—1Sn—2 "+ Sj418j8j—1 """ Si+18;

/
=G'Sp_18n-2" " 8j415jSj-1" " Si+15;
= C,L

donde la antetltima igualdad se sigue de que s;—1 € G’, porque j—1 < n—1. En consecuencia,
cualquiera sea s € G, para cada ¢ < n existe i’/ < n tal que C;s = Cy, puesto que s es
producto de s;’s. Dado que 1 € G’ = Cy, en particular obtenemos que G C |J;, C;, por lo

que |G| < S, |Gl = nIG| < n. O
OBSERVACION 2.21. Las relaciones que satisfacen si,...,S,_1 pueden expresarse en la
forma
s? =1, para todo 1,
(si85)% = 1, sij—1i2>2,
(5i5i+1)3 =1, para i <mn—1,

que fue la utilizada ol definir la nocion general de presentacion.

TEOREMA 2.22. Para cada n > 3, el grupo alternado A, es candnicamente isomorfo al

grupo con generadores ti,...,th—2 sujetos a las relaciones
=1,
t?zl, para 1 > 1,
(tit;)* =1, $ij—1i>2,
(titi+]_)3 =1, para i < n — 2.
DEMOSTRACION. Consideremos el grupo G con generadores t1,. .., t,_o sujetos a las rela-

ciones mencionadas arriba. Es evidente que la funcién

{t1,...,th—2} An ;

se extiende univocamente a un morfismo ¥: G — A,,. Como, por el Teorema 2.12, este
morfismo es sobreyectivo, para terminar la demostracién serd suficiente ver que |G| < n!/2.
Probaremos esto mostrando que hay un producto semidirecto G Xy Zs y un morfismo so-
breyectivo S,, — G Xy Zs. Para empezar, es facil ver que la funcién 9: Zs — Aut G, dada
por 9(1)(t;) = t; !, es un morfismo bien definido. Por ejemplo, la relacién (t1¢2)° = 1 se
transforma por ¥(1) en la relacién (t3t3)% = 1, la cual vale porque

titotitatity = 1 = totstatotals = 1 = t3tatitatity = 1.
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Podemos considerar entonces el producto cruzado G xy Zsy. Llamemos G’ al grupo generado

por los elementos s1,t1,...,t,—2, sujetos a las relaciones

=13 =1,

s1tis1 = tz-_l para todo i,

t? =1, para ¢ > 1,

(titj)? =1, sij—i>2,

(titi+1)3 =1, para i <n — 2,
y escribamos s;11 = t;51 para 1 < ¢ < n — 1. La relaciones dadas arriba para si,t1,...,th—2
son equivalentes a las dadas en la Observacion 2.21 para si,...,S,_1. Por lo tanto,

G/ = <81,t1,. . .,tn_2> = (Sl,. . .,Sn_1> ~ Sn

Por consiguiente, para terminar la demostracién es suficiente notar que existe un morfismo
de grupos ¢: G' — G xy Za, tal que p(t;) = (t;,0) y p(s1) = (0,1), puesto que este necesa-
riamente serd sobreyectivo. 0
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Capitulo 3

Acciones de grupos

1. Acciones y G-espacios

Una accion a izquierda de un grupo G sobre un conjunto X es una funcién
p:Gx X —X
que satisface:

1. (gh)-x=g-(h-z) paratodo g,he Gy x € X,
2. 1-x = x para todo x € X,
donde, siguiendo una practica usual, usamos la notacién ¢ -  como un sinénimo de p(g, x).

Un G-espacio a izquierda es un conjunto X provisto de una accién a izquierda de G en X.
Similarmente, una accion a derecha de G sobre X es una funcién

p: X xG—X
que satisface:

1. - (gh) = (x-g)-h paratodo g,h e Gy z € X,
2. x-1 =z para todo x € X,

donde x - g = p(x,g), y un G-espacio a derecha es un conjunto X provisto de una accién a
derecha de GG sobre X. Es obvio que p: X x G — X es una accién a derecha de GG sobre X siy
s6lo si la funcién p°P: GP x X — X, definida por p°P(g, x) := p(x, g), es una accién a izquierda
de G°P sobre X. Debido a esto, salvo mencién en contrario sélo consideraremos acciones y
G-espacios a izquierda (nos referiremos a ellos simplemente como acciones y G-espacios) y
dejaremos al lector la tarea de establecer las definiciones y propiedades correspondientes para
G-espacios a derecha.
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Notemos que tener una funcién p: G x X — X es “lo mismo” que tener una funcién
p: G — Fun(X, X). Dicho en forma més precisa, la correspondencia

Fun(G x X, X) — Fun(G, Fun(X, X)) >
P p

donde p es la funcién dada por p(g)(x) = p(g,x), es biunivoca. Es claro que las condiciones
requeridas a p en la definicién de accién se satisfacen si y sélo si

p(gh) = p(g)°p(h) para todo g,h € G 'y p(1)=id.
En particular
~r =1y ~ o~ .
p(g~")plg) = p(1) =id para todo g,h € G.
Por lo tanto, dar una accién de G sobre X es equivalente a dar un morfismo de G en Sx.

2. Ntcleo de una accion

El nicleo de una accion p: G x X — X es el conjunto
kerp:={g € G:g-x =z para todo z € X},
el cual es un subgrupo normal de G, puesto que coincide con el nicleo del morfismo
p: G — Sx
asociado a p. Una accién es fiel si su nicleo es 1. En este caso el morfismo asociado p: G — Sx
es inyectivo y, por lo tanto, GG es isomorfo a un subgrupo de Sx. Dada una accién

p:Gx X —X

la férmula [g] - = ¢ - « define una accién fiel p de G/ ker p en X. La definicién no depende
del representante elegido, porque si h € ker p, entonces

(gh) - x=g-(h-z)=g-x paratodoz € X.

Se comprueba facilmente que el triangulo

G —">Sx

Trl
G
ker p

n

donde 7 es la proyeccién al cociente, conmuta. Esto muestra que p es el morfismo inducido
por p gracias la propiedad universal del cociente, y da un método alternativo para obtener p,
con el cual es innecesario comprobar la buena definicion.

EjempLO 3.1. Todo grupo G actia sobre el conjunto G/L, de las coclases a izquierda de
un subgrupo L, via traslaciones a izquierda. En otras palabras, g - (hL) = ghL. El nicleo de
esta accion es el mdzrimo subgrupo

N=()gLg"
geG

de L que es normal en G. De ahora en mds siempre consideraremos a G /L provisto de esta
estructura de G-espacio.
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TEOREMA 3.2 (Cayley). La funcidon

G—Sa
g—=1
es un morfismo inyectivo.
DEMOSTRACION. Témese L = 1 en el ejemplo anterior. O

COROLARIO 3.3. Todo grupo finito G es subgrupo de un grupo generado por dos elementos.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Cayley existe n € IN tal que G es isomorfo a un
subgrupo S;, ¥, como vimos en la Seccién 2 del Capitulo 2, el grupo simétrico S,, estd generado
por los ciclos (1,2) y (1,...,n). O

COROLARIO 3.4. Todo grupo finito G es subgrupo de un grupo finito simple.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Cayley y la Observacién 2.9, sabemos que G es
isomorfo a un subgrupo de A,,, para un n > 5. Para terminar la demostracién basta observar
que por el Teorema 2.17, el grupo alternado A,, es simple. ]

Todas las nociones introducidas y los resultados obtenidos al estudiar el grupo simétrico
Sy (salvo la nocién de descensos de una permutacién, que depende en forma escencial del
orden de I,,) tienen sentido y valen para los grupos Sx, con X finito. Esto se debe a que
o no dependen del orden; o en principio si dependen (como por ejemplo la definicién de
signo de una permutacion), pero tienen caracterizaciones que no; o se vuelven independientes
luego de ser reformuladas en una forma mé&s general, aunque equivalente (por ejemplo la
propiedad de que (1,2) y (1,2,...,n) generan S, puede reformularse como sigue: dada una
numeracién ji, ..., J, de I, los ciclos (ji,72) v (j1,J2,---,7n) generan S, ). Denotamos con
A x al subgrupo de Sx formado por las permutaciones pares. Este comentario es relevante en
relacion al resultado que sigue.

PROPOSICION 3.5. Consideremos un grupo G de orden 2m, con m impar. Para cada
g € G, la permutacion l; € Sg no pertenece a Ag si y sélo si k>0 y 2F divide a |g|.

DEMOSTRACION. Supongamos que |g| = 2'm’ con 0 < k¥’ < k y m/ un divisor positivo
de m. Por su misma definicién [, es un producto de 2k_k/m/m’ ciclos disjuntos de longitud
2K m’. Como estos ciclos son permutaciones impares si y sélosi k' > 0y Zk_k/m/ m’ es impar
siy s6lo si k' =k, el signo de Iy es —1 siy sélosi k' =k > 1. O

COROLARIO 3.6. Si |G| = 2¥m, con m impar y k > 0, y G tiene un elemento g tal que
2k divide a |g|, entonces G tiene un subgrupo de indice 2.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Cayley y la Proposicién 3.5, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que G es un subgrupo de Sg no incluido en Ag. En este caso el
resultado se sigue inmediatamente de la Proposicion 2.10. U

EJERCICIO 3.7. Pruebe que si G es un grupo simple de orden par mayor que 2 y |G| = 2Fm
con m impar, entonces k > 1 y G no tiene ningin elemento g cuyo orden es maltiplo de 2.

Volvamos a la situacion considerada en el Ejemplo 3.1. Supongamos que L tiene indice
finito. Entonces el morfismo
G —— SG/L )
g——l4
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asociado a la accién de G sobre G/ L via traslaciones a izquierda, induce un morfismo inyectivo
de G/N en Sg/p, donde N = ﬂgeG gLg'. Por consiguiente el indice de N en G es menor que
infinito y divide a | S/, | = |G : L|!. Como ademés |G : L| divide a [G : N], vale el siguiente
resultado:

TEOREMA 3.8. Si L es un subgrupo de indice n < oo de un grupo G, entonces L contiene
un subgrupo normal N de G cuyo indice en G es nh, con h un divisor de (n — 1)!. Ademds,
puede tomarse como N el nicleo del morfismo de G en Sg,, que manda g en ly.

El Teorema 3.8 generaliza el Teorema de Cayley. También generaliza la Proposicién 1.41,
porque cuando n = 2, entonces h =1y N = L.

COROLARIO 3.9. Si un grupo simple G tiene un subgrupo de indice finito n > 1, entonces
hay un morfismo inyectivo de G en Sy,. En consecuencia |G| < n!.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.8, si L es un subgrupo de indice n de G, entonces hay
un morfismo ¢: G — Sg/r,, con ker ¢ C L. Como L es propio y G es simple, ¢ es inyectivo y,
en consecuencia, |G| < |Sg/, | = n!, como querfamos. O

COROLARIO 3.10. Los grupos infinitos simples no tienen subgrupos propios de indice finito.

COROLARIO 3.11. Supongamos que G es un grupo finito simple y que |G| = nm conn > 1.
Si G tiene subgrupo L de indice n, entonces m divide a (n — 1)!.

DEMOSTRACION. Por la simplicidad de G, el subgrupo normal de indice nh de G, con
h un divisor de (n — 1)!, cuya existencia estd garantizada por el Teorema 3.8, es uno de los
subgrupos triviales 1 o G. Como n > 1 el segundo caso no puede darse y, asi, m = h. O

COROLARIO 3.12. Supongamos que G es un grupo finito y que |G| = mn. Todo subgrupo
H de indice n de G contiene a un subgrupo N <G cuyo indice en G es nh, con h un divisor
de ((n — 1) : m). En particular si todos los primos que dividen a m son mayores o iguales
que el mdzximo primo menor que n, entonces todo subgrupo de indice n de G es normal.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.8, sabemos que cada subgrupo L de indice n de G
contiene un subgrupo normal N cuyo indice en G es nh, con h un divisor de (n — 1)!. Como
[G : N] divide a |G|, también m es divisible por h. Esto implica que h = 1 si ningtin primo
menor que n divide a m, porque en este caso (n — 1)! y m son coprimos. ]

COROLARIO 3.13. Si G es un grupo finito y p es el minimo primo que divide a |G|,
entonces todo subgrupo de indice p de G es normal.

EJERCICIO 3.14. Pruebe que si n # 4, entonces S, no tiene subgrupos de indice t con
2 <t < n. Pruebe también que esto es falso sin = 4.

2.1. Subconjuntos estables y morfismos

Decimos que un subconjunto Y de un G-espacio X es estable bajo la accion de G o
simplemente estable si g -y € Y para todo g € G ey € Y. En este caso Y en si mismo es un
G-espacio con la accién inducida y, debido a eso, decimos también que Y es un G-subespacio
de X.

Un morfismo ¢: X — X', de un G-espacio X en otro X', es una terna (X, ¢, X’), donde
© es una funcién que satisface

o(g-x) =g -¢(xr) paratodogeGyxecX.
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Por ejemplo, la identidad id: X — X y, mas generalmente, la inclusién candnicai: ¥ — X, de
un subconjunto estable Y de un G-espacio X en X, es un morfismo de G-espacios. También lo
es la composicién Yep: X — X" de dos morfismos de G-espacios ¢: X — X'y ¢: X' — X",

Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, G-espacios isomorfos, automorfismo, mo-
nomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccion son las identicas a las dadas para monoides
y grupos, y las propiedades bésicas son las mismas. Los monomorfismos, epimorfismos, sec-
ciones y retracciones son cerrados bajo la composicién, toda retraccién es sobreyectiva, toda
seccién inyectiva, todo morfismo inyectivo un monomorfismo, y todo morfismo sobreyectivo
un epimorfismo. Un morfismo ¢: G — G’ es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo.

Dados G-espacios X y X', designaremos con los simbolos Homg (X, X'), Isog(X, X'),
Endg X y Autg X a los conjuntos de morfismos de X en X', isomorfismos de X en X', en-
domorfismos de X y automorfismos de X, respectivamente. Tal como en el caso de monoides
y grupos, Endg X es un monoide (cuyo elemento neutro es la funcién identidad) via la com-
posicion y Autg X es su grupo de unidades.

2.2. Mas ejemplos

Hasta ahora hemos visto un sélo ejemplo de accién de un grupo sobre un conjunto, el
dado por la accién, via traslaciones a izquierda, de un grupo G sobre el conjunto G/L, de las
coclases a izquierda de un subgrupo L. El objetivo de esta breve subseccion es proveernos de
muchos otros.

EseMpLO 3.15. Cada conjunto X es un G-espacio via la acciéon trivial g -z = x.

EJEMPLO 3.16. G actia sobre si mismo por conjugacion. Esto es, g - h := ghg™'. Mds
generalmente, G actia por conjugacion sobre cada subgrupo normal N .

EJemprLo 3.17. Si H y K son subgrupos de un grupo G y K C Ng(H), entonces K actia
sobre H por conjugacion. Cuando K = G nos reducimos al Ejemplo 3.16.

EseMPLO 3.18. Todo subgrupo H de un grupo G actia sobre G por traslaciones a izquierda.
En simbolos, h - g :== hg para todo h € H y g € G.

EJEMPLO 3.19. G actia sobre el conjunto P G, de partes de G, por conjugacion. Esto es,
g-X :=gXg L

EJEMPLO 3.20. El conjunto Sub G de los subgrupos de G es estable por la accion del
ejemplo anterior y, asi, G también actia sobre Sub G por conjugacion.

EiemMpPLO 3.21. G actia sobre PG via g- X := gX. Esto es, por traslaciones a izquierda.

EJEMPLO 3.22. La clase de conjugacion de un subgrupo L de G es un G-espacio via
g-hLh™' = ghLh~'g~".

EJEMPLO 3.23. G actia sobre el conjunto G\L de las coclases a derecha de un subgrupo
H via g- (Lh) = Lhg™1.
EJEMPLO 3.24. S,, actia sobre el anillo k[X1,...,X,] de polinomios en n variables con
coeficientes en un cuerpo k, via
o-P(X1,...,Xn) = P(Xo01), -+, Xom))-

EJemMpPLO 3.25. Cada subgrupo G de GL(V') actia sobre V wvia g -v := g(v). Esta es la
acciéon natural de G sobre V.
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EJEMPLO 3.26. El grupo ortogonal O(R™) actia sobre la esfera
S ={z e R": |z = 1},
via g - x = g(x).
EJEMPLO 3.27. La accién natural de Sx sobre X es la definida por o -z = o(x).

OBSERVACION 3.28. Los nicleos de las acciones consideradas en los ejemplos anteriores
son G, Cq(N), KNCq(H), 1, ZG, Nyesuna Na(H), 1, Mpea Na(R) LR, Npe RLRTY, 1,
1, 1 y 1, respectivamente.

2.3. ()rbitas, puntos fijos y estabilizadores

Dos elementos x e y de un G-espacio X son conjugados si existe g € G tal que g-x = y.
Se comprueba facilmente que la relacion ~, definida por x ~ y si = e y son conjugados, es
de equivalencia. Por consiguiente determina una particién de X en clases llamadas clases de
conjugacion u orbitas. Denotamos con O, a la érbita que contiene a z y con OX al conjunto
de todas las érbitas. Por definicién

O,={g9g-z:9€G}

y Op = Oy si y sélo si x e y son conjugados. Decimos que x € X es un punto fijosi g-x = x
para todo g € G, es decir si O, = {z}. Claramente un subconjunto de X es un G-subespacio
si y sélo si es una unién de dérbitas. Supongamos que X’ es un conjunto de representantes
de las clases de conjugacién de X. Es decir, que para cada z € X la inteseccién X' N O,
tiene exactamente un elemento. Notemos que el conjunto PF X, de los puntos fijos de X,
est4 incluido en X'. Es obvio que

(21) X[ =D |0 =|PFX|+ > |04l

reX’ zeX’'\PF X

Decimos que la acciéon de un grupo G sobre un conjunto X es transitiva o que G opera
transitivamente sobre X si tiene una séla orbita. Por definicion, el estabilizador o grupo de
isotropia de un elemento x de X es el conjunto

Gy ={9eG:g9 -z=uz}

Es evidente que G, es un subgrupo de G y que el nicleo de la acciéon de G sobre X es la
interseccion de los estabilizadores de todos los elementos de X.

PROPOSICION 3.29. Siy = g -z, entonces Gy = 9GLg~". En particular, si G, es un
subgrupo normal de G, entonces Gy = G.

DEMOSTRACION. Como
h-y=yehg-z=g-2< ¢ ‘hg -z =uz,
un elemento h de G pertenece a G, siy sélo si pertenece a gGLg~ " g

COROLARIO 3.30. Si x e y estin en la misma Jrbita, entonces sus estabilizadores son
isomorfos.
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OBSERVACION 3.31. Supongamos que X es un G-espacio y tomemos x € X. Por la Pro-
posicion 3.29, para cada H conjugado a G existe y € O, tal que Gy = H. En consecuencia,
por los comentarios que preceden a la Observacion 1.146,

N= () G,
y€O0,

es el mdximo subgrupo normal de G.

TEOREMA 3.32. Para cada G-espacio X y cada x € X, la aplicacion ®: G/G, — O,
definida por ®(hGy) = h - x, es un isomorfismo de G-espacios.

DEMOSTRACION. En primer lugar, ® estd bien definida pues
9Gr = g'Gy = existe he Gy talque ¢ =gh=¢ -2 =g-(h-2)=g- .
Ademas es evidente que es un morfismo sobreyectivo de G-espacios. Por 1ltimo, también es
inyectivo porque si g -« = h - x, entonces g~ 'h € G, y, por lo tanto, ¢G, = hG,. O
COROLARIO 3.33. Para cada G-espacio X y cada x € X,
0] = |G : Gl
Como aplicacion de este resultado obtenemos la siguiente

PROPOSICION 3.34. Si k es un cuerpo finito con q elementos, entonces es

|GL(n, k)| = (¢" = 1)(¢" — q) -+ (¢" — ¢" ) = ¢"""V/2(g" = 1)(¢" ' 1)+ (¢ — 1).

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. Es claro que GL(1, k) = k* tiene ¢ — 1
elementos. Supongamos que el resultado vale para n. Designemos con el simbolo ‘A"*! al
espacio de los vectores columna de n 4+ 1 coordenadas y con e; al primer elemento de la base
canénica de 'k"*1. Como la accién natural de GL(n + 1,k) sobre ‘k"+1\ {0} es transitiva,
por el Corolario 3.33,

| GL(n + 1, k)|

P 1= M\ {0} = :
4 O = TaT T 1 R

Es facil ver que GL(n + 1,k)¢, es el conjunto de las matrices cuya primera columna es e; y,
usando esto, que | GL(n + 1, k)., | = ¢"| GL(n, k)|. Asi, por hipdtesis inductiva

|GL(n + 1,k)| = ("™ = 1)g"| GL(n, k)| = (¢"*! = 1)(¢"" = q)--- (¢"™" = ¢"),
como queriamos. ]

Combinando el Corolario 3.33 con la férmula (21), obtenemos que

(22) X|=|PFX|+ >  [G:G.l,
z€X/\PF X

donde X’ es un conjunto de representantes de las érbitas de X. Una observacién que serd ttil
mas adelante es que los cardinales |G : G|, que aparecen en esta férmula, dividen propiamente
a |G|. Veamos ahora que nos dice este resultado en alguno de los ejemplos introducidos arriba.
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Accién de G sobre si mismo por conjugacién: En este caso la férmula (22) da la
llamada ecuacion de las clases

Gl =12G|+ Y 1G:Cal9)l,
geX'\Z G
en la cual X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G. Para
comprobarlo basta notar que PFG =ZG y G4 = Cg(g) para todo g € G.

Accién de G sobre un subgrupo normal N por conjugacién: En este se reduce
a la igualdad

Gl=1ZGNN[+ Y 1G:Calg)l,
geX'\Z G

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G incluidas
en N.

Accién de G sobre SubG por conjugacion: En este caso, como PF Sub G es el con-
junto SubN G de los subgrupos normales de G y Gy = Ng(H) para todo subgrupo
H de G, la férmula (22) deviene

|SubG| = |SubNG|+ > |G :Ng(H)],
HeX'\SubN G

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de Sub G.

Accion de G sobre PG por conjugacion: En este se transforma en
29 =|PaNG|+ ) |G:Ng(9)],
SEX/\PaN @

donde X’ es un conjunto de representantes de las 6rbitas de P G'y PaN G es el conjunto
de los subconjuntos S de G tales que gSg~! = S para todo g € G.

Veamos otra aplicacion del Corolario 3.33.

OBSERVACION 3.35. Flijemos un elemento g de un grupo G. Es obvio que (g) C Cga(g).
Ademds, si G es finito, entonces por el Corolario 3.33,

|Cato)l = \{hgh—le;‘h €GY
Por ejemplo, esta formula combinada con la (20) debida a Cauchy, nos dice que
(23) |Cs, (0)] = 112! - - n%"ay,!  para cada permutacion o,
donde (aq,...,q,) es la estructura ciclica de o. Comparando el orden de o (que es el mini-

mo maltiplo comin de los drdenes de los ciclos que aparecen en su descomposicion ciclica)
con (23), concluimos que Cg, (0) = (o) si y sélo si los érdenes de sus ciclos son coprimos dos
a dos (en particular, son todos distintos).

EJERCICIO 3.36. Supongamos que G es un grupo simple infinito. Pruebe que:

1. Sig € G es distinto de 1, entonces la clase de conjugacion de g es un conjunto infinito.
2. 51 H es un subgrupo no trivial de G, entonces la clase de conjugacion de H es un
conjunto infinito.
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Consideremos un G-espacio X y un entero positivo k. Decimos que la accién de G sobre X
es k-transitiva o que G opera k-transitivamente sobre X, si dados subconjuntos {x1,...,zx}
e {y1,...,yr} de k elementos de X, existe g € G tal que g-x1 = y1,...,9 - Tp = Yg-

EJEMPLO 3.37. La accidn natural de S, sobre 1, es n-transitiva. Afirmamos que la ac-
cion de A, sobre I, inducida por ella es n — 2 transitiva. En efecto, dados subconjuntos
{z1,...,xn_2} e {y1,...,yn—2} de n — 2 elementos de 1, eziste o € S, tal que o(x;) = y;
para todo i. Si o € A, ya estd. Si no, tomando z1,z0 € X \ {y1,...,Yn—2} y considerando
o' = (21, 22)0 obtenemos una permutacion par o’ que también satisface o' (z;) = y;.

PROPOSICION 3.38. Supongamos que k > 2 y que X es un G-espacio. Son equivalentes:

1. G opera k-transitivamente sobre X.

2. G opera transitivamente sobre X y la accion de Gy sobre X \ {x} es (k—1)-transitiva,
para cada z € X.

DEMOSTRACION. 1) = 2) No hay duda de que G opera transitivamente sobre X. Tome-
mos x € X. Por hipétesis, dados subconjuntos {z1,...,2x-1} e {y1,...,yp—1} de k — 1 ele-
mentos de X \ {z}, existe g € Gtalque g-x =2y g-x1 = Y1,...,9  Th—1 = Yp—1. Esto
muestra que G, opera (k — 1)-transitivamente sobre X \ {x}.

2) = 1) Tomemos subconjuntos {z1,...,zr} e {y1,...,yx} de k elementos de X. Como G
opera transitivamente sobre X y G, opera (k — 1)-transitivamente sobre X \ {z1} existen
geGyheGy talesqueg-yy =1 yh-22=9-vy2,...,h-xx_1 = g-yx—1. Pero entonces
(7'h) - x1=y1,.. ., (g7 h) - = O

2.4. Contando 6rbitas

Para cada G-espacio X y cada elemento g de G, designamos con PF,; X al conjunto
{zr € X :¢g-x ==z}, de los puntos de X fijados por g. Recordemos que el simbolo OX denota
al conjunto de érbitas de la accion. El siguiente resultado es conocido como lema de Burnside,
pero es debido a Frobenius.

TEOREMA 3.39. Para cada G-espacio X, los cardinales de los conjuntos PF, X y OX
estan relactonados por la siguiente igualdad:
OX||Gl =) | PF, X].
geG
DEMOSTRACION. En }° . |PFg X| cada x € X es contado |G| veces (pues G, consiste
de todos los g € G tales que z € PF, X). Puesto que |G| = |G| siempre que x e y estdn
en la misma 6rbita, y que la érbita de = tiene |G : G| elementos, en la suma de arriba los

elementos de O, aportan en total el valor |G| = |G : G;||G.|. Recorriendo todas las érbitas
de X obtenemos que |OX||G| = }_ s |PFy X[, como queremos. O

EiEMPLO 3.40. La cantidad de clases de conjugacion de un grupo finito G es igual a

@ch;(gn,

geG

En efecto, para la accion de G sobre si mismo via conjugacion,
PF,G={he€G:ghg ' =h}={hecG:htgh=g}=Cqlg).
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COROLARIO 3.41. St G es un grupo finito y X es un G-espacio transitivo con mds de un
elemento, entonces existe g € G tal que PFy X = ().

DEMOSTRACION. Como X es transitivo, tiene una séla érbita. En consecuencia, por el
Teorema 3.39,

Gl =) |PFyX]|
geG
y, como | PF; X| = |X| > 1, debe existir g € G tal que PFy X = (. O

LEMA 3.42. Fijemosn € N y q € Q. Eziste sélo una cantidad finita de n-uplas (i1, ..., i)
de nimeros naturales, tales que ¢ = 27;:1 1/i;.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos
que el lema es cierto para uplas de longitud n— 1. Para probar que lo es para uplas de longitud
n es suficiente ver que hay sélo un ntimero finito de n-uplas (i1, ...,4,) de nimeros naturales
tales que 11 < - < i y ¢ = 2?21 1/ij. Pero esto es cierto, porque en cada una de estas
n-uplas i; < n/q y, por la hipétesis inductiva, para cada nimero natural k& < n/q sélo hay
una cantidad finita de (n — 1)-uplas (ia, ..., i,) que satisfacen ¢ — 1/k =37, 1/i;. O

TEOREMA 3.43. Para cada n > 1, solo hay una cantidad finita de grupos finitos con
exdctamente n clases de conjugacion.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo finito con n clases de conjugacién, entonces la ecuacién

de las clases nos dice que
n

Gl =G : Calgy)l,
j=1
donde {g1,...,9n} es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G. Por
consiguiente

" 1
1=y —
; |Ca(g5)|

Por una parte, el maximo valor que toman los ntmeros |Cg(g;)| es |G|, y ocurre cuando
g € ZG. Por otra parte, por el Lema 3.42, dicho valor estd acotado por un M > 0. En
consecuencia |G| < M,y para concluir la demostracién basta notar que sélo hay finitos grupos
no isomorfos de orden menor o igual que M. O

EJERCICIO 3.44. Pruebe que si un grupo G contiene un elemento de orden n > 1 y dos
clases de conjugacion, entonces |G| = 2.

3. Teoremas de Sylow

Fijemos un nimero primo p. Un grupo finito es un p-grupo si su orden es una potencia
de p. Supongamos que G es un grupo de orden n = p“m con « > 0 y m coprimo con p.
Por definicién un p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo de G de orden p®. Cuando p
esté claro o no nos interese hablaremos también de subgrupos de Sylow. En esta secciéon vamos
a probar un teorema muy importante, que asegura, entre otras cosas, que el conjunto de los
p-subgrupos de Sylow de G no es vacio. El teorema tiene tres items conocidos como Primer,
Segundo y Tercer teorema de Sylow, respectivamente. Esta es la razon del plural en el titulo.
Antes de enunciar el resultado principal necesitamos establecer un par de lemas.
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LEMA 3.45 (Teorema de Cauchy). Si el orden de un grupo finito G es divisible por un
primo p entonces G contiene un elemento de orden p.

DEMOSTRACION. Consideremos el subconjunto X de GP formado por todas las p-uplas
(g1,-..,9p) tales que g; - - - g, = 1. El grupo ciclico Z,, actia sobre X via

i (g1s-- s 9p) = (Gitire -2 Gnr G1s- -5 Gi)-

Los puntos fijos de X son las p-uplas constantes (g,...,g) tales que ¢ = 1. Como p divide
a |X| = |G[P~! y cada érbita que no es un punto fijo tiene cardinal p, de la igualdad (21) se
sigue que la cantidad de puntos fijos de X es un multiplo de p. En consecuencia, existe g # 1
en G tal que g = 1. O

La nocién de p-grupos se puede extender a grupos infinitos. La caracterizacion dada abajo
indica la manera correcta de hacerlo.

COROLARIO 3.46. Un grupo finito G es un p-grupo si y solo si el orden de cada uno de
sus elementos es una potencia de p.

En la demostracién del Teorema de Sylow usaremos el Teorema de Cauchy con G abeliano.
Bajo esta hipdtesis es posible dar una prueba alternativa del dltimo por induccién en |G| /p,
y obtener luego el caso general como un corolario inmediato del primero.

DEMOSTRACION ALTERNATIVA DEL TEOREMA DE CAUCHY, PARA (G ABELIANO. Elresultado
es obvio cuando |G|/p = 1. Para el paso inductivo tomemos g € G tal que |g| > 1. Si p divide
a |g|, entonces gl9/P tiene orden p. Si no, p divide a |G/(g)| y, por hipétesis inductiva, existe
h € G, tal que su clase en G/(g) tiene orden p. Pero entonces el orden de h es multiplo de p
y hIP/P tiene orden p.

LEMA 3.47. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de G y que H un p-subgrupo
de G. 81 H normaliza a P, entonces H estd incluido en P.

DEMOSTRACION. Por hipétesis H P es un subgrupo de Ng(P) y P es un subgrupo normal
de HP. Entonces por el Tercer teorema del isomorfismo HNP<H y HP/P~ H/HNP, de
lo cual se sigue que

|HP| =[HP : P]|P|=[H : HnN PJ|P|
es una potencia de p. En consecuencia, como PU H C HP, y P es un p-grupo maximal,
H < P. [l
TEOREMA 3.48 (Sylow). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide a |G|, entonces

1. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es congruente a 1 mddulo p.
2. Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

3. Todo p-subgrupo H de G estd incluido en un p-subgrupo de Sylow de G. Ademds, la
cantidad de p-subgrupos de Sylow de G que contienen a H es congruente a 1 mddulo p.

DEMOSTRACION. Primero probemos que el conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G no
es vacio. Procedemos por induccién en |G|/p. Cuando |G|/p = 1, esto es trivial. Supongamos
que es cierto cuando |G|/p < n'y que |G|/p = n. Si G tiene un subgrupo propio H cuyo indice
es coprimo con p, entonces todo p-subgrupo de Sylow de H (por hipétesis inductiva al menos
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hay uno) lo es también de G. Podemos suponer entonces que ningun subgrupo propio de G
tiene indice coprimo con p. De la ecuacién de las clases

Gl =|2G|+ Y |G:Calg),
geX'\Z @

se sigue que p divide a |ZG|. En consecuencia, por el Lema 3.45, el centro de G tiene un
elemento g de orden p. Como g es central, (g) <G. Ademés p divide al orden de G/(g), porque
si no el indice de (g) serfa coprimo con p. Tomemos un p-subgrupo de Sylow P’ de G/{g) y
consideremos su preimagen P por la proyeccién canénica m: G — G/(g). La igualdad

|P| = |g||P"] = p| Pl

muestra que P es un p-subgrupo de Sylow de G. Fijemos un tal P y llamemos X a su clase
de conjugacion. Cada p-subgrupo H de G actia por conjugacién sobre X. Denotemos con
PFy X al conjunto de los puntos fijos de X bajo esta acciéon. Por el Lema 3.47,

PFy X = {gPg~': H CNg(9Pg ')} = {gPg™' : H C gPg™'}.
Por otra parte
| PFy X[ = |X|  (mdd p),

puesto que X \ PFy X es una unién disjunta de drbitas no triviales y, por el Corolario 3.33,
el cardinal de cada érbita no trivial de X es una potencia positiva de p. Asi,

{gPg™ : H CgPg '} =|X| (méd p).
Como {gPg~! : P C gPg~'} = {P}, tomando H = P en esta igualdad, concluimos que
|X| =1 (méd p) y, en consecuencia, que
{gPg~': HCgPg '}/ =1 (méd p).
Aplicando esta férmula con H un p-subgrupo de Sylow se obtiene el item 2). Considerando

ahora H arbitrario se verifica que vale el item 3). Finalmente, el item 1) se sigue del 3)
tomando H = 1. O

Dado un grupo finito G, designamos con el simbolo Syl,, G al conjunto de los p-subgrupos
de Sylow de G.

COROLARIO 3.49. Supongamos que G es un grupo finito y que p es un primo que divide a
|G|. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es |G : Ng(P)|, donde P € Syl, G es arbitrario.

DEMOSTRACION. Dado que la accién de G sobre Syl, G por conjugacién es transitiva,
|Syl, G| = |G : Gp| = |G : Ng(P)|. O

COROLARIO 3.50. 8% G es un grupo de orden p™m con p primo y m coprimo con p,
entonces | Syl, G| divide a m.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Corolario 3.49. O

COROLARIO 3.51. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G.
Son equivalentes:

1. P es un subgrupo completamante normal de G.
2. P es un subgrupo normal de G.
3. P es el unico p-subgrupo de Sylow de G.
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DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.
2) = 3) Por el item 2) del Teorema 3.48.

3) = 1) Si G tiene sélo un p-subgrupo de Sylow P, entonces P es completamente normal
en GG, porque la imagen de P por un endomorfismo de G es un p-subgrupo de G que, por el
item 3) del Teorema 3.48, estd incluido en G. 0

PROPOSICION 3.52. Si (P;)icr es una familia de subgrupos de Sylow de un grupo finito
G, que contiene exdctamente un p-subgrupo de Sylow para cada primo p que divide a |G|,
entonces G estd generado por J;c; P;.

DEMOSTRACION. Consideremos el subgrupo G’ de G generado por | J;c; P;. Como P; < G/,
el orden de P; divide a G’ y, como los |P;|’s son coprimos dos a dos, |G| = [];c; |P| también
divide a G’. Por lo tanto G’ = G. O

OBSERVACION 3.53. Consideremos un subgrupo H de un grupo finito G y fijemos un
divisor primo p de |H|. Por el item 3) del Teorema 3.48, todo p-subgrupo de Sylow Py de H
estd incluido en un p-subgrupo de Sylow P de G y, ademds, Pg = PN H. En consecuencia,

| Syl, H| < [Syl, G|.
Supongamos que P’ es otro p-subgrupo de Sylow de G. Por el item 2) del mismo teorema,
sabemos que existe g € G tal que P' = gPg~", de lo cual se sigue que
gPug~t =P ngHg .
Por consiguiente, si H es normal, entonces PN H € Syl, H para cada P € Syl,G (en par-

ticular, cada p-subgrupo normal de G estd incluido en todos los p-subgrupos de Sylow de G).
Ademds PH/H € Syl (G/H), porque

|PH/H| = |P/(PNH)|
es una potencia de p y
|G/H : PH/H| = |G : PH|
es coprimo con p. Usando que todos los elementos de Sylp(G/H) son conjugados, es fdcil ver
ahora que todos los subgrupos de Sylow de G/H son de esta forma.
PROPOSICION 3.54. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un primo

que divide a |H|, entonces |Syl, H| divide a | Syl, G|. Ademds

1SvL,G| _ |Na(Pu)l _ |G H||Nu(Py)|

|Syl, H|  [Na(P)| INa(P)|

donde Py y P son p-subgrupos de Sylow arbitrarios de H y P, respectivamente.

DEMOSTRACION. G acttia sobre Syl, H por conjugacién, porque
gPyg ' CyHg '=H para todo Py € Syl, H y g € G.

Ademas, esta accién es transitiva debido a que lo es su restriccién a H y, dado que Ng(Pg)
es el estabilizador de Py para la acciéon de G,

|Syl, H| = |G : Ng(Pu)|.
Tomemos P € Syl, G tal que PN H = Py. Como para todo g € Ng(P),
gPug ' =g(PNH)g ' =gPg 'NngHg ' =gPg'NH=PNH=Py
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el grupo Ng(P) esta incluido en Ng(Pp). En consecuencia,
|Syl, H| = |G : Ng(Py)| divide a |G : Ng(P)| = |Syl, G|.

Finalmente
18v,Gl _ |G Na(P)| _ |No(Pu)l _ |G : HI|Nu(Py)
|Syl,H| |G :Ng(Pu)|  |Na(P)] INe(P)|
donde la tltima igualdad se sigue de que |H : Ny (Pg)| = |Syl, H| = |G : Ng(Pg)|. O

PROPOSICION 3.55. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un primo
que divide a |G/H|, entonces |Syl,(G/H)| divide a | Syl, G|.

DEMOSTRACION. Claramente G acttia sobre {PH/H : P € Syl, G} por conjugacién y
esta accién es transitiva. Puesto que Ng(P) esta incluido en el estabilizador Gpu de PH/H
H

y que, por la Observacién 3.53,
|Syl,(G/H)| = {PH/H : P € Syl,G}| = |G : G%L
el cardinal de Syl,(G/H) divide a |G : Ng(P)| = | Syl, G|. O

3.1. Algunos ejemplos

El objetivo de esta subseccién es determinar los subgrupos de Sylow de algunos grupos
finitos.

EJEMPLO 3.56. Es fdcil ver que ((1,2)), ((1,3)) v ((2,3)) son los 2-subgrupos de sylow de
Ss y que ((1,2,3)) es su tinico 3-subgrupo de Sylow.

EJeMPLO 3.57. Consideremos el grupo simétrico Sq. Como se trata de un grupo de orden
41 = 23 x 3, sus 2-subgrupos de Sylow tienen orden 8 y sus 3-subgrupos de Sylow, orden 3.
Dado que los unicos elementos de orden 3 de S4 son sus ocho 3-ciclos, los ultimos son los
grupos ciclicos

((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)) v ((2,3,4)).
Por otra parte, como
H ={id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

es tnvartante, estd incluido en todos los 2-subgrupos de Sylow de S4. Por lo tanto, estos son
los subgrupos Py := (o,H), con 0 € S4\H un elemento cuyo orden es una potencia de 2.
Por ejemplo, podemos tomar como o a un 4-ciclo. Mds ain, por el Teorema 2.2 y el item 2)
del Teorema de Sylow, sabemos que todos los 2-subgrupos de Sylow de Sy tienen esta forma.
Puesto que (o) = (), los tnicos candidatos son Pa234)y, Pa2az)y ¥ Pas2a)- Un cdlculo
directo muestra que

Prosay = 1id, (1,3),(2,4),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3), (1,2,3,4), (1,4,2,3) },
P43 = {id, (1,4),(2,3),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3),(1,2,4,3),(1,3,4,2)}

P = 1{id, (1,2),(3,4),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3),(1,3,2,4), (1,4,2,3) }.
Finalmente, como P(1 23 4) estd generado por las permutaciones
oc=1(1,2,3,4) y 7=(1,4)(2,3),
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4 2

Yyo =T =107}

o =id, los grupos P1234), P1243) Y P1,324) son isomorfos a Dy.

EJeMPLO 3.58. Parte de los argumentos usados en el ejemplo anterior muestran que

((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)) y ((2,3,4))
son los 3-subgrupos de Sylow de Ay, y que H = Zis X Zy es su unico 2-subgrupo de Sylow.

EJEMPLO 3.59. Consideremos el grupo diedral D,,. Recordemos que D,, estd generado por
dos elementos x e y sujetos a las relaciones

1

=1, y?*=1 e yry lz=1,

Y que
Dp={1,...., 2"y ... 2"y}

Recordemos también que

- Los elementos z'y tienen orden 2.
- Los elementos x* tienen orden n/(n : i).

- El subgrupo (') de D,, es invariante para todo 1.
Escribamos n = 2™t con t impar, de manera que |Dy| = 2™F1t. Afirmamos que:

1. Todos los 2-subgrupos de Sylow de D,, son isomorfos a Dom, y hay t.

2. Si p es un primo impar que divide a t, entonces D, tiene un unico p-subgrupo de
Sylow, el cual es ciclico.

El item 2) se sigue inmediatamente de que si t = p“v con v coprimo con p, entonces <a:2m”>
tiene orden p“ y es invariante. Consideremos ahora el item 1). Como (') < D,, y |2t| = 2™,
todos los 2-subgrupos de Sylow de D,, incluyen a (x'). En consecuencia, dado que el orden de
ningiin x* € Dy, \ (x') es una potencia de 2, los posibles 2-subgrupos de Sylow de D,,, son los
subgrupos K; := (z'y,x') = (x')(z'y), donde la ltima igualdad vale porque (x') es normal.
De hecho, como '

|<l’t><$zy>| — ’<$t>H<x1y>| — 2™ x 2 —_ 2m—|—1

[(z) N {z*y)] 1 ’
todos los K; son, efectivamente, 2-subgrupos de Sylow. Puesto que
K; = (a'y, o) = {«""y, 2" : 0 < j <27},

es claro que K; = Ky si y solo si i’ =i (méd t). Asi, los 2-subgrupos de Sylow de D,, son
exactamente Ko, ..., Ky_1. Para ver que K; es isomorfo a D,, es suficiente notar que tiene
orden 2™F1 y que los elementos x'y y x* generan K; y satisfacen

@) =1, (@'y?=1 y (@'ya'@y*t=a""

EJEMPLO 3.60. Recordemos que el grupo cuaternionico generalizado H,, estd generado por
dos elementos x e y sujetos a las relaciones

1

"yl =1 e yry lz=1,

Y que
H,={1,..., 22" Yy, .. 2?1y},

Recordemos también que

- Los elementos z'y tienen orden 4.
- Los elementos o' tienen orden 2n/(2n : i).
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- El subgrupo (z*) de H, es invariante para todo 1.
Escribamos n = 2™t con t impar, de manera que |H,| = 2™*2t. Afirmamos que:

1. Todos los 2-subgrupos de Sylow de H,, son isomorfos a Hom, y hay t (aqui debemos
interpretar a Hy como el grupo ciclico de orden 4).

2. Si p es un primo impar que divide a t, entonces H, tiene un tunico p-subgrupo de
Sylow, el cual es ciclico.

Elitem 2) se sigue inmediatamente de que sit = p“v con v coprimo con p, entonces <x2m+1”>
tiene orden p* y es invariante. Consideremos ahora el item 1). El subgrupo (z*) de H,, estd in-
cluido en todos los 2-subgrupos de Sylow de H,, porque es invariante y tiene 2™+ elementos.
En consecuencia, como el orden de ningin x* € H,\ (z?) es una potencia de 2, los 2-subgrupos
de Sylow de H,, son algunos de los subgrupos L; = (x'y, zt) = (z')(zy), donde la ultima igual-
dad vale porque (x!) es invariante. Notemos ahora que (2'y)? = xlyxty=ly? = y? = 2™ y, por
lo tanto, (x'y) N (x') = {1,2™}. Por consiguiente,

o L@ 2 e
) ) = i ot = g =2

lo cual muestra que todos los L; son 2-subgrupos de Sylow. Puesto que

L = (z'y, 2"y = {a Ty, 2 : 0 < j < 2™,

~

es claro que L; = Ly si y sélo si i’ = i (mdd t). Asi, los 2-subgrupos de Sylow de H, son
ezactamente Lo, ..., Ly_1. Para ver que L; es isomorfo a Hoay es suficiente notar que tiene
orden 2™*2 y que x'y y x' generan L; y satisfacen

@) (@) P =1 y (@yataty) 2 =1

EJEMPLO 3.61. Consideremos un grupo simétrico Sy, con p primo. Como |S,| =p! yp es
coprimo con (p — 1)!, cada p-subgrupo de Sylow de S, es ciclico de orden p. Veamos cuantos
hay. Como los grupos ciclicos de orden p tienen p — 1 generadores, por la formula de Cauchy
Sp tiene (p — 1)! ciclos de orden p, y estos son todos los elementos de orden p de Sp; hay

(p—1)!
p—1
p-subgrupos de Sylow en S,. En consecuencia, por el item (1) del Teorema de Sylow

(p—2)!=1 (mdd p),

(p—2)=

que es lo que dice el famoso Teorema de Wilson.

EJEMPLO 3.62. Supongamos que k es un cuerpo de p™ elementos con p primo (mds ade-
lante veremos que el cardinal de un cuerpo finito siempre es una potencia de un primo). Por
la Proposicion 3.34 sabemos que, cualquiera sea n, el orden de GL(n,k) es

pmn(nfl)/2(pmn o 1)(pm(n71) o 1) . (pm o 1)

En consecuencia, como p es coprimo con (p™ — 1)(p™=D) — 1) ... (p™ — 1), los p-subgrupos
de Sylow de GL(n,k) tienen p(=1/2 elementos. Puesto que este es el orden del subgrupo
UT(n,k) de GL(n, k), formado por las matrices triangulares superiores que tienen 1 en la
diagonal principal, UT(n, k) es un p-subgrupo de Sylow de GL(n, k).
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TEOREMA 3.63 (Frattini). Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y P es un
p-subgrupo de Sylow de H, entonces G = H Ng(P). En particular, P es un subgrupo normal
de H si y solo si es un subgrupo normal de G.

DEMOSTRACION. Tomemos g € G. Como H es normal, gPg~! C gHg~' = H. En con-
secuencia, por el item 2) del Teorema de Sylow, existe h € H tal que hgPg~'h~! = P. Asi,
g=h"thg € HNg(P). O

COROLARIO 3.64. Si un subgrupo H de un grupo finito G contiene al normalizador de un
subgrupo de Sylow P de G, entonces Ng(H) = H.

DEMOSTRACION. Debido al Teorema 3.63, como H es normal en Ng(H),
Ng(H) = H Ny, m)(P) € HNg(P) = H,

COMo queremos. ]

3.2. Algunas aplicaciones

En esta subseccion establecemos algunos resultados que son consecuencia mas o menos
directa del Teorema de Cauchy, los Teoremas de Sylow y sus corolarios. El primero es la
clasificacién de los grupos finitos cuyo orden es producto de dos primos distintos. La prueba
que damos usa de manera escencial el Teorema de Cauchy.

TEOREMA 3.65 (Caracterizacion de grupos de orden pq). Supongamos que G es un grupo
de orden pq con p y q primos y q < p.
- St G es abeliano, entonces G = Zypq.

- 51 G no es abeliano, entonces q divide a p — 1, el conjunto
R={reN:1<r<pyr?=1 (médp)}

no es vacio y G estd generado por elementos g y h, de drdenes p y q respectivamente,
que satisfacen hgh™ = g™, donde ry es el minimo elemento de R. En particular, G
es producto semidirecto interno de los subgrupos (g) y (h).

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Cauchy, existen g,k € G con [{(g)] = py |{9)] = q.
Ademas, por el Corolario 3.13, el primero es normal. Si (k) también lo es, entonces

g, k] = gkg 'k~ e ()N (k) =1

y asi G = (g) x (k) = Z,p,. Supongamos ahora que (k) no es normal. Como (g) si lo es, existe
0 <r < p tal que kgk~! = ¢". Un argumento inductivo muestra ahora que kigk™" = ¢ para
todo ¢ > 1, por lo que
9" =kigk™? =g,

lo cual implica que r? = 1 (méd p). Por otra parte, dado que la igualdad kgk~! = 1 es
imposible y que G no es conmutativo, debe ser r > 1. Por lo tanto, como ¢ es primo, ¢ es
el orden de r en Z;. En consecuencia, por el Teorema de Lagrange, q divide a |Z;| = p — 1.
Como la ecuacién X7 =1 no puede tener mds de g raices en Z,, y cada potencia de r es una
raiz, existe a < ¢ tal que r* = ry (méd p), donde 7y es el minimo de los enteros r tales que

1<s<p y s7>=1 (méd p).
85



3 Teoremas de Sylow Acciones de grupos

Tomemos h = k% # 1. Puesto que k = h”, donde § € Z4 es el inverso multiplicativo de «, el
grupo G esta generado por g y h. Finalmente, como

W= (k)1 =(k)*=1 y hgh ' =k%k *=g" =g",
los elementos g y h satisfacen las relaciones requeridas en el enunciado. O

Supongamos que p y ¢ son primos y que ¢ divide a p — 1. Por el Teorema de Cauchy Z
tiene un elemento r de orden ¢. Por el Ejemplo 1.119, sabemos que para cada uno de estos r
hay un grupo de orden pq generado por elementos g y h, de érdenes p y g respectivamente,
que satisfacen hgh™! = ¢".

En el resto de esta subseccién denotaremos con n,, a la cantidad de p-subgrupos de Sylow
de un grupo finito G.

PROPOSICION 3.66. Ningiin grupo de orden p*q, donde p y q son dos niimeros primos
distintos, es simple. Mds precisamente, todo grupo G de este orden tiene un subgrupo normal
de orden p? o un subgrupo normal de orden q.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 3.50, forzosamente ng, = 1, ng = p o ng = p?. En
el primer caso el tnico g-subgrupo de Sylow de G es normal. Por el item 1) del Teorema
de Sylow, en el segundo p = 1 (méd ¢), por lo que p > ¢. Puesto que, nuevamente por el
Corolario 3.50 y el item 1) del Teorema de Sylow, n, | ¢ y np, = 1 (méd p), esto implica que
ny, = 1, y asi G tiene un unico p-subgrupo de Sylow, el cual es normal, por el Corolario 3.51.
Por 1iltimo en el tercer caso el grupo G tiene p?>(q — 1) elementos de orden ¢ y los restantes
p? elementos de G sélo pueden formar un p-subgrupo de Sylow de G, el cual es normal por
la misma razén que antes. O

PROPOSICION 3.67. Ningin grupo de orden 2pq, donde p < q son dos miimeros primos
impares, es simple. Mds precisamente, si G es un grupo de ese orden, entonces G tiene un
subgrupo normal de orden p o un subgrupo normal de orden q.

DEMOSTRACION. Por el item 1) del Teorema de Sylow, existen enteros no negativos h,,
y hq tales que n, = hy,p + 1y ny = hyq + 1. Denotemos con S a la unién de todos los
p-subgrupos de Sylow de G y todos los g-subgrupos de Sylow de G. Si el resultado es falso,
entonces hy, hqy > 1 por el Corolario 3.51 y, por lo tanto,

(G\S) U] =2pq — ((hyp + 1)(p = 1) + (hgg + 1)(q — 1))
<2pg—((p+ -1+ (g+1)(—1))
=2pq— (p° —1+¢* 1)
=—(¢g-p*+2<-2,

lo que es absurdo. ]

Aplicaciones a grupos de orden pequeno FEn este pardgrafo aplicamos los Teoremas
de Sylow para determinar salvo isomorfismos todos los grupos simples de un orden fijo dado.
En todos los casos considerados el orden es menor que 100 y, salvo en uno, lo que se prueba
es la no existencia de grupos simples del orden requerido.

No existen subgrupos simples G de orden 36: Tomemos un 3-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12 sabemos que P contiene un subgrupo P’, que es normal
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en G y cuyo indice en G es 4h, con h un divisor de (3! : 3%) = 3. En particular, P’ es
un subgrupo no trivial de G.

No existen subgrupos simples G de orden 48: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12, sabemos que P contiene un subgrupo normal P’, cuyo
indice en G es 3h, con h un divisor de (2! : 2*) = 2. En particular, P’ es un subgrupo
no trivial de G.

No existen grupos simples G de orden 56: En efecto, como ny = 1 (méd 7) y
ny | 8, debe ser n; = 1 u ny = 8. En el primer caso G tiene un tdnico 7-subgrupo
de Sylow que, justamente por eso, es normal, y, en el segundo, G tiene 8 x 6 = 48
elementos de orden 7 y los restantes 8 sélo pueden formar un 2-subgrupo de Sylow de
G, el cual es normal por la misma razén.

No existen subgrupos simples G de orden 80: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12, sabemos que P contiene un subgrupo normal P’, cuyo
indice en G es 5h, con h un divisor de (4! : 2*) = 8. En particular, P’ es un subgrupo
no trivial de G. También se puede proceder de la siguiente manera: Como ns = 1
(méd 5) y ns | 24 debe ser n5 = 1 0 n5 = 16. En el primer caso G tiene un tnico
5-subgrupo de Sylow que, por lo tanto, es normal, y, en el segundo, G tiene 16 x4 = 64
elementos de orden 5 y los restantes 16 elementos sélo pueden formar un 2-subgrupo
de Sylow de G, el cual necesariamente es normal.

~Y

No existen grupos simples G de orden 84: En efecto, como ny = 1 (méd 7) y
ny | 12, forzosamente ny = 1. Asi, G tiene un tnico 7-subgrupo de Sylow que, por lo
tanto, es normal.

No existen subgrupos simples G de orden 96: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12, sabemos que P contiene un subgrupo normal P’, cuyo
indice en G es 3h, con h un divisor de (2! : 25) = 2. En particular, P’ es un subgrupo
no trivial de G.

Todo grupo simple de orden 60 es isomorfo a As: Por la Proposicién 2.10 y el
Teorema 3.9 para probar esto sera suficiente ver que si G es un grupo simple de orden
60, entonces G tiene un subgrupo H de indice 5. Por el item 1) del Teorema de Sylow
y el Corolario 3.50 sabemos que ny € {1,3,5,15} y ns € {1,6}. Por el Corolario 3.51,
como G es simple, no puede ser no = 1 ni ns = 1. En particular G tiene 24 elementos
de orden 5. Ademas, por el Corolario 3.49, sabemos que si no = 3, entonces G tiene un
subgrupo de indice 3. Pero esto es imposible, porque por el Teorema 3.8, en tal caso
G tendria un subgrupo normal propio. Asi que tampoco puede ser ny = 3. Si ng = 5,
entonces por el Corolario 3.49, podemos tomar H = Ng(P) dénde P es un 2-subgrupo
de Sylow arbitrario. Supongamos por tltimo que ny = 15. Si cada par de 2-subgrupos
de Sylow de G tuviera interseccion trivial, G tendria 15 x 3 = 45 elementos de orden
par, que sumados a los 24 de orden 5, da 69, lo que es absurdo. Asi que existen dos
2-subgrupos de Sylow P; y P, tales que K = PN P, no es trivial. Claramente K es un
subgrupo normal de P; y P» y, por lo tanto, de (P;, P»). En consecuencia, como G es
simple, (P;, P») # G. Como 4 = |P;| divide propiamente a |(Py, Po)| vy [(P1, P2)| divide
propiamente a |G|, forzosamente |(P;, P)| = 12 o |(Py, P2)| = 20. Pero lo tdltimo es
imposible, por el Teorema 3.8. Asi pues, el indice de (P, P;) en G es 5 y podemos
tomar H = (P, P»).
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4. p-Grupos finitos

En esta seccién establecemos algunas propiedades bésicas de los p-grupos finitos.

TEOREMA 3.68. Si G es un p-grupo finito, H< G y H # 1, entonces HNZG # 1. En
particular, Z. G no es trivial.

DEMOSTRACION. Consideremos la ecuacién
H|=|HNZG|+ > |G:Cqa(h)],
heX'\(HNZ G)
donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G que estén
incluidas en H (vease el segundo ejemplo debajo de la igualdad (22)). Dado que tanto |H |

como cada |G : Cg(h)| son divisibles por p, también lo es |H NZ G|, de manera de que HNZ G
no es trivial. m

COROLARIO 3.69. Todo subgrupo normal de orden p de un p-grupo G estd incluido en el
centro de G.

COROLARIO 3.70. Si |G| = p", entonces toda cadena
1:GOngl gG’LQ gng,an:Gv

de subgrupos normales de G con 0 < i1 <igo < - -+ <1ip <N Y \Gij| = pli, se puede completar
a una cadena

1:G0§G1§G2§§Gn_1§Gn:G,
de subgrupos normales de G con |G| = p?. En particular G tiene un subgrupo normal de
orden p’ para cada j < n.

DEMOSTRACION. Para grupos de orden p el resultado es trivial. Supongamos que n > 1y
que es cierto para p-grupos de orden menor que p"™. Por el Teorema 3.68 existe g € Z(G) NGy,
tal que G := (g) es un subgrupo normal de orden p de G incluido en G;,. Por lo tanto
podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7; = 1. Consideremos la proyeccion candnica
m: G — G/G;. Por hipétesis inductiva la cadena

1=GyCGiy-1CGiy1C--CGi—1 CGr1 =G/Gy,
donde éi]._l denota a W(Gij), se puede extender a una cadena
1=Go CG1CG2C - CGn1 C G,
de subgrupos normales de G,,_1, tal que |@j| = pJ para 1 < j <n—1. Es claro que la cadena
1=GoCG1CG2C--CGr1CG=G
obtenida tomando Go = 1y G; = w_l(aj_l) para 1 < j < n, satisface las condiciones
requeridas en el enunciado. ]

COROLARIO 3.71. Todo grupo G de orden p? es abeliano. Ademds son equivalentes:

1. G no es ciclico.

2. G tiene p+ 1 subgrupos de orden p.

3. G tiene al menos dos subgrupos de orden p.
4. G es isomorfo a 2y, X Zy.
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DEMOSTRACION. Supongamos que G no es abeliano, entonces por el Teorema 3.68 los
grupos Z G y G/ Z G tienen orden p y, por eso mismo son ciclicos, lo que contradice la Proposi-
cién 1.137.

Ahora consideremos las equivalencias. Si G no es ciclico, entonces cada uno de los p? — 1
elementos no nulos de GG genera un subgrupo de orden p. Como estos subgrupos se intersecan
trivialmente, G tiene p+1 = (p®—1)/(p—1) subgrupos de este orden. En consecuencia 1) = 2).
Es evidente que 2) = 3) y 4) = 1). Resta comprobar que 3) = 4). Por la Observacién 1.98
para ello basta notar que si H; y Hs son dos subgrupos distintos de orden p de G, entonces
HiNHy=1y HHy,=G. ]

COROLARIO 3.72. §i G es un grupo no conmutativo de orden p>, entonces el centro de G
coincide con el subgrupo conmutador, tiene orden p, y es el unico subgrupo invariante de G
de ese orden. Ademds, G/ Z G es abeliano y no es ciclico.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.68 sabemos que ZG # 1y, como G no es abeliano,
ZG # G. Ademas, por la Proposicién 1.137, el cociente G/Z G no es ciclico. Por lo tanto
|G/ZG| = p* y |ZG| = p. Por otra parte, dado que por el corolario anterior G/ZG es
abeliano,

[G,G] CZG.
Pero la inclusién no puede ser propia, porque eso significaria que G es abeliano. Finalmente,
por el Corolario 3.69, el tinico subgrupo normal de orden p de G es ZG. U

TEOREMA 3.73. Si H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G, entonces H C Ng(H).

DEMOSTRACION. Si H es normal, entonces H & G = Ng(H). Supongamos que H no es
normal. Bajo esta hipdtesis, el cardinal |G : Ng(H)|, del conjunto X de los subgrupos de G
conjugados a H, es una potencia de p mayor que 1. El grupo H actia sobre X por conjugacién
y, como H es un p-grupo, el cardinal de cada una de las orbitas de X bajo esta accién es
una potencia de p. En consecuencia, como H es un punto fijo, X tiene al menos otros p — 1.
Tomemos uno gHg~! distinto de H. Entonces hgHg 'h™' = gHg~! para cada h € H, por
lo que g"'Hg C Ng(H). Esto termina la prueba porque g 'Hg # H. O

COROLARIO 3.74. Si H es un subgrupo propio mazximal de un p-grupo finito G, entonces
H es normal y su indice es p.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior H<G. Ademds, por el Corolario 1.78, el cociente
G/H no tiene subgrupos no triviales y, en consecuencia, debido al Corolario 3.70, su cardinal
es p. ]

OBSERVACION 3.75. Supongamos que H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G.
Por el Teorema 3.73, en la cadena de subgrupos

HaNg(H)aNg(H)<---aNGH(H)) aNG(H) = G,
donde Ngrl(H) = Ng(NjG(H)) para todo j < i, cada grupo es un subgrupo propio del siguiente.

Como G es un p-grupo, los ordenes de los grupos que constituyen la cadena anterior forman
una sucesion estrictamente creciente

PO <p™ <--- <p¥,
de potencias de p. Por el Corolario 3.70, para cada j < i hay una cadena
NL(H) = Ga, € Gay1 €+ € Gayyy—1 € Gay,y = NGTH(H),
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en la cual Go, 11 €s un subgrupo normal de orden pitt de N]é+1(H). En particular H estd in-
cluido en un subgrupo de indice p de G.

TEOREMA 3.76. Consideremos un subgrupo arbitrario H de un grupo finito G. Si |H|
divide a p™ y p™ divide al orden de G, entonces la cantidad de p-subgrupos de G de orden
p™ que incluyen a H es congruente a 1 mddulo p.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que |H| < p™ ya que en otro caso el resultado es
trivial. Escribamos |G| = p™r. Haremos la demostracién por induccién en el maximo entero
no negativo n tal que p" divide a r. Cuando n = 0 el enunciado se reduce al item 3) del
Teorema 3.48. Supongamos que n > 0 y que el teorema vale para subgrupos de G de orden
p™*1. Designemos con

Pl,...,Pu y Qla"'an
a los subgrupos de G, de orden p™*! y p™ respectivamente, que contienen a H. Por hipétesis
inductiva la cantidad a; de los P;’s que contienen a un dado @), es congruente a 1 médulo p.
Para concluir la demostracién serd suficiente mostrar que la cantidad b; de los @;’s que estan
contenidos en un F; dado, también es congruente a 1 médulo p, ya que entonces de la igualdad

U v
E bl = E CL]',
=1 7=1

vélida pues las dos sumas cuentan a cada P; con multiplicidad igual a la cantidad de @;’s que
contiene, se seguird que u = v (mdd p). Con esto en mente fijemos P; y supongamos que

Qj17 .. "ij/
son los @);’s contenidos en P;. Debemos mostrar que v’ = 1 (méd p). Por la Observacién 3.75
sabemos que v' > 1. Si v = 1, entonces es obvio que v = 1 (mdéd p). Analizemos que

ocurre cuando v' > 1. Por el Corolario 3.74, cada @, es un subgrupo normal de P;. Por
consiguiente j,Q;, = F;. Por la Proposicién 1.34, esto implica que Dy = Qj; N @;, tiene
orden p™~!. Ademéds D; < P, porque es la interseccién de dos subgrupos normales de P;.
Por el Corolario 3.71, el cociente P;/D; es abeliano y tiene p + 1 subgrupos de orden p. En
consecuencia, en el conjunto
{Q-jl""’ij/}

hay p+1 elementos que incluyen a D;. Si v’ = p+1 esto termina la demostraciéon. Supongamos
que v’ > p+1y tomemos le3 tal que D7 no esta incluido en leg. Escribamos Dy = Q, ﬂleg.
Razonando como antes, vemos que p + 1 de los elementos del conjunto

{le’ .- '7ijl}7

incluyen a Ds. De estos, @, es el tinico que contiene a la vez a D1 y a Do, ya que si hubiera
otro, digamos @;,, entonces Q)j, N @, contendria a D1 y a Dy, lo que es absurdo porque

’Dl, = |D2| = |Qj1 N le| :pm_l
y D1 # Da. Asi, en {Qy,,...,Q;,} hay 2p + 1 elementos que incluyen a Dy o a Ds. Si
v/ = 2p + 1 la demostracién se termina aqui. Supongamos que v’ > 2p + 1, tomemos le4 tal
que ni Dq ni D estdn incluidos en @, y escribamos D3 = Q;, NQj,, . En {Qj,,-..,Qj,, } hay
p+ 1 elementos que contienen a D3. Nuevamente (Q;, es el inico que contiene a D1 y a D3, y
también es el tinico que contiene a Dy y a D3. Asi, hay 3p+1 elementos en {Qj,,...,Q; ,} que
contienen a Dy, Do 0 D3. Siv' = 3p+1 esto termina la demostracén, y si no podemos continuar
con este procedimiento hasta que todos los elementos de {Q;,,...,Q; , } estén listados. [
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COROLARIO 3.77. Si p™ divide al orden de un grupo finito G, entonces la cantidad de
subgrupos de G de orden p™ es congruente a 1 moddulo p.

DEMOSTRACION. Témese H = 1 en el teorema anterior. OJ

OBSERVACION 3.78. Supongamos que N es un subgrupo mnormal de un p-grupo finito G.
Fijemos m < n tales que p™ < |N| y p" < |G| y designemos con X al conjunto de los
subgrupos de orden p" de G que intersecan a N en un subgrupo de orden p™ (X puede ser
vacio). Como N es normal, G actia sobre X por conjugacion. Los puntos fijos de X bajo esta
accion son los subgrupos normales de G que pertenecen a X. Ademds | PF X| = | X| (méd p),
puesto que X \ PF X es una union disjunta de orbitas no triviales, y por el Corolario 3.33 el
cardinal de cada una de esta orbitas es una potencia positiva de p. En consecuencia,

{P € X : P es un subgrupo normal de G}| = |X| (méd p).
Por ejemplo, por el Teorema 3.76, si N un subgrupo normal de un p-grupo finito G y
IN| <p" <G,

entonces la cantidad de subgrupos normales de G de orden p" que contienen a N es congruente
a 1 mddulo p y, por el Teorema 3.68, la cantidad de subgrupos de orden p" de un p-grupo
finito G cuya interseccion con Z. G es 1, es un maultiplo de p.

LEMA 3.79. El grupo G1 = (g, h|gp2, hP, hgh~tg=P~1) tiene p* elementos.

DEMOSTRACION. El subgrupo (g) de G es normal, |g| < p? v |G1/{g)| < p. Por lo tanto,
|G1| < p3. Para probar que vale la desigualdad opuesta sera suficiente exhibir un morfimo
sobreyectivo de G en un grupo de orden p3. Tomemos grupos ciclicos Cpe = () y Cp = (y)
de orden p? y p, respectivamente. Como (1 + p)? = 1 (méd p?) la aplicacién

sz sz ,

;1;7: f— :Ui(p'f‘]-)

es un automorfismo de orden p y, por consiguiente, la correspondencia

Cp ;} Aut CP2 s
es un morfismo. Consideremos el producto semidirecto Cp2 x¢ C} y escribamos Z = (z,1) e
7= (1,y). Puesto que
=P =1 e gyt =artt
hay un morfismo £: G1 — Cp2 x¢ C) tal que {(g) = & y {(h) = . Como & es sobreyectivo y
|Cp2 ¢ Cp| = p?, esto termina la demostracion. O

LEMA 3.80. El grupo Go = (g, h, k|gP, hP kP, ghg *h~!, gkg= k=1, hkh=1k=1g™1) tiene p?
elementos.

DEMOSTRACION. Notemos que el subgrupo (g) de G5 es normal, |g| < p vy |G2/(g)| = p*.
Por lo tanto, |G2| < p3. Tal como hicimos en el lema anterior, para probar que vale la
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desigualdad opuesta construiremos un morfismo sobreyectivo de G5 en un grupo de orden p3.
Un célculo sencillo muestra que la aplicacién

CyxCy—Y Oy x|
(v, y7) —= ("7, )

donde C), = (y) es un grupo ciclico con p elementos, es un automorfismo de orden p, por lo
que la correspondencia

Cp——> Aut(Cy, x Cp)

Y —y"
es un morfismo. Tomemos el producto semidirecto (C), x C}) x¢ C) y escribamos y1 = (y, 0, 0),
y2 = (0,4,0) y y3 = (0,0,y). Puesto que

W= =05=1 Dl2=01, st =0ds ¥ Usie =101 G2ds,
hay un morfismo £: Go — (C)p x Cp) x¢ Cp, tal que £(g) = 31, {(h) = 92 y £(k) = y3. Como &
es sobreyectivo y |(Cp x C}) x¢ Cp| = p3, esto termina la demostracién. O
NotA 3.81. En las demostraciones de los Lemas 3.79 y 3.80 se probé mds que lo estable-

cido en los enunciados. Especificamente, en la del primero que Gy es producto semidirecto

interno de los subgrupos {g) (de orden p?) y (k) (de orden p), y en la del seqgundo que Go es
producto semidirecto interno de los subgrupos (g, h) (de orden p?) y (k) (de orden p).

TEOREMA 3.82 (Caracterizacion de los grupos de orden p®). Para cada grupo G de orden
2, vale que:
1. 51 G es abeliano, entonces G es isomorfo a Ly, Ziyz X Ly 0 Ly X Lipy X Zp.

2. 51 G no es abeliano y p = 2, entonces G es isomorfo al grupo diedral Dy o al grupo
cuaternionico Hs.

3. 51 G no es abeliano y p > 2, entonces G es isomorfo al grupo G1 introducido en el
Lema 3.79 o al grupo G introducido en el Lema 3.80.

DEMOSTRACION. Sabemos que G es ciclico si y sélo si tiene elementos de orden p?. Su-
pongamos que no lo es, pero que tiene un elemento g de orden p?. Tomemos h € G \ {(g). Es
evidente que G = (g, h). Ademads, por el Corolario 3.13 el subgrupo de G generado por g es
normal. En consecuencia h” € (g) y existe 1 < r < p? tal que hgh~! = ¢g". Consideramos por
separado los casos r =1 (i. e. G conmutativo) y r > 1

r = 1: Escribamos h? = ¢’ con 0 < j < p?. Como
) .
1= ht" =gV,

existe 0 < t < p tal que j = pt. Reemplazando h por hg~! podemos suponer que h? = 1,
lo cual implica que (g) N (h) = 1. Pero entonces

G~ (g9)x(h)y~Z
por el Teorema 1.97 y la Proposicion 1.108.

2 XZp

r > 1: Un argumento inductivo prueba que high™* = gri para todo ¢ > 1. En particular
g=hPgh™ = ¢g"" por lo que 7’ = 1 (méd p?). Puesto que

(I+p =1 (médp?)
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y Z;Z tiene un unico subgrupo de orden p (pues es ciclico de orden (p — 1)p), existe
0<a<ptal que 1+p=7r* (méd p?). Notemos que h® € G\ (g) porque p no divide a
«. Cambiando h por h® podemos suponer que r = 1 + p, ya que

hozghfa — gr“ — g1+p.
Como antes, existe 0 < ¢t < p tal que h? = g'. Ahora dividimos la demostracién en dos
partes, considerando por separado los subcasos p =2y p > 2.

p = 2: Las tnicas posibilidades para h? son 1 o g2. Si h? = 1, entonces G estd generado
por dos elementos g y h que satisfacen

g4:h2:1 y hghfl:g?)

y, por lo tanto, G =~ Dy, y si h?> = ¢°, entonces G estd generado por dos elementos g
y h que satisfacen

gt=1, W=g¢ y hgh' =g’
y, por lo tanto, G ~ Hs.
p > 2: Haciendo induccién primero en j y luego en i se verifica que hig’ = ¢ (1+p)" pi.
Usando esto es facil comprobar por induccién en [ que

(gt 0PI = gttt () Tl g*t<1+p)%h1.

Como (1 + p)? =2 1+ p? (mdd p?) porque p > 2, de la férmula anterior se sigue en
particular que

(14+p)P—1
p

(g—t(1+p)h)p — g—t(lﬂ)) hP — g—t(1+p)php = g PRP = 1.

Dado que
(g~ P p) g (gt 0PI ) =1 = g tHP) pgp =1 gt4p) — =t14p) 1tp ot(14p) — 14p,

reemplazando h por ¢ t(*P)h, vemos que G estd generado por dos elementos g y h
que satisfacen

¢ =h =1 e hgh~l=gltP
y, por lo tanto, G =~ Gj.

Resta ver que sucede cuando todos los elementos no nulos de G tienen orden p. Nuevamente
consideramos por separado los casos G conmutativo y G' no conmutativo.

G es conmutativo: Tomemos g € G \ {1} arbitrario y h,k € G tales que sus clases en
G/(g) generan G/(g). Por el Teorema 1.97, como (h) N (k) = 1y (g) N (h,k) = 1, el
grupo G es producto directo interno de los subgrupos (g), (h) y (k). Entonces, por la
Proposicién 1.108, es isomorfo a Z, x Zy, X Zy.

G no es conmutativo: Por el Ejercicio 1.15 y los Corolarios 3.71 y 3.72 sabemos que p > 2,
que ZG = [G,G] es un subgrupo invariante de orden p de G y que G/ZG ~ Zy, X Zy,.
Tomemos h, k € G tales que sus clases en G/ Z G generen G/ Z G. Entonces el conmutador

g=I[hk=hkh 'kt eZG
es distinto de 1, porque de lo contrario
G = (h,k,ZQG)
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serfa conmutativo. Por consiguiente G esta generado por los elementos g, h y k, los cuales
satisfacen las relaciones

" =h" =k’ =ghg 'h~' = gkg” 'k~ = hkhT'kTgT =1,
y en consecuencia es isomorfo a Gs.

No habiendo maés casos para considerar, la prueba esta terminada. O
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Capitulo 4

Teoria elemental

1. Anillos

Un anillo A es un conjunto provisto de dos operaciones binarias, llamadas suma o adicion
y producto o multiplicacion, tales que

1. A es un grupo abeliano via la suma,
2. A es un monoide via el producto,
3. El producto es distributivo a izquierda y a derecha con respecto a la suma.

Como es usual, denotaremos con a+b a la suma de dos elementos a,b € A, con ab al producto,
con 0 al elemento neutro de A respecto de la suma, con —a al opuesto aditivo de un elemento
a y con 1 a la unidad o neutro respecto del producto. Con estas notaciones el dltimo item de
la definicién anterior se escribe

alb+c)=ab+ac y (b+ ¢)a = ba + ca.

Puede ocurrir que 1 = 0, pero en este caso, como veremos enseguida, A es el anillo nulo
{0}, al que denotaremos 0. Son bien conocidos e importantes los anillos Z, Q, R y C de
los niimeros enteros, racionales, reales y complejos. También son muy importantes los anillos
de polinomios en una y varias variables sobre estos y los de congruencias Z/nZ. Un anillo
es conmutativo si su producto lo es. El anillo M, (A), de matrices cuadradas de n x n con
coeficientes en un anillo A (cuando A es una anillo arbitrario la definicién es la misma que
cuando es un cuerpo), no es conmutativo si n» > 1 y A no es el anillo nulo. Tampoco lo
es el anillo de endomorfismos Endg V' de un k-espacio vectorial V', si dimV > 1. Como el
lector atento habrd notado, algunos de los ejemplos mencionados aqui, entre ellos el ultimo,
va fueron considerados en la primera parte de estas notas.

PROPOSICION 4.1. La multiplicacién de A tiene las siqguientes propiedades:

1. a0 = 0a = 0 para todo a € A.
2. (—a)b = a(—=b) = —ab para todo a,b € A.
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DEMOSTRACION. 1) Sumando —a0 a ambos miembros de la igualdad
a0 = a(0+ 0) = a0 + a0,
obtenemos que 0 = a0. De la misma manera se ve que 0 = Oa.
2) Basta observar que, por el item anterior,

ab+ (—a)b = (a+ (—a))b=0b=0.
La otra afirmacion es similar. d
COROLARIO 4.2. Si 1 =0, entonces A = 0.
DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior a = al = a0 = 0 para cada a € A. O

El anillo opuesto de A es el anillo A°P, que tiene los mismos conjunto subyacente y suma
que A, pero cuya multiplicaciéon pigep: A°P x AP — AP estd definida por pgop(a,b) := ba.
Es evidente que A es conmutativo si y sélo si A = A°P.

Un elemento a de A es un divisor de cero a izquierda si existe b € A\ {0} tal que ab = 0,
un diwisor de cero a derecha si existe b € A\ {0} tal que ba = 0. Finalmente a es un divisor
de cero si lo es a izquierda 6 a derecha. Por ejemplo, el operador de derivacién

d .

X’

es un divisor de cero a izquierda del anillo Endg (R[X]), porque componiendolo a derecha con
la evaluacion en cero

R[X] — R[X]

evo: R[X] — R[X],
se obtiene la funcién nula. Este operador no es un divisor de cero a derecha porque es so-
breyectivo. En cambio evy lo es a ambos lados porque evge(id — evy) = 0. Notemos que a es
divisor de cero a un lado en A si y sélo si lo es al otro en A°P.

Tal como para magmas, monoides y grupos, muchas propiedades predicables sobre ele-
mentos y subconjuntos de A tienen una versién a izquierda y otra a derecha (que es la misma,
pero predicada en A°P). También en esta parte del apunte a veces daremos sélo una de ellas,
dejando como ejercicio la tarea de enunciar la otra.

Recordemos que un elemento a € A es cancelable a izquierda si ab = ac = b =cy
cancelable a derecha si ba = ca = b = c¢. Decimos que a es cancelable si lo es a izquierda y
a derecha. Como vimos en la Seccién 1 del Capitulo 1, los elementos cancelables a izquierda
forman un submonoide multiplicativo de A y si ab es cancelable a izquierda, entonces b también
lo es.

PROPOSICION 4.3. Un elemento a € A es un divisor de cero a izquierda si y sélo si no es
cancelable a izquierda.

DEMOSTRACION. Si ab = 0 para algin b € A no nulo, entonces ab = a0, y asi a no es
cancelable a izquierda. Reciprocamente, si ab = ac con b,c € A distintos, entonces a es un
divisor de cero a izquierda, pues a(b—c) =0y b—c # 0. O

PROPOSICION 4.4. Para todo anillo A las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.
2. A no tiene divisores de cero a derecha no nulos.

3. Todo elemento no nulo de A es cancelable a izquierda.
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4. Todo elemento no nulo de A es cancelable a derecha.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.3 sabemos que 1) es equivalente a 3). Similar-
mente, 2) es equivalente a 4). Veamos que 1) implica 2). Supongamos que ab = 0 y que b # 0.
Entonces a es un divisor de cero a izquierda, por lo que a = 0. Esto muestra que vale 2). Por
simetria 2) implica 1). O

Un dominio o anillo cancelativo es un anillo que tiene las propiedades equivalentes listadas
en la proposiciéon anterior.

EJEMPLO 4.5. Los anillos 7., Q, R y C son dominios conmutativos. También lo son los
anillos de polinomios k[ X1, ..., X,], donde k es cualquiera de los anteriores.

EJEMPLO 4.6. Fijemos ¢ € C*. El anillo C4[X,Y] es el grupo aditivo C[X,Y], con el
producto definido por

(@X™Y™)(bX™ X™) = " mabX Ty

sobre monomios, y extendido a los polinomios mediante la propiedad distributiva. Fs fdcil
ver que C4[X,Y] es en verdad un anillo. Como la estructura aditiva es la estandar, basta
verificar que 1 es el neutro (lo que es obvio), que vale la propiedad distributiva (lo que no es
muy dificil) y que el producto es asociativo. Este parece el punto mds molesto, pero una vez
que uno se convence de que es suficiente comprobarlo sobre monomios se vuelve casi trivial.
Cuando q # 1, este anillo es un dominio no conmutativo. La demostracion usual en el caso
conmutativo, funciona también en el caso general.

Un elemento a de A es inversible a izquierda si existe b € A tal que ba = 1 y es inversible
a derecha si existe b € A tal que ab = 1. En el primer caso decimos que b es una inversa a
izquierda de a, y en el segundo, que es una inversa a derecha. Diremos que a es una unidad o
que es inversible, silo es a ambos lados. En este caso su inversa es tnica y la denotamos a~'. El
conjunto A* de los elementos inversibles de A es un grupo via el producto, llamado grupo de
unidades de A. Por los comentarios que preceden a la Proposicién 1.1 del Capitulo 1, sabemos
que todo elemento de A que es inversible a izquierda es cancelable a izquierda. Ademas, por
dicha proposicién también sabemos que si A es un anillo finito, entonces cada a € A que es
cancelable a izquierda o a derecha, es inversible.

EJERCICIO 4.7. Pruebe que si a € A es inversible a izquierda pero no a derecha, entonces
tiene infinitas inversas a izquierda.

Sugerencia: Tome by € I, donde I = {b € A : ba = 1}, y pruebe que la aplicacion
0: I — I, dada por 6(b) = ab+ by — 1, es inyectiva pero no sobreyectiva.

En el siguiente ejercicio se muestra que un anillo puede tener elementos que son inversibles
a izquierda pero no a derecha.

EJERCICIO 4.8. Pruebe que si V' es un k-espacio vectorial con base numerable, entonces
End V tiene elementos inversibles a izquierda que son divisores de cero a derecha.

EJERCICIO 4.9. Pruebe que si V es un k-espacio vectorial de dimension finita, entonces

para cada ¢ € End, V' son equivalentes:

1. ¢ es inversible.
2. ¢ no es divisor de cero a izquierda.
3. ¢ no es divisor de cero a derecha.
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Un anillo de division es un anillo no nulo en el cual todo elemento distinto de cero es
inversible. Todo anillo de divisién es un dominio. Un cuerpo es un anillo de divisién conmuta-
tivo. Los anillos Q, R y C, de los numeros racionales, reales y complejos, son cuerpos. También
lo es Z/pZ, si p es primo. Después veremos ejemplos de anillos de divisién no conmutativos.
Por el comentario que precede al Ejercicio 4.7, todo dominio finito es un anillo de divisién.

Un elemento a de un anillo es nilpotente si a’™ = 0 para algiin n € IN.

EJERCICIO 4.10. Consideremos dos elementos a,b de un anillo A no nulo. Pruebe que:

1. Si a es nilpotente, entonces a es un divisor de cero a izquierda y a derecha.
2. St a es nilpotente, entonces 1 — a es inversible.

3. St a y b son nilpotentes y conmutan entre si, entonces a + b también es nilpotente.

2. Swubanillos

Un subconjunto B de un anillo A es un subanillo de A si es cerrado para la suma y el
producto y 1 € B. Entonces B es un anillo en forma natural. Dado que la interseccién de
una familia de subanillos de A es un subanillo de A, para cada subconjunto S de A existe un
minimo subanillo Z{S} de A que contiene a S, el cual es llamado el subanillo de A generado
por S. Siguiendo la préctica usual, si S = {x1,..., s}, escribiremos Z{x1,...,xs} en lugar
de Z{{x1,...,x5}}. Dejamos a cargo del lector comprobar que Z{S} es el conjunto de las
sumas algebraicas finitas de las expresiones de la forma

1 xy conn>0yax; €8,

con la convencién usual de que el producto vacio da 1. Decimos que S genera a A como anillo
si Z{S} = A. El conjunto de los subanillos de A es un reticulado completo con el orden
definido por la inclusién. El minimo es el subanillo Z{14}, llamado anillo primo de A, el
méximo es A, el infimo de una familia es la interseccién de sus elementos, y el supremo, el
subanillo de A generado por la unién de sus elementos. Cuando A es conmutativo se usan las
notaciones Z[S] en lugar de Z{S} y Z[x1,...,zs] en lugar de Z{x1,...,zs}.

EJEMPLO 4.11. Cada uno de los tres primeros de los anillos 7., Q, R y C se identifica
canonicamente con un subanillo del siguiente.

EJEMPLO 4.12. Los anillos de matrices M, (Q) y My, (R) son subanillos de M, (C).

EJEmMPLO 4.13. Una matriz cuadrada

aix - Alp
A=
apl -+ Onn
con coeficientes en un anillo A es triangular superior si a;; = 0 siempre que 1 > j, diagonal si
a;j = 0 siempre que i # j y escalar si es diagonal y a11 = -+ = apy. Los conjuntos Esc,,(A) de
las matrices escalares, D,,(A) de las matrices diagonales y Ty, (A) de las matrices triangulares
superiores de n X n con coeficientes en k, son subanillos de M, (A).

EJeEMPLO 4.14. El anillo de los enteros de Gauss es el subanillo Z[i] de C. Es inmediato
que Z[i] son los nimeros complejos con parte real e imaginaria enteras.
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EJEMPLO 4.15. El subanillo Z[\/3] de R estd formado por los elementos de la forma
a+bV3, cona,beZ de R. Es facil ver que si a+byV3 =a' +¥\/3, entoncesa=a’ yb="0,
de modo que esta escritura es unica.

Por definicién, el centro de una anillo A es el conjunto
ZA:={a€ A:ab=ba paratodo b e A}.

Un elemento a de A es central si pertenece al centro de A. Es evidente que Z A es un sub-
anillo conmutativo de A. Ademas, no es dificil probar que si a € Z A es inversible, entonces
a~! € Z A. En efecto,

ab=ba < b=a"'ba <= ba"! =a b

En particular, si A es un anillo de divisién, entonces Z A es un cuerpo.

PROPOSICION 4.16. Para cada anillo A, el centro de My, (A), es el anillo Esc,(Z A), de
las matrices escalares con coeficientes en el centro de A.

DEMOSTRACION. Como es usual denotamos con E,s a la matriz que tiene un 1 en la
coordenada (r,s) y 0 en las demds. Tomemos B = (a;;) € ZM,,(A). Como E,¢B es la matriz
cuya Unica fila no nula es la r-ésima, que coincide con la s-ésima fila de B y BE,; es la
matriz cuya tnica columna no nula es la s-ésima, que coincide con la r-ésima columna de B,
la matriz B es diagonal y ass = a, para todo r y s. Asi, ZM,,(A) C Esc,(Z A). Como la
inclusién reciproca es trivial, ZM,,(A) = Esc,(Z A). O

Supongamos ahora que A es un anillo de divisiéon. Entonces es natural considerar el
conjunto de los subanillos de divisién de A, el cual claramente es cerrado bajo intersecciones.
En consecuencia, para cada subconjunto S de A existe un minimo subanillo de divisién Z(.S)
de A que contiene a S, el cual es llamado el subanillo de division de A generado por S. De la
misma manera que para subanillos, cuando Z(S) = A decimos que S genera a A como anillo
de division. El conjunto de los subanillos de divisién de A también es un reticulado completo
con el orden definido por la inclusién. El minimo es el cuerpo Z(14), llamado el cuerpo primo
de A, el maximo es A, el infimo de una familia es la interseccién de sus elementos y el supremo,
el subanillo de divisién de A generado por la unién de sus elementos. Dado un subanillo de
divisién B de A y un subconjunto S de A denotamos con B(S) al minimo subanillo de divisién
de A que contiene a B y a S. Este serfa el lugar apropiado para dar ejemplos de subanillos
de divisién, y en particular de subcuerpos, pero de hecho sdlo daremos ejemplos de estos
ultimos. Esto se debe simplemente a que en realidad todavia no hemos dado ningiin ejemplo
de anillo de divisién no conmutativo. Mas adelante, cuando introduzcamos los cuaterniones,
solucionaremos esta falencia.

EJEMPLO 4.17. Dos de los subanillos del Ejemplo 4.11 son subcuerpos.

EJEMPLO 4.18. El subcuerpo Z(+/3) de R consiste de los elementos de la forma a + bv/3,
con a,b € Q. Como en el Ejemplo 4.15, también esta escritura es unica. El inverso multi-

a—b\3

a2—3b2"

plicativo de un elemento no nulo a + b\/3 es

3. Ideales

Un subconjunto I # () de A es un ideal a izquierda si es cerrado para la suma y ax € I
paratodoa € Ay x € I, y es un ideal a derecha si es cerrado para la suma y xa € I para todo
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a € Ay x € I o, equivalentemente, si es un ideal a izquierda de A°P. Si I es un ideal a izquierda
v a derecha, entonces decimos que es un ideal bildtero de A. Frecuentemente nos referiremos
a estos ultimos simplemente como ideales. Evidentemente 0 y A son ideales de A. Estos son
los llamados ideales triviales. Un ideal a izquierda, a derecha o bilatero de A es propio si es
distinto de A. Es claro que la interseccién de una familia arbitraria de ideales a izquierda,
derecha o bilateros de A es un ideal del mismo tipo. Por ejemplo, dado un subconjunto S
de A, la interseccién de los ideales a izquierda de A que incluyen a S es el minimo ideal a
izquierda AS de A que contiene a S. Este es llamado el ideal a izquierda de A generado por
S. Como es usual, dado z € A, escribimos Az en lugar de A{x}. Los ideales a derecha y
bilatero de A generados por S (las definiciones son evidentes) seran denotados SA y ASA
o (5), respectivamente. Por supuesto, escribimos zA en lugar de {z}A y Az A en lugar de
A{z}A. Es ficil ver que AS es el conjunto de todas las sumas finitas de elementos de la forma
as, con s € Sy a € A. Similarmente, SA consiste de las sumas finitas de elementos de la
forma sa, con s € Sy a € A, y ASA, de las sumas finitas de productos asb, con a,b € Ay
s € S. En general {azb : a,b € A}, donde x es un elemento fijo de A, no es un ideal bilatero
de A. Por ejemplo, en My (Q) el conjunto formado por los productos

(24) ( aj; a2 ) ( 10 ) ( bi1 b2 ) _ ( ajtbir  aibyz )

ar  ae 00 ba1  b22 azibir  axbiz )’
no es un ideal bilatero, porque M2 (Q) no tiene ideales bildteros no triviales (vease la Proposi-
cién 4.23) y la expresién (24) nunca es la matriz identidad (debido a que a11b11 = a21b12 =1
implica aj1b12 # 0). Un ideal a izquierda I de A es finitamente generado si existe un sub-
conjunto finito S de A tal que I = AS y es principal o ciclico si I = Ax para algin x € A.
Dejamos al lector formular las variantes obvias de estas definiciones para los otros dos tipos

de ideales. Un ideal a izquierda, derecha o bilatero de un anillo es maximal si es propio y no
estd incluido en ningin otro ideal propio del mismo tipo.

La suma de una familia arbitraria de ideales a izquierda (I;) e de A, es el ideal a izquierda
>_jes Lj generado por la unién |J;¢ ; I;, de los miembros de la familia. Claramente . ; I; es
el conjunto de todas las sumas jeJ
familia (I;);es de ideales a izquierda de A esta en suma directa si cada elemento de )
se escribe de manera tnica como una suma con soporte finito »

jeJ
a;j, tales que a; € I; y (a;);c tiene soporte finito. Una
jeJ Ij
jeg de elementos a; € I;.
En este caso escribimos 5 jes 1jen lugar de jes 1j- Dejamos como ejercicio probar que son
equivalentes:

1. (I)jes estd en suma directa.

2. 510 =73,c,a;, donde (a;);e, es una familia con soporte finito de elementos a; € I,
entonces a; = 0 para todo j € J.

3. IiﬂZjEJ\{i} I; = 0 para cada ¢ € J.

Dados ideales I C J a izquierda de un anillo A, decimos que I es un sumando directo de .J si
existe un ideal a izquierda I’ tal que J = I @ I'. Usualmente I’ no es tnico.

Para los ideales a derecha y bilateros se pueden dar definiciones similares y probar resul-
tados analogos. Dejamos los detalles al lector.

Como ocurre con el conjunto de los subanillos, los conjuntos de los ideales a izquierda, a
derecha y bildteros de un anillo A son reticulados completos via el orden dado por la inclusién.
En los tres casos el minimo es el ideal nulo, el maximo es A, el infimo de una familia es la
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interseccion de sus elementos y el supremo es la suma. En general estos reticulados no son
distributivos, pero siempre son modulares. En otras palabras,

INJ+K)=J+INK,

para cada terna de ideales a izquierda, derecha o bilateros (pero, por supuesto, todos del mismo
tipo) I, J y K de A tales que J C I. En efecto, es inmediato que IN(J+ K) 2 J+INK.
Para probar que vale la inclusién reciproca, basta observar que si una suma a = b + ¢, de
elementos b€ Jycée K, estden I, entoncesc=a—-belINK.

EJEMPLO 4.19. Es evidente que cada ideal no nulo I de 7. tiene un minimo numero
natural ng. Afirmamos que I = (ng). En efecto, por el algoritmo de division, dado a € I
existen q,7 € Z con 0 < r < ng tales que a = qng + r. Por la minimalidad de ng, como
r=a—qng € I, debe ser r = 0. Esto muestra que todo ideal de Z es ciclico. Un argumento
similar muestra que el anillo k[X]|, de polinomios con coeficientes en un cuerpo k, tiene la
misma propiedad.

EJERrRCICIO 4.20. Pruebe que la suma e interseccion de ideales en 7, estan dadas por

(m) +(n) ={(m;n)) y  (m)n(n) = ([m;n),

donde (m;n) y [m;n] denotan al mdzimo divisor comin y al minimo maltiplo comin de m y
n, respectivamente. Pruebe que esto también es cierto para el anillo k[X], de polinomios con
coeficientes en un cuerpo k.

Un anillo es un dominio principal si es un dominio conmutativo y todos sus ideales son
principales. En el Ejemplo 4.19 mostramos que los anillos de enteros y de polinomios en una
variable sobre un cuepo son dominios principales. Mas adelante estudiaremos estos anillos con
mas detalle.

El Ejercicio que sigue muestra que la condicién de que k sea un cuerpo es necesaria para
que k[X] sea un dominio principal. Por ejemplo, Z[X]| no lo es.

EJERCICIO 4.21. Pruebe que si A[X] es un dominio principal, entonces A es un cuerpo.

PROPOSICION 4.22. Para cada anillo no nulo A son equivalentes:
1. A es un anillo de division.
2. Los tnicos ideales a izquierda de A son los triviales.
3. Los unicos ideales a derecha de A son los triviales.

DEMOSTRACION. Vamos a probar que 1) < 2). La equivalencia entre los items 1) y 3) se

sigue por un argumento similar (o bien, utilizando que los items 1) y 2) son equivalentes para
el anillo A°P).

1) = 2) Si I es un ideal a izquierda no nulo de A, entonces I tiene un elemento inversible y,
por consiguiente, I = A.

2) = 1) Debemos mostrar que todo a € A\ {0} es inversible. Pero como Aa = A, existe
b € A tal que ba = 1. Por la misma razén b es inversible a izquierda y, por lo tanto, a es
inversible. O

PROPOSICION 4.23. Si D es un anillo de division, entonces los tnicos ideales bildteros de
M, (D) son los triviales.
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DEMOSTRACION. Dados 1 < i,5 < n, llamemos E;; a la matriz de n x n cuya tnico
coeficiente no nulo es el (i, j)-ésimo, que vale 1. Basta observar que si un ideal I de M, (D)
tiene un elemento no nulo

aynl ... Qi
A= 0 1],
nl .. Gnp
y a;j # 0, entonces id = Y ", a;leliAEjl el. O

4. Morfismos de anillos

Un morfismo de anillos f: A — B es una terna (A, f, B), donde f es una funcién del
conjunto subyacente de A en el de B, que satisface:

fla+b) = f(a)+ f(b), [flab) = f(a)f(b) y f(1)=1.

El anillo A es el dominio de f: A — B, y B es el codominio. Por ejemplo, la identidad
idg: A — Ay, mas generalmente, la inclusién canénica i: B — A, de un subanillo B de A en
A, es un morfismo de anillos. También lo es la composicién gof: A — A” de dos morfismos
fiA—=Ayg: A=A

Muchas de las propiedades béasicas de los morfismos de anillos son analogas a las estable-
cidas para los de monoides y grupos. Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, auto-
morfismo, monomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccién son las mismas. Un argumento
sencillo prueba que un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo. Mantenemos
la notacién A ~ A’ para senalar que los anillos A y A’ son isomorfos. Es ficil ver que los
monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo la composicién, que
toda retraccion es sobreyectiva, toda seccién, inyectiva, todo morfismo inyectivo, un monomor-
fismo, y todo morfismo sobreyectivo, un epimorfismo. También que un morfismo f: A — A’
es un isomorfismo si y sélo si es una seccién y un epimorfismo, y que esto ocurre si y sélo si es
una retraccién y un monomorfismo. Sigue siendo cierto que todo monomorfismo f: A — A’
es inyectivo. En efecto, si f(a) = f(a’), entonces fog = fo¢’, donde g,¢': Z[X] — A son los
morfismos definidos por

g(P)=P(a) y g’(P) = P(a’) para todo polinomio P.

Por lo tanto g = ¢’ y entonces a = a’. Pero, como lo muestra el primero de los ejemplos dados
abajo, es falso que un epimorfismo deba ser sobreyectivo.

Igual que en la teorfa de monoides y grupos, dados morfismos f: A — A"y g: A — A",
vale que:

1. Si gof es una seccién, un monomorfismo, o un morfismo inyectivo, entonces también
loes f.

2. Si gof es una retraccion, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces tam-
bién lo es g.

Los simbolos Hom(A4, A’), Iso(A4, A’), End A y Aut A denotan respectivamente a los con-
juntos de morfismos de A en A’, isomorfismos de A en A’, endomorfismos de A y automorfismos
de A. Es inmediato que End A es un monoide (cuyo elemento neutro es la funcién identidad)
via la composicién y que Aut A es su grupo de unidades.
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EJEMPLOS 4.24. Hay epimorfismos inyectivos que no son sobreyectivos y morfismos so-
breyectivos que mo son retracciones. En efecto:

1. La inclusion canonica v: Z — Q es un epimorfismo porque si g,h: Q — C son mor-
fismos de anillos tales que gt = hei, entonces

g(m/n) = g(m)g(n)~" = h(m)h(n)~" = h(m/n)
para todo m/n € Q.

2. La aplicacion w: Z.JAZ — 7./27., definida por w(0) = m(2) =0 y (1) =7(3) =1, es
sobreyectiva, pero no es una retraccion.

EJEMPLO 4.25. Para cada anillo A hay un dnico morfismo v: 7. — A. Es fdcil ver que la
imagen de v es el anillo primo Z{14} de A. También es facil ver que

7 sinlg # 0 para todo n € IN,
Z/nZ  sino, donde n € IN es el minimo natural tal que nly = 0.

Z{lA} ~ {

En el primer caso decimos que la caracteristica de A es cero y en el seqgundo que es n. Es
inmediato que un subanillo de un dominio es un dominio. En consecuencia, como Z/nZ.
tiene divisores de cero si m no es primo, la caracteristica de un dominio es necesariamente
un numero primo o cero.

EJEMPLO 4.26. Como f(1) = 1, un morfismo f: Z[i] — A, del anillo de enteros de Gauss
en un anillo A, queda completamente determinado por la imagen de i. Puesto que i* = 1,
debe ser f(i)* = 1. Ademds este es el tinico requisito que debe satisfacer f(i). De modo que
hay una correspondencia biunivoca entre Hom(Z[i], A) y {a € A : a* = 1}. Cuando A = Z[i],
este conjunto es {1,—1,i,—i}. Como de los 4 endomorfismos obtenidos, sélo dos, la identidad
y la conjugacion, son automorfismos, Aut(Z[i]) es un grupo ciclico de orden 2.

EJEMPLO 4.27. Para cada n,m € IN la aplicacion
MnXm(AOp) - Man(A)a
que a cada matriz B le asigna su transpuesta 'B, satisface

‘B+C)="B+'C para todo B,C € My xm(A°P)

YBC) ="'C'B para todo B € My xm(AP) y C € My, (A°P).
En particular M,,(A°P) ~ M,,(A)°P.

5. Nicleo e imagen

El nicleo ker f de un morfismo de anillos f: A — B es la preimagen de 0 por f. Es
evidente que ker f es un ideal de A e Im f es un subanillo de B. Méas atn, es facil verificar
que:

1. La imagen de un subanillo de A es un subanillo de B.

2. La preimagen de un subanillo de B es un subanillo de A.
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3. La imagen de un ideal a izquierda, a derecha o bildtero de A, es un ideal del mismo
tipo de f(A).

4. La preimagen de un ideal a izquierda, a derecha o bilatero de B, es un ideal del mismo
tipo de A.

Usando las igualdades

M) =T+kerf y  f(f7H(D)=JNImf,

validas para cada subgrupo aditivo I de A y cada subconjunto J de B, se comprueba facil-
mente que si f es sobreyectivo, entonces:

1. Las correspondencias definidas en los items 1) y 2) inducen por restriccién y co-
rrestriccién un isomorfismo entre el reticulado de los subanillos de A que contienen a
ker f y el de los subanillos de B.

2. Las correspondencias definidas en los items 3) y 4) inducen por restriccién y co-
rrestriccion un isomorfismo entre los reticulados de los ideales a izquierda, a derecha
o bilateros de A que contienen a ker f y el de los ideales del mismo tipo de B.

OBSERVACION 4.28. Un morfismo de anillos f: A — B, manda a,a’ € A al mismo
elemento de B si y sélo si a — a’ € ker f. En particular, f es inyectiva si y sélo si ker f = 0.

6. Cocientes de anillos

Dados un anillo A y un subgrupo aditivo I de A, consideremos el grupo cociente A/I de
A por I. Recordemos que para cada a € A, el simbolo [a] denota a la clase de a en A/I y
que la proyeccién canénica m: A — A/I es un morfismo de grupos. Afirmamos que A/I tiene
un producto tal que 7 es un morfismo de anillos si y sélo si I es un ideal de A. Para que 7
respete el producto, forzosamente la multiplicacién de A/I deberd estéar dada por

la][a'] = [aa].

El requisito de que I sea un ideal es una condicién necesaria y suficiente para que esta
definicién no dependa de a y a/, sino sélo de sus clases. Las igualdades

([al[aD)[a"] = [ad')[a"] = [(aa")a"] = [a(a’a")] = [a][a'a"] = [a]([a'][a"]),

muestran que la multiplicaciéon de A/I es asociativa. La identidad de A/T es la clase [1] del
1. Como kerm = I, todo ideal de A es el nicleo de un morfismo. Ademés 7: A — A/I tiene
la siguiente propiedad, llamada propiedad universal del cociente:

- Para cada morfismo de anillos f: A — B tal que I C ker f existe un tinico morfismo
de anillos f: A/I — B tal que el tridngulo

41 .p

7

conmuta.
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Una forma céomoda de comprobar esto, es recordar que, por la correspondiente propiedad
universal del cociente de grupos, si f es un morfismo del grupo aditivo subyacente a A en el
subyacente a B, entonces existe un tnico morfismo de grupos f tal que for = f, y notar que
f aplica la identidad en la identidad y respeta el producto, si f lo hace.

Por la Observacién 1.67 sabemos que ker f = w(ker f) e Im f = Im f. En particular,
A/ ker f es isomorfo a Im f. Ademds, como grupo aditivo, 7(ker f) es isomorfo a ker f/I.

OBSERVACION 4.29. Por la propiedad universal del cociente, dados ideales I y J de un
anillo A, con I C J, existe un dnico morfismo wy: A/I — A/J tal que el triangulo

A—"1> A/
e
T

A/I

donde m; y wy son las proyecciones candnicas, conmuta. Ademds T; es sobreyectivo, el sub-
grupo J/I de AJI es un ideal bildatero de A/I ykerwy = my(J) = J/I. Por lo tanto T induce
un isomorfismo (A/I)/(J/I) ~ A/J.

OBSERVACION 4.30. Supongamos que f: A — B es un morfismo de anillos. Dado un
ideal J de B, denotemos con f: A — B/J a la composicion de f con la proyeccion candnica
7: B — B/J. Es evidente que Im f = (f(A) + J)/J yker f = f~1(J). En consecuencia, por
la propiedad universal del cociente, f induce un isomorfismo f: AJf~Y(J) — (f(A) + J)/J.
En particular, si A es un subanillo de B, entonces AJ/(ANJ) =~ (A+J)/J.

EJERCICIO 4.31. Pruebe que si f: A — B es un morfismo sobreyectivo de anillos e I es
un ideal de A, entonces A/(I +ker f) ~ B/f(I).

PROPOSICION 4.32. Consideremos un morfismo de anillos f: A — B. Si I y.J son ideales
de A y B tales que f(I) C J, entonces existe un tinico morfismo de anillos f: A/I — B/J
tal que el diagrama

A—1 .5
T
7
A/ B)

donde mr: A — A/l y mj: B — B/J son las proyecciones candnicas, conmuta. Ademds,
Imf=(J+Imf)/J ykerf=f"YJ)/I.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la propiedad universal de 7; y de

que Im(myef) = 7;(Im f) y ker(ms=f) = f~1(J). O

OBSERVACION 4.33. La correspondencia introducida en la proposicién anterior tiene las
siguientes propiedades:

1. ida: AJI — A/I es la aplicacion identidad de A/1.
2.5 f:A— B yg: B— C son morfismos de anillos, e I, J y K son ideales de A, B
y C respectivamente, tales que f(I) C J y g(J) C K, entonces

g(fI)CK y gof =g°f
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EJERCICIO 4.34. Pruebe que si f: A — B es un morfismo de anillos y J es un ideal de
B, entonces existe un tinico morfismo inyectivo f: A/I — B/J, donde I = f=1(J), tal que
el diagrama

A d B
f
A/l —— B/J,

en el cual 2 A — A/l ym;: B — B/J son las proyecciones candnicas, conmuta. Pruebe
ademds que Im f = (f(A)+ J)/J.

7. Producto de anillos

El producto directo [ [, ; A;, de una familia de anillos (A;);cr, es un anillo, llamado produc-
to directo de (A;)ier, via la suma y multiplicacién coordenada a coordenada. Las proyecciones
canénicas 7;: [[,c; Ai — A; (j € I) son morfismos de anillos, y las definiciones de suma y
producto estan forzadas por este requisito. Tal como cuando trabajamos con grupos, si no
hay posibilidad de confusién escribiremos [] A; en lugar de [],.; A;, y haremos otras simpli-
ficaciones similares siempre que, como consecuencia de las mismas, no se pierda claridad en
la exposicién. Ademds, escribiremos Ay X - -+ x A, en lugar de [[;; Ay, donde I, denota al
conjunto de los primeros n nimeros naturales.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Dada una familia (f;: A — A;);er de morfismos de anillos, existe un tnico morfismo
—

(fi)ier: A — ][ A; tal que, para cada j € I, el diagrama
A

—

(f:)
[T A
conmuta. Claramente (Tii(a) = (fi(a))ier y ker(f;) = ker f;.

EJERCICIO 4.35. Muestre que si A =[] A;, entonces A* =[] ij.

Ty

Y

PROPOSICION 4.36. Dada una familia de morfismos de anillos (fj: Aj — Bj)jcg, existe

un unico morfismo de anillos
Hfj: HAj — HB]-,

[1f;

tal que los diagramas

[T4; [1B;

conmutan.

DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal del producto [] B;. O
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Es facil ver que [] f; aplica (a;)jes en (f; (aj))jEJ y, usando esto, que ker [ f; = [ ker f;
e Im[[ f; = [T1m f;.

OBSERVACION 4.37. La correspondencia introducida en la Proposicion 4.36 tiene las si-
guientes propiedades:

1. HidAj = idHAj'
2. Para cada par (fj: Aj — Bj)jes y (9;: Bj — Cj)jes de familias de morfismos de

anillos,
1To-117 =111
Consideremos ahora un producto finito de anillos A = A; x --- x A,. Dado un ideal a
izquierda, a derecha o bildtero I de A denotemos con I a m;([). Afirmamos que
(25) I=1 x--x1I,.

En efecto, supongamos por ejemplo que I es un ideal a izquierda. Para cada ¢ < n, denote-
mos con e; al elemento de A que tiene 1 en la i-ésima coordenada y cero en las demads. Si
(a1,...,an) € I, entonces

0,...,0,a;,0,...,0) =e;(ay,...,an) € 1,
por lo que la igualdad (25) se sigue inmediatamente. En consecuencia:

- I es maximal si y sélo existe un indice 7 tal que I; es maximal en A; e I; = A; para
todo j # .

- Si I es bilatero, entonces las proyecciones canénicas 7;: A — A;/I; inducen un iso-
morfismo de A/I en Ay /Iy X -+ X Ay /1.

7.1. El teorema chino del resto

El producto de dos ideales I y J de un anillo A es el ideal IJ de A generado por los
productos xy, con ¢ € I e y € J. Es evidente que

(I+)INJ)CIJ+JICINJ

Dos ideales I y J de A son coprimossi I +J = A. Claramente, en este caso, IJ+JI =1NJ.
Supongamos que I es coprimo con J y K. Entonces existen x,y € I talesque 1 —x € J y
1 —y € K. Multiplicando obtenemos

l—z—y+aoy=(1-2)(1—-y) € JK.
Como —x — y + zy € I, esto muestra que I también es coprimo con JK.

EJERCICIO 4.38. Pruebe que (m)(n) = (mn) para cada par (m) y (n) de ideales de Z.
Pruebe que lo mismo vale para el anillo k[X], de polinomios con coeficientes en un cuerpo k.

Dados ideales I,...,I, de A, las projecciones canénicas m;: A — A/I; inducen un mor-
fismo .
A
A —.
a7
J=1

Se comprueba inmediatamente que kerw = I; N---NI,. En particular, 7 es inyectivo si y sélo
si [1N---N1I, = 0. El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que sea
sobreyectivo.
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TEOREMA 4.39 (Teorema chino del resto). El morfismo m es sobreyectivo si y sdlo si los
ideales I, ..., I, son coprimos dos a dos.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 es sobreyectivo. Tomemos a € A tal que m(a) es la
n-upla cuyas coordenadas son todas cero, salvo la i-ésima, que vale 1. Por la definicién de
m, esto dice que 1 —a € I; y a € I; para todo j # ¢. Asi, I; es coprimo con I; para todo
J # 1. Reciprocamente, si I; es coprimo con I; para todo j # 7, entonces I; es coprimo con
Il---fi---In ¥y, por lo tanto, existe a¢;) € Iy ﬂ---ﬂfiﬂ---ﬂfn tal que 1 —a(;) € i, lo cual
implica que

W(Z aia(i)> = ([a1], ..., [an])

para cada n-upla (aq,...,a,) de elementos de A. O

8. El anillo de un monoide

Dados un anillo A y un monoide S, el conjunto A, de las funciones ¢: S — A con
soporte finito, es un anillo, llamado el anillo del monoide S con coeficientes en A, y denotado
A[S], via la suma coordenada a coordenada

@+ 1(s) = @(s) + ¥(s),

y el producto de convolucién

u,VES

uv=s
En efecto, ya sabemos que A®) es un grupo abeliano via la suma. Es el producto directo
restringido de |.S| copias del grupo aditivo subyacente de A. El producto 1) esté bien definido
porque la familia (¢(u)t(v))yves tiene soporte finito. Las igualdades

(e)d(s) = > @(u)d(v)

u,vES
uv=s

_y (p%ﬁ(@%@) 9(0)

u,wES \PI=u
uv=s

= > e@)v)(2)

z,y,2€8
TYz=s

Y(p)d(q)
=) o(u) <”§S >

u,WES pg=v
uv=s

= 3 p(uppd(v)

u,vES
uv=s8

— o(49)(s)
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muestran que el producto es asociativo; las igualdades

P +9)(s) = D pw)(@(v) +9(0) = Y pwy(v) + D w(u)d(v) = (2v + d)(s)

u,WES u,vES u,WES
uv=s uv=s uv=s

que es distributivo a izquierda respecto de la suma; y las igualdades

(p+9)0(s) = Y () +9()d(w) = D w(wd(v) + Y p()d(v) = (00 +4I)(s),

u,VES u,VES u,VES
UV=s uv=s uv=s

que lo es a derecha. Por tltimo es obvio que la funcién 1: .S — A, definida por

1(3):{1 sis=1,

0 en otro caso,

es el neutro multiplicativo de A[S].

Llamemos as: S — A a la funcién definida por

it = ,
as(t):{a S1 S

0 en otro caso.

Cada elemento de A[S] se escribe de manera tunica como una suma

(26) S aus,

seS

con soporte finito. Una expresién como (26) es lo que se conoce con el nombre de suma formal
de monomios en S con coeficientes en A. En términos de estas, la suma y el producto en A[S]
estan dados por la férmulas

S a4 Y b= Y lan 1 bs (Z ) (Z bss) s (Zsb>

seS seS seS seS seS seS UV=5

respectivamente.

La funcién t4: A — A[S], definida por t4(a) = alg es un morfismo inyectivo de anillos,
y la funcién 1g: S — A[S], definida por ts(s) = 14s, es un morfismo inyectivo de S en el
monoide multiplicativo de A[S]. Identificaremos a € A con alg y s € S con 1ys. El anillo
A[S] tiene la siguiente propiedad universal:

- Si f: A — B esun morfismo de anillos y ¢): S — B es un morfismo de S en el monoide
multiplicativo de B, tal que f(a)y(s) = ¢(s)f(a) para cadaa € Ay s € S, entonces
existe un tinico morfismo de anillos #): A[S] — B, tal que los tridngulos

AT . g Y. p
l“‘% Y lsﬁ
AlS] AlS]

conmutan.
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En efecto, por la conmutatividad de los tridngulos de arriba, debe ser

f¢ <Z CLSS> = Zf(as)w(s)

seS seS

Es evidente que con esta definicién, /i) respeta la suma y preserva la unidad. Un cilculo
sencillo, usando que f(a)y(s) = ¥(s)f(a) para cada a € Ay s € S, muestra que también
respeta el producto.

EJEMPLO 4.40. Si G es un grupo, entonces la aplicacion : G — A[G]°P, definida por
¥(g) = g1, es un morfismo de G en el monoide multiplicativo de A[G]°P. Por lo tanto induce
el morfismo de anillos

A®[G] —L~ Alqpr

Zg )\gg — Zg A!]gil

que es biyectivo porque la aplicacion antipodal de G, introducida en el Ejemplo 1.51 del Capitu-
lo 1, lo es. En particular, si A es conmutativo, entonces A[G]°P es isomorfo a A[G].

PROPOSICION 4.41. Dados un morfismo de anillos f: A — B y un morfismo de monoides
Y: S — T, existe un unico morfismo de anillos f[]: A[S] — B[T], tal que los diagramas

A ! B S v T
e e T
Als)—" BI) Afs) —"- BT,
donde
ta: A— A[S], vp: B — BIT], ts: S — AlS] e vr: T — B[T]
son las aplicaciones candonicas, conmutan. Ademds
1) (Z ass> = flas)p(s).
s€S s€S
DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la propiedad universal de A[S]. O

OBSERVACION 4.42. La correspondencia introducida en la proposicién anterior tiene las
siguientes propiedades:

1. idalids] = idagg).-

2. Para cada par de morfismos de anillos f: A— B yg: B — C y cada par de morfismos
de monoides p: S - T y9: T — L,

gloef1] = (g=f)[0¢].
PROPOSICION 4.43. Dados un anillo A y monoides S y T, hay un isomorfismo de anillos
O: A[S][T] — A[S x T,
que aplica (as)t en a(s,t).
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DEMOSTRACION. Por la propiedad universal de A[S] hay un tnico morfismo
O: A[S] — A[S x T,

tal que ®(a) = ay ®(s) = (s,1) para todo a € Ay s € S. Debido ahora a la propiedad
universal de A[S][T], la aplicacién ® es extiende al morfismo © buscado. Es fécil ver que ©
es biyectivo. O

EJEmMPLO 4.44. Dado un nimero natural v, denotemos con IN[j al monoide formado por
todas las T-uplas de enteros mayores o iguales que cero, con la suma coordenada a coorde-
nada. Introduciendo variables X1, ..., X, e identificando cada r-upla n = (ny,...,n,) con el
monomio X™ = X{" --- X', podemos considerar a INy como un monoide multiplicativo via
el producto

Xmxn = xmin,
Se comprueba inmediatamente que el anillo de monoide A[INj] es el anillo de polinomios
AlXy, ., X

PROPOSICION 4.45. Los anillos A[X1,...,X,| y A[X1,..., X||[ X141, ..., X}] son isomor-
fos para cada l < r.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 4.43. [l

OBSERVACION 4.46 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Dados elementos
bi,...,b, de un anillo B que conmutan entre si, hay un tunico morfismo de monoides vy, de INj
en el monoide multiplicativo de B, tal que v(X;) = b; para cada indice i. En consecuencia, por
la propiedad universal del anillo de monoide, si ademds tenemos dado un morfismo de anillos
f+ A— B, tal que f(a)b; = b;f(a) para todo a € A y todo i, entonces hay un unico morfismo
de anillos ¥y: A[X1,...,X,] — B, tal que 7y(a) = f(a) para cada a € A y 'y(X;) = b; para
cada i. Es fdcil ver que 7y estd dado por

Ty (Z Uy e, X7 -Xi“) =" f(any,om, )b} b2

PROPOSICION 4.47. Para cada morfismo de anillos f: A — B, son equivalentes:

1. f es un monomorfismo.
2. f es inyectiva.
3. ker f = 0.

DEMOSTRACION. Por la Observacién 4.28 sabemos que 2) equivale a 3), y es claro que 2)
implica 1). Veamos que 1) implica 2). Dados a,a’ € A tales que f(a) = f(a’), consideremos
los morfismos i,, iy : Z[X] — A definidos por i,(X) = a e i (X) = a/. Como feoi, = feiy y
f es un monomorfismo, i, = i, . Pero entonces a = a’. O

9. Los cuaterniones

Consideremos el subconjunto H de Ms(C), formado por las matrices
y —z

Es obvio que H es un subgrupo aditivo de My(C) y que la matriz identidad pertenece a H.
La igualdad

Qu,x%y,z = Quy—zzZ,wz+zy>
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cuya comprobacion es directa y muy simple, muestra que de hecho es un subanillo de My(C).

A H se lo llama. el anillo de cuaterniones con coeficientes reales. Dado que
det(gy,.) =y + 22 = [y|* + [z

es distinto de cero si (y,z) # (0,0), todas la matrices no nulas de H son inversibles. Como
ademds

qy_i = d_lqg,,z = (qq-15,—4-1, cON d= det(qyz)

(lo que puede comprobarse directamente, o recordando que la inversa de una matriz inversible
es la transpuesta de la matriz de los cofactores dividida por el determinante), H es un anillo
de divisién. No es un cuerpo, porque ¢; 0go,1 = ¢o,i = —q0,1¢:,0-

Los cuaterniones tienen en su interior una copia de los nimeros complejos. Méas precisa-
mente, la aplicacion

C—2>1m
Y+——Aqy,0

es un morfismo inyectivo de anillos. Dejamos como tarea para el lector probar que ZH = p(R).
En consecuencia, H es un C-espacio vectorial via

A Qy,z = 4d\,09y,2 = oy, \z»

pero no es un C-subespacio vectorial de Ma(C).
La conjugacién y el médulo de ntimeros complejos se extienden a los cuaterniones. Defin-
imos el conjugado gy y el mddulo |gy .| de un cuaternién ¢, . € H, por

Tpe i =dg—= Y ayel = (0,32
La definicién de médulo es correcta, porque gy .q, . = det g, . € R>o.
PROPOSICION 4.48. Para cada par q,r de cuaterniones,
qtr=q+r, g=rqg y lgr|=]lqllrl.
Ademids, si q # 0, entonces g1 = q/|q|*.

DEMOSTRACION. Es claro que la primera y la tiltima afirmacién son verdaderas. La tercera
lo es porque

lgr|? = det(gr) = det gdetr = |¢|?|r|>.
La segunda es trivial si ¢ =0 o r = 0, y las igualdades
ar = lqr(gr) ™ = |rlrHala™ =74,

muestran que vale siempre. ]

Consideremos el C-espacio vectorial C x C. La funcién
0e
CxC——H

(y, Z) ——> Qy,z

es un isomorfismo de C-espacios vectoriales. Definiendo la multiplicaciéon en C x C por trans-
porte de estructura a través de g, obtenemos la presentacion usual del anillo de cuaterniones.
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Designaremos con H a este anillo, para distinguirlo de H. Es evidente que el diagrama

C#H )

o

H

en el cual la flecha vertical es la inclusién candnica en la primera coordenada, conmuta. Como
0(C) no estd incluido en el centro de H, para determinar la multiplicacién de H no es suficiente
calcular los productos de los elementos de una base de H como C-espacio vectorial. Debemos
hacer esto, pero con los elementos de una base de H como R-espacio vectorial. A partir
de ahora identificamos H con R* y llamamos 1,4, 7,k a los elementos (1,0,0,0), (0,1,0,0),
(0,0,1,0) y (0,0,0,1), de la base candnica de H como R-espacio vectorial. Esta notacién es
razonable, porque g.(1) = ¢1 0 es el neutro multiplicativo de H. Un célculo directo muestra
que:

==k =-1, ij=k=—ji, jk=i=—kj y ki=j=—ik.
Entonces, la multiplicacién en H est4d dada por:

(a1 + aii + ajj + ark)(bi + bji + bjj + brk) = a1by — a;b; — a;bj — axby,
+ (a1b; + a;b1 + ajby, — agb;)i
+ (a1bj + ajbi — a;by + agb;)j
+ (a1by + arbi + aibj — ajb;)k.

Para determinar como se traslada a H el operador de conjugacién en H, también basta verlo
sobre los elementos de la base candnica. Las cuentas son mucho més ficiles que para el
producto, y prueban que el operador de H obtenido por traslacién de estructura a partir de
la conjugacién en H, satisface

a1 + a;t + ajj + apk = a1 — a;i — a;j — agk.

Por tltimo, es evidente que el médulo en H, definido como la composicién del médulo en H
con g, satisface

2] = (z5)% =\ Ja} + a? + 3 + a,
para cada z = a1 + a;i + a;j + agk € H.
Consideremos el subanillo Hy, de H formado por todos los cuaterniones
z = a1+ a;i + ajj + apk,

cuyos coeficientes a1, a;, a; y ai son enteros. Es ficil ver que el grupo de unidades ]H% de Hy,
es {£1, £i,+7, £k}. Usando que el mismo tiene ocho elementos, que

y razonando como en el Ejemplo 1.91, se comprueba sin dificultad que ]H% es isomorfo a Ho.
Esta es la razén por la que se llama grupos cuaterniénicos generalizados a los grupos H,,.
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10. El cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo

En esta seccién construimos el cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo y estu-
diamos sus propiedades béasicas. La construccién es una generalizacién directa de la de los
numeros racionales a partir de los enteros.

Dado un dominio conmutativo A consideremos la relacién ~, definida en A x (4\{0}), por
(p,q) ~ (r,s) si ps = rq. Un célculo directo muestra que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva,
y que (p,q) ~ (r,s) siy sblo si existen a,b € A\ {0} tales que (pa, ga) = (rb, sb). Para cada
pe Ay qe A\ {0}, la fraccion de numerador p y denominador q es la clase g de (p,q) en
(A x (A\ {0}))/ ~. Definimos la suma y el producto de fracciones por

p r ps+qr pr  pr
—+ - = y —— =,
q s qs qs qs
respectivamente. Es facil ver que estas definiciones son correctas. Esto es, que no dependen
de los representantes (p, q) y (r, s) elegidos. Denotamos con el simbolo Q 4 y llamamos cuerpo

de cocientes de A al conjunto (A x (A \ {0}))/ ~, provisto de estas operaciones.

TEOREMA 4.49. FEl cuerpo de cocientes de A es, efectivamente, un cuerpo. Ademds, la
aplicacion
A—=>Qa
ar——> 1
es un morfismo inyectivo de anillos, que tiene la siguiente propiedad universal: dados un

cuerpo k y un morfismo inyectivo f: A — k, existe un inico morfismo de cuerpos f: Qa — k
tal que el tridngulo

conmuta.

DEMOSTRACION. Las igualdades
r t s + qr t su + qru + gst
(g+7)+7:p gr  t_psutgrutgst p

q S U qs U qsu q su q s u
r s+qr  rqg+s r

p T _pstar_rq p:7+237

q s qs 5q s q

p 0 pl+q0 p

-4 —-= ==,

q 1 ql q

pyzp_pa—ap 0 _ 0

g q q? @ 1

u  gsu  qsu  qsu q
pr _pr_rp _Tp

qgs qs sq sq
pl_pl_p

gl ql ¢

(pr)t pri pri prit p(r t)
A WA 6 S S 1 ,

116



Teoria elemental 11 Mo6dulos

Lot _pr pt
q Ssu qsu qsqu gs qu qs qu’

q

S u

p(r t)_pru+st_pru+pst_prqu+qspt_pr

muestran que Q4 es un anillo conmutativo con neutro aditivo % y neutro multiplicativo %

7, . . P . . . q 0 _ 0
Ademds, es obvio que si p # 0y g # 0, entonces g s inversible, con inversa <. Como 5= 1

para todo ¢, esto prueba que Q4 es un cuerpo. Para ver que t: A — Q4 es un morfismo
inyectivo es suficiente notar que
r_p+r pr T T

171 1 11 1 Yae 7=7=pP=r

Supongamos ahora que f: A — k es un morfismo inyectivo de A en un cuerpo. Si f:Qu—k
es un morfismo de cuerpos tal que for = f, entonces obligatoriamente

) =13)i) = i) = swr@™

Dejamos como tarea para el lector comprobar que si o= %, entonces f) (@t =flr)f(s)7L,

y que la férmula f (g) = f(p)f(q)~! define un morfismo de anillos. O

Nota 4.50. Es usual identificar a € A con v(a) = .

11. Mobdulos

Una accion a izquierda de un anillo A sobre un grupo abeliano M es una aplicacion
(a,m) — a-m,de A x M en M, que satisface:

1. 1-m = m paratodom € M,

2.a-(m+n)=a-m+a-nparatodoa € Ay m,née M,

3. (a+b)-m=a-m+b-m para todo a,b€e Ayme M,

4. a-(b-m) = (ab) - m para todo a,b € Ay m € M.
La primera igualdad dice que la accién es unitaria, las dos siguientes que es distributiva y la
ultima que es asociativa. De ahora en mas escribiremos ab - m en lugar de (ab) - m.

Un A-mdédulo a izquierda o mddulo a izquierda sobre A es un grupo abeliano M provisto
de una accion a izquierda de A sobre M.

La terminologia “accién a izquierda” y “A-mddulo a izquierda” utilizada, sugiere que hay
versiones a derecha de estos conceptos, y solo tiene sentido si estas verdaderamente existen.
Como es de esperarse, este es el caso.

Dados un anillo A y un grupo abeliano M, una accién a derecha de A sobre M es una
aplicacién (m,a) — m-a, de M x A en M, que satisface:

1. m-1=m paratodom € M,

2. (m+n)~a:m-a+n-aparatodoa€Aym,neM,
3. m-(a+b)=m-a+m-bparatodoa,be Ayme M,
4. (m-a)-b=m- (ab) para todo a,b € Ay m € M.
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Un A-mddulo a derecha o mddulo a derecha sobre A es un grupo abeliano M provisto de
una accién a derecha de A sobre M. Es evidente que una accién a derecha de A sobre un grupo
abeliano es simplemente una accién a izquierda de A°P sobre el mismo grupo, y que un A-
moédulo a derecha no es otra cosa que un A°P-médulo a izquierda, de modo que las dos teorias
son equivalentes. Debido a esto sélo consideraremos médulos a izquierda, dejando al lector
la tarea de trasladar los resultados al contexto de médulos a derecha. Consecuentemente, a
partir de ahora cuando hablemos de un A-mdédulo o médulo sobre A nos estaremos refiriendo
a un médulo a izquierda, y llamaremos acciones a las acciones a izquierda.

EJERCICIO 4.51. Pruebe que
a-0=0-m=0 Yy (—a)-m=a-(—m)=—a-m,
para todo a € A ym € M.
Consideremos un grupo abeliano M. Dada una accién de un anillo A sobre M, la funcién

p(a)
M——M
mi—sa-m

es un endomorfismo de M para cada a € A, y la aplicacién

A—L>EndM
a+——=p(a)

es un morfismo de anillos. Reciprocamente, si p: A — End M es un morfismo de anillos,
entonces la férmula a - m := p(a)(m) define una accién de A sobre M. Estas construcciones
son inversa una de la otra (si se empieza con una accién y se construyen sucesivamente el
morfismo y la accién asociados, se recupera la accién original, y similarmente si se comienza
con un morfismo). Asi, dotar a un grupo abeliano M de una estructura de A-mdédulo es lo
mismo que dar un morfismo de anillos de A en End M.

EJEMPLO 4.52. El A-mé6dulo nulo es el grupo 0 provisto de la unica accion a izquierda de
A sobre él.

EJEMPLO 4.53. Cada anillo A es un A-mddulo bajo la accién regular a izquierda, dada
por la multiplicacion. Cuando consideremos a A como mddulo via esta accion lo denotaremos
AA.

EJEMPLO 4.54. Un modulo sobre un cuerpo k es un k-espacio vectorial.

EJEMPLO 4.55. Por el Ejemplo 4.25, para cada grupo abeliano M, hay un inico morfismo
de anillos v: Z — End M. Debido a esto las teorias de Z-mddulos y de grupos abelianos
coinciden. Fs fdcil ver que

m-4---+m sim >0,
—_——
n veces

sim >0,

n-m=<0
(—m)+---+(—m) sin<O0.

—n veces
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EJEMPLO 4.56. Si M es un mddulo sobre el anillo k[X] de polinomios en una variable
con coeficientes en un cuerpo k, entonces M es un k-espacio vectorial y la funcion

JVEEAN Y

m——X.-m
es un endomorfismo de k-espacios vectoriales porque
X-(m+n)=X-m+X-n y X-(Am)=(X\) - m=AX) - m=X-(X-m),

para todo m,n € M y A € k. Reciprocamente, dados un k-espacio vectorial M y una aplicacion
k-lineal f: M — M, la accion de k sobre M se extiende de manera inica a una accion de k[X]|
sobre M tal que X - m = f(m) para todo m € M. Asi, tener un k[X]|-mddulo es “lo mismo”
que tener un k-espacio vectorial con un endomorfismo distinguido. Una forma alternativa de
probar esto es recordar que proveer de una estructura de k[X]-mddulo a un grupo abeliano
M es equivalente a dar un morfismo de anillos de k[X]| en End M, y utilizar la Propiedad
universal del anillo de polinomios (Observacion 4.46).

EJEMPLO 4.57. Razonando como en el ejemplo anterior se puede ver que un Zl[i]-mddulo
no es otra cosa que un grupo abeliano M provisto de un endomorfismo f: M — M que
satisface f* = id.

EJEMPLO 4.58. Consideremos el anillo k[S], de un monoide S con coeficientes en un
cuerpo k. Si M es un k[S]-mddulo, entonces
- M es un k-espacio vectorial,

- Para cada s € S la funcion

[y
mpE——s-m

es un morfismo de k-espacios vectoriales,
- La funcion
S —> End, M
§ ——>p(s)
es un morfismo de monoides.

Reciprocamente, dados un k-mddulo M y un morfismo de monoides p: S — Endi M, la
accion de k sobre M se extiende de manera unica a una accion de k[S] sobre M, tal que
s-m = p(s)(m) para todo s € S ym e M.

OBSERVACION 4.59. Una representacién de un grupo G sobre un k-espacio vectorial M
es un morfismo de grupos p: G — Auty M. Si en el ejemplo anterior S es un grupo, entonces
p(s) es un automorfismo para cada s € S. Usando esto se ve inmediatamente que si S es un
grupo, entonces un k[S]-mddulo es un k-espacio vectorial M provisto de una representacion

de S sobre M.

Un A-médulo M es fiel si para todo a € A\ {0} existe m € M tal que a-m # 0 o,
equivalentemente, si el morfismo de anillos asociado p: A — End M es inyectivo. Si M no es
fiel e I = ker p, entonces M deviene un A/I-médulo fiel via la accién inducida [a] -m = a - m.
Por ejemplo, Zg X Zg no es un Z-médulo fiel. El nicleo del morfismo p: Z — End(Zg x Zg)
asociado es 187Z. La accion inducida de Z1g sobre Zg X Zg es fiel.
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12. Submodulos

Un subconjunto N de un A-médulo M es un submddulo de M si es cerrado para la suma
va-m € N paratodoa € Ay m € N. Por ejemplo 0 y M son submddulos de M. Estos son
los llamados submddulos triviales. Un submédulo de M es propio si es distinto de M. Como el
conjunto de los submédulos de M es cerrado bajo intersecciones, para cada S C M existe un
minimo submédulo AS de M que contiene a S, llamado el submddulo de M generado por S,
el cual es precisamente la interseccién de todos los submdédulos de M que contienen a S. Una
notacién alternativa bastante usual para AS es (S). Es evidente que AS es el conjunto de las
sumas finitas de elementos de la forma a-m, con a € Ay m € S. Dado m € M escribiremos
Am en lugar de A{m}. Ademds, cuando S = {si1,...,S,} escribimos (s1,...,s,) en lugar
de ({s1,...,5n}). Decimos que S genera a M o que es un conjunto de generadores de M si
AS = M. Un médulo M es finitamente generado si existe un conjunto finito S de M tal que
M = AS, y es ciclico si existe m € M tal que M = Am.

La sumay jes Mj, de una familia arbitraria de submédulos (M;)jecs de M, es el submédu-
lo de M generado por la unién | J ieg M; de los miembros de (M;)jer. Es facil ver que
ZMj = ij :mj € Mj y (mj);es tiene soporte finito
jedJ jeJ
Un A-médulo M es suma de una familia (M;);ec; de submédulos si p ;. ; M; = M.
PROPOSICION 4.60. Para cada A-médulo M son equivalentes:
1. M es finitamente generado.

2. Cada familia de submodulos de M cuya suma es M tiene una subfamila finita cuya
suma también es M.

3. M pertenece a cada familia de submodulos de M que es cerrada bajo sumas finitas y
cuya suma es M.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Supongamos que M = A{z1,...,z,} v que (M;);c; es una
familia de submddulos de M cuya suma es M. Para cada 1 < j < n existe un subconjunto
finito I; de I tal que x5 € > ,c; My yast M =3",.;y M;, donde I' = I, U--- U I,,.

2) = 3) Esto es claro.

3) = 1) Apliquese el item 3) a la familia formada por los submédulos finitamente generados
de M. O

il

Un conjunto de generadores S de M es minimal si ningin subconjunto propio de S
genera M. Si M es finitamente generado, entonces todo conjunto de generadores contiene uno
minimal, como puede comprobarse facilmente. Existen mddulos que no tienen conjuntos de
generadores minimales. Un ejemplo es el grupo aditivo Q.

PROPOSICION 4.61. Si un mddulo M es finitamente generado, entonces todos los conjuntos
minimales de generadores de M son finitos. Si no lo es, entonces todos (suponiendo que haya
alguno) tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Tomemos conjuntos de generadores S y T de M, con S minimal. Para
cada t € T existe un subconjunto finito S; de S, tal que t € AS;. Como T genera M y S
es minimal, S = (J,c7 St En consecuencia, S es es unién de una familia indexada por T
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de conjuntos finitos no vacios. La primera afirmacion se sigue inmediatamente de este hecho
tomando T finito. Para la segunda basta observar que si T es infinito, entonces la igualdad
S = Uyer St implica que |S| < |T|. En consecuencia, si T también es mininal, entonces por
simetria |S| = |T|. O

Un moédulo finitamente generado puede tener conjuntos minimales de generadores de
distinto cardinal. Por ejemplo si a y 1 — a son elementos no inversibles a izquierda de A,
entonces tanto {1} como {a,1 — a} son conjuntos minimales de generadores de 4A.

Para terminar, consideremos algunos de los ejemplos mencionados en la seccién anterior,
y veamos cuales son los submédulos. Los de un k-espacio vectorial son los subespacios vecto-
riales; los de un Z-mdédulo, los subgrupos; los de un k[X]-médulo, los subespacios vectoriales
estables bajo la accién de X; los de un k[S]-médulo, los los subespacios vectoriales cerrados
bajo la accién de S; y los de 2 A, los ideales a izquierda.

13. Morfismos de mddulos

Un morfismo de A-médulos f: M — N es una terna (M, f, N), donde f es un morfismo
del grupo abeliano subyacente de M en el de N, que satisface

fla-m)=a- f(m) para todo a € Ay m € M.

El A-médulo M es el dominio de f: M — N y N es el codominio.

Por ejemplo, la identidad idy;: M — M y, mas generalmente, la inclusién candnica
i: N — M de un submédulo N de M en M, es un morfismo. También lo es la composi-
cién gof : M — L, definida en forma evidente, de dos morfismos f: M — Ny g: N — L. Los
morfismos de A-mdédulos son llamados también aplicaciones A-lineales.

Muchas de las propiedades bésicas de los morfismos de A-moédulos son andlogas a las
establecidas para los de monoides, grupos y anillos. Las definiciones de endomorfismo, iso-
morfismo, automorfismo, monomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccién son las mismas.
Sigue siendo cierto que un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo. Mantenemos la
notacion M = M’ para senalar que los A-médulos M y M’ son isomorfos. Es facil ver que los
monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo composicién, que
toda retraccion es sobreyectiva, toda seccién inyectiva, todo morfismo inyectivo un monomor-
fismo, y todo morfismo sobreyectivo un epimorfismo. También que un morfismo f: M — M’
es un isomorfismo si y sélo si es una seccién y un epimorfismo, y que esto ocurre si y sélo si
es una retracciéon y un monomorfismo.

Todo monomorfismo f: M — M’ es inyectivo. En efecto, si f(m) = f(m'), entonces
feg = fog’, donde g,q¢': 4A — M son los morfismos definidos por

gla)=a-m y g'(a) = a-m' para todo a € A.

Por lo tanto ¢ = ¢’ y entonces m = m’. También es cierto que los epimorfismos son so-
breyectivos, pero no podemos probarlo todavia, por lo que dejamos la demostracion para maés
adelante.

Los ejemplos dados en la Seccién 10 muestran que cuando A = Z hay epimorfismos que
no son secciones y monomorfismos que no son retracciones.

Tal como para monoides, grupos y anillos, dados morfismos f: M — Ny g: N — L,

1. Si gof es una seccién o un monomorfismo, entonces también lo es f.
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2. Si gof es una retracciéon o un epimorfismo, entonces también lo es g.

Los simbolos Hom (M, M"), Isos (M, M'), Endg M y Aut4 M denotan respectivamente
a los conjuntos de morfismos de A-mdédulos de M en M’, isomorfismos de M en M’, endo-
morfismos de M y automorfismos de M. Es inmediato que End4 M es un monoide (cuyo
elemento neutro es la funcién identidad) via la composicién y que Autg M es su grupo de
unidades.

Como veremos enseguida, los morfismos de A-modulos tienen una estructura mucho maés
rica que los de monoides, grupos y anillos. En particular, End 4 M tiene una estructura natural
de anillo.

13.1. Estructuras en el conjunto de los morfismos de un médulo en otro

Para cada par de A-mddulos a izquierda M y N, el conjunto Hom (M, N) es un grupo
abeliano via (f+g)(m) = f(m)+g(m). El neutro es el morfismo nulo Opry: M — N, que envia
cada elemento de M en 0, y el opuesto de un morfismo f: M — N, es la funcién —f: M — N
que envia cada m € M en —f(m). La composicién es distributiva con respecto a la suma.
En otras palabras, para cada par de morfismos de A-médulos v: N — N’y u: M’ — M, las
aplicaciones

ve: Homy (M, N) — Homy(M,N') y wu*: Homy(M,N) — Homyu(M', N),
definidas por v, (f) = vef y u*(f) = feou respectivamente, son morfismos de grupos abelianos.

Las correspondencias v — v, y u +— u* tienen la siguientes propiedades:

1. id, = id.

2. (v'ov), = vlov, para cada par de morfismos v: N — N’y v': N' — N”".

3. (V' 4+ v). = v} + v, para cada par de morfismos v,v': N — N'.

4. id* = id.

5. (ueu/)* = u'*ou* para cada par de morfismos u: M’ — M y u’': M" — M’.

6. (u' +u)* =" + u*, para cada par de morfismos u,u’: M’ — M.
En particular End4(M) es un anillo.
OBSERVACION 4.62. Para cada A-mddulo M, la funcion

(27) M —— Homyu (A, M) ,
e fm

donde fy, es la aplicacion A-lineal definida por fm(a) = a-m, es un isomorfismo de grupos
abelianos. Su inversa es la funcion que asigna a cada morfismo f: A — M su valor en 1.
Cuando M = A tiene sentido preguntarse si (27) es un isomorfismo de anillos. Un cdlculo
sencillo muestra que fao, = fvofa, de modo que si lo es, pero de A°P en Endy(A).

14. Ncleo e imagen

El nicleo ker f de un morfismo de A-médulos f: M — M’ es la preimagen de 0 por f.
Es evidente que ker f es un submddulo de M e Im f un submddulo de M’. Més atin, no es
dificil comprobar que la imagen de un submédulo N de M es un submédulo de M, y que la
preimagen de un submdédulo N’ de M’ es un submédulo de M.
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Es obvio que la inclusién candnica ¢: ker f — M tiene las siguientes propiedades, la
segunda de la cuales es llamada la propiedad universal del nicleo:

- fOL = Okerf,Mv
- Dado un morfismo de A-médulos g: N — M que satisface feg = Onps, existe un
tnico morfismo de A-médulos ¢’': N — ker f tal que el diagrama

ker f

conmuta.

PROPOSICION 4.63. Si f: M — M’ es un morfismo de A-mddulos, entonces dos elementos
m,n € M tienen la misma imagen bajo f si y sélo si m + ker f = n + ker f.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.62. ]

COROLARIO 4.64. Un morfismo de A-mddulos f: M — M' es inyectivo si y sélo si
ker f = 0.

15. Cocientes de modulos

Consideremos un A-médulo M y un subgrupo N de M. Es facil ver que el grupo cociente
M/N tiene una estructura de A-mdédulo tal que la proyeccién candnica m: M — M/N es
A-lineal, si y s6lo si N es un submédulo de M. Dado m € M, denotemos con [m] a la clase
de m en M/N. Como 7 es sobreyectiva, la accién de A sobre M /N es tnica y estd dada por

a-[m] = [am].

Es evidente que kerm = N, lo cual muestra, en particular, que todo submoédulo de M es el
nucleo de un morfismo.

La proyeccién canénica m: M — M/N tiene la siguiente propiedad, llamada propiedad
universal del cociente:

- Si f: M — M’ es un morfismo de A-médulos cuyo niicleo incluye a N, entonces existe
un dnico morfismo de A-médulos f: M/N — M’ tal que el tridngulo

M$M/

i’

conmuta.

Para comprobarlo basta observar que, por la propiedad universal del cociente de grupos, dado
un morfismo de grupos abelianos f: M — M’ con N C ker f, existe un tinico morfismo de
grupos abelianos f: M/N — M’ tal que el diagrama anterior conmuta, y que f es A-lineal
si y s6lo si f lo es. Es facil ver que ker f = ker f/N e Im f = Im f (de hecho, esto es una
consecuencia inmediata de que ambas propiedades son ciertas en la teoria de grupos).
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El resto de la seccién estard dedicado a establecer algunos resultados que son consecuencias
mas o menos directa de la propiedad universal del cociente. Entre ellos, los Teoremas de
isomorfismo de Noether.

TEOREMA 4.65 (Primer teorema de isomorfismo). Toda funcion A-lineal f: M — M’
induce un isomorfismo f: M/ker f — Im f.

DEMOSTRACION. Es claro. O

TEOREMA 4.66 (Segundo teorema de isomorfismo). Si L C N son submddulos de un
A-mddulo M, entonces N/L es un submddulo de M/L y M/N ~ (M/L)/(N/L).

DEMOSTRACION. Imitese la prueba del Teorema 1.69. ]

TEOREMA 4.67 (Tercer teorema de isomorfismo). Si L y N son dos submddulos de un
A-mdédulo M, entonces L/LN N ~ (N + L)/N.

DEMOSTRACION. Imitese la prueba del Teorema 1.70. ]

El conjunto Suby M, de los submédulos de un A-médulo M que incluyen a un submédulo
dado N, es un reticulado completo via el orden dado por la inclusién. El infimo de una familia
(M;)ier de submédulos de M es la interseccién [);c; M;, y el supremo es la suma ., M;.
Cuando N = 0 escribiremos Sub M en lugar de Subg M. En general este reticulado no es
distributivo, pero siempre es modular. En otras palabras, dados submédulos K, L y () de M
tales que L C K,

KN(L+Q)=L+KnNQ.

Esto puede probarse argumentando como para el reticulado de ideales de un anillo.

TEOREMA 4.68 (Teorema de la correspondencia). Si f: M — M’ es un morfismo so-
breyectivo de A-mdédulos, entonces las funciones

SUbkerf M —— Sub M’ Sub M’ — SUbkerf M
N———f(N) N/ [~ (N)

son isomorfismos de reticulados, inversos uno del otro. Ademds L/N =~ f(L)/f(N) para cada
L,N € Subye s M con N C L.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia facil del Teorema 1.75. Alternativamente, se lo
puede probar copiando la demostracion de una parte de ese resultado. ]

DEFINICION 4.69. Un A-mddulo M es simple si M # 0 y sus unidos submddulos son los
triviales.

OBSERVACION 4.70. Un A-médulo no nulo M es simple si y sélo si M = Am para todo
m € M. En particular todo A-mdédulo simple es ciclico.

DEFINICION 4.71. Un submddulo N de un A-mddulo M es maximal si es propio y no
existe ningun submodulo L de M tal que N C L C M.

COROLARIO 4.72. Un submddulo N de un A-médulo M es mazimal si y sélo si M/N es
simple.

PROPOSICION 4.73. Para cada A-mdédulo M y cada submddulo N de M wvale que:

1. Si M es finitamente generado, entonces M /N también lo es.
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2. Si N y M/N son finitamente generados, entonces M también lo es.

DEMOSTRACION. El primer item es obvio, ya que las clases de un conjunto de generadores
de M forman un conjunto de generadores de M/N. Probemos que vale el segundo. Para ello

serd suficiente verificar que si {ni,...,n,} genera N y my,...,ms son elementos de M \ N,
cuyas clases generan M /N, entonces {ni,...,n,,mi,...,ms} genera M. Tomemos m € M
arbitrario y escribamos
[m] =ay - [mi]+---+as-[ms] conay,...,as € A.
Comom —ay-my—--+-—as-mgs € N, existen by,...,b. € A tales que
m_al.ml_..._as.ms:bl.n1+...+br.nr7
lo cual termina la prueba. O

PROPOSICION 4.74. Si N es un submddulo propio de un A-mddulo M y M/N es finita-
mente generado, entonces M tiene un submddulo maximal que incluye a N. En particular,
todo A-maodulo finitamente generado tiene submddulos mazimales.

DEMOSTRACION. Usando que M/N es finitamente generado es ficil ver que la unién de
cada cadena de submoddulos propios de M que incluyen a N, es un submoédulo propio de M.
Entonces, por el Lema de Zorn, M tiene un submoédulo maximal que contiene a N, como
afirmamos. O

COROLARIO 4.75. Para cada anillo conmutativo A, hay un morfismo sobreyectivo de A
en un cuerpo.

DEMOSTRACION. Para cada ideal maximal I de A, el cociente A/I es un anillo conmu-
tativo sin ideales no triviales. En consecuencia, por la Proposicién 4.22, es un cuerpo. Es
evidente que podemos tomar como el morfismo en cuestion, la proyeccién canénica de A en

A/l O
EJERCICIO 4.76. Pruebe que el Z-modulo Q no tiene submoddulos mazximales.

Consideremos un morfismo de A-mdédulos f: M — M’ y submédulos N de M y N’ de
M ’. Por la propiedad universal del cociente, si f(N) C N, entonces existe un inico morfismo
f: M/N — M'/N' tal que el cuadrado

M—f>M’

-k

M/N —L /N

donde 7 y 7’ son las proyecciones canénicas, conmuta. De las férmulas para el ntcleo y la
imagen obtenidas al establecer la misma, se sigue de inmediato que

Im f = 7/(Im f) y ker f = f~1(H')/H.
PROPOSICION 4.77. La correspondencia establecida arriba tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo submddulo N de M, el morfismoid: M/N — M/N es la identidad de M /N .

2. Consideremos morfismos de A-mddulos f: M — M' y g: M' — M" y submddulos N
de M, N' de M' y N" de M". Si f(N) C N y g(N') € N", entonces gof(N) C N”
ygof=9Ff
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DEMOSTRACION. Por la unicidad de los morfismos id y g- f, basta observar que el cuadrado
M—4 M
ok
M/N — M/N

y el rectangulo exterior del diagrama

M M’ M"
T A
M/NL‘ M//N/ MII/NII
conmutan. O

16. Producto y coproducto directo

Ahora vamos a estudiar dos construcciones, el producto y el coproducto directo de médu-
los, las cuales son las maneras mas simples de obtener nuevos mdédulos a partir de otros
(aunque su importancia se debe mas a las propiedades universales que tienen que a este he-
cho). Comenzamos considerando la suma directa interna, que nos da la forma mas sencilla en
que un médulo puede recuperase a partir de algunos de sus submddulos. Luego introducimos
las nociones de producto directo y de coproducto directo o suma directa externa, y estudiamos
algunas de sus propiedades y la relacién que hay entre estas construcciones y la suma directa
interna.

16.1. Suma directa interna

Consideremos un A-médulo M y una familia (M;),cs de submddulos de M. En general

la escritura de un elemento m € ;. ; M; como una suma con soporte finito

(28) m= Z mj,

de elementos m; € M;, no es tnica. En particular, 0 puede tener escrituras no triviales (i.e.
con algin m; no nulo). Decimos que una familia (M;);c; de submddulos de M estd en suma
directa, o que la suma de los M; es directa, si la escritura (28), de cada elementom € ) jed M;,
es Unica. En este caso escribimos @]G 7 M; en lugar de ) jes Mj. Decimos que un A-mdédulo
M es suma directa interna de una familia (M;),cs de submédulos si la suma de los M; es

directa y €. jeg Mj =M. Si este es el caso, entonces las aplicaciones
mr——m Yy

ZjeJ mj——my
son morfismos bien definidos de A-médulos para cada i € J, que satisfacen

3ol = 5ij y E LjoTrj = id .
jeJ
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TEOREMA 4.78. Consideremos un A-médulo M y una familia (Mj;);c; de submddulos de

M tal que M = ZjeJ M;. Por brevedad denotemos con M; a ZjGJ\{i} M;. Son equivalentes:
1. M es suma directa interna de (M;)jer.

Nics Mz = 0.

M; N\ M; =0 para cada i € J.

M; (X2 ;<; Mj = 0 para todo orden total de J y cada i € J.

Eziste un orden total de J tal que M; ()},

Si ZjeJ m; = 0, donde mj € M; para cada j y (m;)jes es una familia con soporte

finito, entonces mj = 0 para todo j (dicho de otra forma, la inica escritura de O es

la trivial).

M; =0 para cada i € J.

S G oo

DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.
2) = 3) Porque M; C (;,; M;.

3 Esto es claro.

W

)

) = 4)

) = 5) Pues todo conjunto puede ser bien ordenado y, en particular, totalmente ordenado.
) = 6)

5) Supongamos que 0 tiene una escritura no trivial

OZZEE:Tnj

Sii € J es el maximo indice tal que m; # 0, entonces M; (>
al item 5).

6) = 1) Si (m;)jes vy (nj)jes son familias con soporte finito de elementos de M tales que

> mi=)

jedJ jedJ

j<i Mj # 0, lo que contradice

con m;j,n; € M; para todo j, entonces
> (nj—m;) =0
JjE€J
y, por lo tanto, m; = n; para todo j. O
OBSERVACION 4.79. Es evidente que una suma finita de submddulos finitamente generados
de un A-mddulo M, es finitamente generada. Esto se aplica en particular a sumas directas.

Reciprocamente, si una suma directa de A-mddulos es finitamente generada, entonces tiene
soporte finito y, por la Proposicion 4.73, cada uno de los sumandos es finitamente generado.

16.2. Producto directo

El producto cartesiano de una familia de A-médulos (M;) ey es un A-mddulo, llama-
do producto directo de la familia (M;);cs y denotado Hje M, via la suma coordenada a
coordenada y la accion diagonal

a-(mj)jes = (a-mj)jes.
Las proyecciones candnicas 7;: [[,c; M; — M; (j € I) son morfismos de A-médulos, y las

operaciones estan definidas adrede para que esto ocurra. Es claro que el grupo aditivo sub-
yacente al médulo [[;c; M; es el producto directo de los grupos aditivos subyacentes a los
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M;’s. Procediendo como en la Subsecciéon 14.2 del Capitulo 1, cuando no haya posibilidad
de confusién escribiremos [] M; en lugar de [],.; M;, y también haremos muchas otras sim-
plificaciones similares tanto en esta como en la préxima subseccién. Ademas, siguiendo una
costumbre bien establecida escribiremos M x --- x M, en lugar de Hieﬂn M;.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Dada una familia (f;: M — M;);c; de morfismos de A-mdédulos, existe un tnico
—

morfismo (f;)icr: M — [[ M; tal que para cada j € I el diagrama

conmuta.
—

Claramente (f;)(m) = (fi(m))ier v ker(f;) = () ker f;. Una manera equivalente de establecer
la propiedad universal de [ M; es diciendo que, para cada A-médulo M, la correspondencia
Hom (M, [[ M;) —-= [] Hom(M, M;)

f————>(mof)i€el
es biyectiva. Es facil ver que ¥ es un isomorfismo de grupos abelianos.

OBSERVACION 4.80. Consideremos submddulos My, ..., M, de un A-mddulo M. Como
en el Teorema 4.78, escribamos M; = My + -+ + M; + --- + M,,. Por la propiedad universal
del producto, las proyecciones candnicas wy: M — M /M inducen un morfismo

G —TT) MM x - x MM,
cuyo nicleo es (), M;. Por la Observacion 1.98, sabemos que (75, ..., 75) es sobreyectivo si

y solo st M = My +---+ M,.

COROLARIO 4.81. El morfismo (w3

3., TR) es bijectivo si y solo si M es suma directa
interna de My, ..., M,.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Teorema 4.78 y la Observacién 4.80. [

PROPOSICION 4.82. Dada una familia (f;: M; — N;)ie;r de morfismos de A-mddulos,

existe un unico morfismo

HMi Il i HNz

-,k

M; ! N;

tal que los diagramas

conmutan.

DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal de ] N;. O
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Es fécil ver que [] fi((mi)ier) = (fi(mi))ier, ker [[ fi = [T ker f; e Im [ f; = [[Im f;.

OBSERVACION 4.83. La correspondencia introducida en la Proposicidn 4.82 tiene las si-
guientes propiedades:

1. [Tidp, = idyy -
2. Dadas familias de morfismos de grupos (fi: Ly — M;)ier v (gi: M; — Nj)ier,

(H gz)(H fi) = Hgi°fi-

OBSERVACION 4.84. Si N; es un submddulo de M; para cada i € I, entonces las proyec-
ciones canonicas 7;: M; — M;/N; inducen un morfismo sobreyectivo

ITm: .
HM14>HAJ\%7

cuyo nucleo es | [ N;. Por consiguiente
)

—
£

2|

HNi' =11

16.3. Coproducto directo

El coproducto directo o suma directa de una familia de A-médulos (M;);er, es el submédulo
@D, M; de [[ M;, formado por todos los elementos con soporte finito. Esto es:

@M- = {(mi)iel € HMl : m; = 0 salvo para finitos indices i € I} .

Dado un A-médulo M denotamos con M) a la suma directa de la familia (M;);c;, donde
cada M; es una copia de M.

Es obvio que el grupo aditivo subyacente al médulo @,.; M; es el producto directo res-
tringido de los grupos aditivos subyacentes a los M;’s. Es facil comprobar que las inclusiones
canénicas ¢j: M; — @, M; son morfismos de A-médulos. Ademds, por los resultados de la
subseccion 14.3 del Capitulo 1, sabemos que

mi(t;(m)) =m paratodoi € [y m e M;,

que

Z ti(mi(m)) = m para todo m € @Mi,
i€l
y que, dada una familia morfismos de grupos abelianos (f;: M; — M);er, existe un tnico
P

morfismo de grupos abelianos (f;)icr: @ M; — M tal que para cada j € I el diagrama
M

—

(fi)

M;— Y~ @M,

conmuta. Recordemos que <(f—z)(m) = fj(mj(m)), donde 7;: €,.; M; — M; es la proyeccién

canénica. Un cédlculo directo muestra que si M es un A-mdédulo y los f;’s son A-lineales,
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—
entonces (f;) es un morfismo de A-mdédulos. Esto establece la propiedad universal de la suma

directa, la cual puede formularse también diciendo que para cada A-mdédulo M, la aplicacién
U: Homy (@ Mi,M> — [[ Homa(M;, M),

definida por ¥(p) = (¢et;)icr, es biyectiva. En realidad vale algo més fuerte, ¥ es un isomor-
fismo de grupos abelianos.

PROPOSICION 4.85. Dada una familia (f;: M; — N;)ier de morfismos de A-mddulos existe

un unico morfismo

tal que los diagramas

f.
M; d N;
| |
@ fi
D M; D Ni
conmutan.
DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal de @ M;. O

Es fécil ver que (D fi) (mi)ier) = (fi(mi))ier, ker (D fi) = Dker fi e Im(D fi) =
@D Im f;.

OBSERVACION 4.86. La correspondencia introducida en la Proposicién 1.108 tiene las
siguientes propiedades:

1. @idy, = idgy ;-
2. Dadas familias de morfismos de A-mddulos (fi: Li — M;)ier y (9i: M; — Ni)ier,

(@ %)(@ fi) =P gt

OBSERVACION 4.87. Para cada familia (M;)c; de submddulos de un A-mddulo M, la
funcion
D M; : M
(Mi)ier = D ier Mi

es un morfismo de A-mddulos. Es obvio que

ker¢ = {(mi)ig € @MZ : Zml :O} e ImgzZMi.

el
PROPOSICION 4.88. Consideremos una familia (M;);c; de submddulos de M. Son equiv-
alentes:

1. > M; es suma directa interna de (M;)cr.
2. El morfismo s: @ M; — M, definido por g((mi)iel) = icrMi, es inyectiva.
DEMOSTRACION. Se lo comprueba inmediatamente. ]
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OBSERVACION 4.89. Si N; es un submddulo de M; para cada i € I, entonces las proyec-
ciones canonicas m;: M; — M;/N; inducen un morfismo sobreyectivo
[ ,
[[M; —=11 5,

K3

cuyo nicleo es || N;. Por consiguiente,
M 11 M;
N; N;’

16.4. Morfismos entre sumas directas finitas de A-mddulos

Los resultados que daremos ahora son similares a los establecidos para grupos en la sub-
seccién (16.4) del Capitulo 1. En realidad son algo mejores, y esto se debe a que en cada
A-médulo la suma es conmutativa.

Para cada par M = (My,...,M,) y M' = (M{,..., M) de familias finitas de A-médulos,
el conjunto MSXT(Hom A(M, M/ )) formado por todas las matrices
fir oo fur
(fi)=1+ -~
fsl oo fsr
con f;; € Homy(M;, M/), es un grupo abeliano via la suma coordenada a coordenada. Cuan-
do M = M’ escribiremos M, (EndA M) en lugar de MTXT(HomA(M,M)). Notemos que
M, ( Endy M) es un anillo via el producto de matrices. De hecho, cuando My = --- = M, = M,
es el anillo de matrices M, (End aM )

OBSERVACION 4.90. La aplicacion

0: Msxr(Homuy(M,M')) — Homu (M; @ -+ & My, M{ & --- & M),

definida por
0(f)(ma,...m (qu (my). wa (my)).

es un isomorfismo de grupos abelianos. Su inversa es la funcwn que envia cada morfismo
[+ M@ - ® M, — M &--- @& M, en la matriz (m;°for;), donde m;: M{ & --- & M, — M/
es la proyeccion candnica a la i-ésima coordenada y vj: M; — My @ --- @ M, es la inclusion
canonica en la j-ésima coordenada.
Si escribimos los elementos de
Mi@---®M, y M{&---® M,
como vectores columna, entonces
fir oo S\ [ma
e(fij)(mlv"‘7m1”): :
Js1 oo fsr my
Supongamos ahora que M” = (M7,..., M) es otra familia de A-mdédulos. Es ficil ver que
para cada (fi;) € MSXT(Hom( M’ )) (gm) € MtXS(Hom(M’, 1\/_[”)),
( gkl fl] ) = 9(9kl)°9(fij)a
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donde (g)(fi;) es el producto de matrices. En particular
6: M, (Enda M) — Enda(M; & --- & M,)
es un isomorfismo de anillos.

OBSERVACION 4.91. Dada B = (b;j) € Mgy, (A°P), consideremos el morfismo lg: A” — A®
que a cada r-upla de elementos de A le asigna el resultado obtenido luego de escribirla como
vector columna con coeficientes pensados en A°P y multiplicarla a izquierda por B. Esto es:

b11 bl'r al
Ig(a,...,ar) =
bsl c. bsr Qy
para todo (ay,...,a,) € A". Usando los resultados de la presente subseccion y la Obser-

vacion 4.62, se comprueba facilmente que la correspondencia

Mir (A%P) —> Homa (A7, A%)
B B

es un isomorfismo de grupos abelianos. Mds ain, evidentemente l;, = idar (aqui 1, denota
a la matriz identidad de r x r) y log = lclg para cada par de matrices B € Mgy (A°P) y
C € My s(AP).

17. Mobdulos libres

Consideremos un A-médulo M y un subconjunto S de M. Una combinacion lineal de
elementos de S es una suma
S

ses
donde cada as € Ay (as)ses es una familia con soporte finito. Al escalar as se lo llama el
coeficiente de s en la combinacién lineal. Es evidente que el conjunto de las combinaciones
lineales de elementos de S coincide con el submédulo de M generado por S. Decimos que S
es linealmente independiente si

Zas-s:O:aS:O para todo s.
SES

Es decir, si la unica combinacion lineal de elementos de S que da cero es la trivial. En este
caso cada elemento de AS se escribe de manera inica como combinacién lineal de elementos

de S, porque
Zas-s:st-s:Z(as—bs)-s:O:as—bs:0 para todo s.
seS seS sesS

Por tdltimo, decimos que S es una base de M, si es un conjunto linealmente independiente de
generadores de M. Un A-médulo M es libre si tiene una base. No todo A-médulo es libre.
Por ejemplo el Z-médulo Z /27 no lo es. Por otra parte, para cada conjunto I, el A-médulo
AW es libre. Una base, que siguiendo una tradicién firmemente establecida, llamaremos base
candnica de AD | es el conjunto {e; :i €I}, donde e;: I — A es la funcién que vale 1 en i y
0 en todos los otros puntos de su dominio.
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OBSERVACION 4.92. Si M es un A-mddulo libre con base S y f: M — N es un isomor-
fismo de A-mdodulos, entonces N es libre con base f(S).

Todo par (M, S), formado por un A-mdédulo libre M y una base S de M, satisface la
siguiente propiedad universal:

- Cada funcién f: S — N de S en un A-médulo N se extiende de manera unica a
un morfismo de M en N. En otras palabras, existe un tinico morfismo de A-médulos
f: M — N, tal que el tridngulo

S*f>N

J/L / ’
f
M
donde ¢: S — M es la inclusién candnica, conmuta.

En efecto, debido a que cada elemento m € M es una combinacion lineal

(29) m:Zas's,

necesariamente f(m) = >, g as - f(s). Como la escritura (29) es tnica, esta definicién no es

ambigua. Finalmente, es ficil comprobar que la funcién f que acabamos de determinar, es
A-lineal.

PROPOSICION 4.93. Si M es un es un A-mddulo libre con una base S, entonces M es
candnicamente isomorfo a A,

DEMOSTRACION. Por las propiedades universales de (M, S) y (A®) {e, : s € S}), existen
morfismos tnicos de A-mdédulos

f:A®) oM y g: M — A®)

tales que f(es) = sy g(s) = es para todo s € S. Por la unicidad en la propiedad universal de
(M, S), como los tridngulos

S——>M S——>M
fog id
M M
conmutan, feg = ids. Similarmente, gof = id 4(s). U

NotA 4.94. La palabra candnicamente en el enunciado de la proposicion anterior hace
referencia al hecho de que el isomorfismo f: A — M es el inico que extiende a la biyeccion
es — s, de la base candnica de A®) en S.

TEOREMA 4.95. Supongamos que A es un anillo no nulo. Son equivalentes:
1. Todos los A-mddulos son libres.
2. A tiene un A-mddulo simple libre.
3. A es un anillo de division.
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DEMOSTRACION. 1) = 2) Es suficiente verificar que hay un A-mddulo simple. Para ello
basta notar que por la Proposicion 4.74, el anillo A tiene un ideal a izquierda maximal I, y
que por la proposicién 4.72, el médulo cociente A/ es simple.

2) = 3) Tomemos un A-mdédulo simple M con una base B. Como M no es nulo, B tiene un
elemento m # 0. Como M es simple y m es linealmente independiente, la funcién

p(a)

A——M

a+—=a-m
es un isomorfismo. Asi, A es un A-médulo simple y entonces, por la Proposicién 4.22, un
anillo de divisién.
3) = 1) Consideremos un A-médulo M. ST M = 0, entonces M es libre con base (). Supong-
amos que M # 0. Por el Lema de Zorn, M tiene un conjunto linealmente independiente
maximal B. Si m € M \ B, entonces BU {m} es linealmente dependiente y, por lo tanto, hay
una combinacién lineal no trivial

)\m-m—i—Z)\b-b:O.
beB
Por la independencia lineal de B, necesariamente A\, # 0. Despejando obtenemos que
m=—3 AN -b,
beB
lo cual prueba que (B) O (M \ B) U B = M y muestra que B es una base de M. O
OBSERVACION 4.96. Todo A-mddulo M es isomorfo a un cociente de un mddulo libre. Mds

precisamente, si S es un conjunto de generadores de M, entonces la aplicacion m: A — M,
definida por w(es) = s, para todo s € S, es un epimorfismo. Por lo tanto M ~ A(S)/ker .

Ampliando un poco la definicién dada arriba, diremos que un A-mddulo libre sobre un
conjunto X es cualquier par (M, j), formado por un A-médulo M y una funcién j: X — M,
que tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada funcién f: X — N, de X en un A-médulo N, existe un tinico morfismo de
A-médulos f: M — N, tal que el tridangulo

X4f>N

b
!
M
conmuta.
OBSERVACION 4.97. Si (M, j) es un A-mddulo libre sobre X, 1:' Y — X es una funcidn

biyectiva y f: M — N es un isomorfismo de A-mddulos, entonces (N, fojeol) es un A-médulo
libre sobre Y.

PROPOSICION 4.98. Un par (M, j), formado por un A-mdédulo M y una funcién j: X — M,
es un A-mddulo libre sobre X si y sdlo si la aplicacién A-lineal ¢: AX) — M, definida por
v(er) = j(x), es un isomorfismo. En consecuencia, j es inyectiva y j(X) es una base de M.
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DEMOSTRACION. Dejamos como ejercicio para el lector probar que si ¢ es un isomorfismo,
entonces (M, j) tiene la propiedad universal requerida. Reciprocamente, si (M, j) tiene esta
propiedad, entonces hay un tnico morfismo ¢: M — A tal que el tridngulo

X*J>M

donde ¢ es la funcién que manda x en e;, conmuta. Como Weper = ¢ y wopoj = 7, debido
a las propiedades universales de (A {e, : z € X}) y (M,}), debe ser 1o = idyx) y
potp =1idp. O

PROPOSICION 4.99. Si un mddulo libre M es finitamente generado, entonces todas sus
bases son finitas; si no lo es, entonces todas tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. puesto que las bases son conjuntos minimales de generadores, esto es
una consecuencia inmediata de la Proposicién 4.61. O

Decimos que un anillo A satisface la propiedad de invariancia del cardinal de las bases, o,
por brevedad, que tiene o satisface la ICB, si en cada A-mddulo libre todas las bases tienen
el mismo cardinal. Como un mdédulo libre finitamente generado es isomorfo a uno de la forma
A™ y, por la proposicién anterior, todas las bases de un médulo libre no finitamente generado,
son coordinables, A tiene la ICB si y sélo si A™ =~ A™ < n = m. Finalmente, puesto que tener
un isomorfismo A™ &~ A™ es lo mismo que tener matrices A € M, xn(A) vy B € Myxm(A)
tales que AB =1,,, y BA =1, donde I,, € M,,,(4) e I,, € M,,(A4) son las matrices identidad,
es inmediato que A tiene la ICB si y sélo si la existencia de tales matrices es imposible cuando
m #n.

EJEMPLO 4.100. Para cada anillo no nulo A, el anillo B = End 4(A™) no tiene la ICB.
Para verificarlo basta observar que la aplicacion ¥ = (Y1,v2): B — B @ B, definida por

Y1(f)(ei) = fle2i-1) y  a(f)(e) = fle),

donde {e, : n € N} es la base candnica de AN, es un isomorfismo de B-mddulos.

PROPOSICION 4.101. Se satisfacen las siquientes propiedades:

1. Un anillo A tiene la ICB si y solo si A°P la tiene.

2. Si A tiene la ICB, entonces M,.(A) tiene la ICB para todo r € IN.
3.5 f: A — B es un morfismo de anillos, y B tiene la ICB, entonces A también la
tiene.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue ficilmente de que la transpuesta de un
producto AB de matrices con coeficientes en A es el producto como matrices con coeficientes
en A°P de la transpuesta de B con la transpuesta de A. La segunda vale porque cada matriz en
M xn(My(A)) puede verse de manera evidente como una matriz en My, xnr(A) y porque esta
correspondencia respeta productos e identidades. Para probar que vale la tercera es suficiente
mostrar que si dos matrices A € My, xn(A) y B € My, (A) satisfacen AB =1, y BA =1,,,
entonces m = n. Para ello basta observar que aplicando f en cada coordenada de A y de B
se obtienem matrices A’ € M,,,xn(B) y B’ € My« (B) tales que A’'B' =1, y BPA’ =1,,, y
que (como por hipétesis B tiene la ICB) esto implica que m = n. O
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Un A-médulo a izquierda M es hopfiano si todo endomorfismo sobreyectivo f: M — M
es un isomorfismo.

PROPOSICION 4.102. Si todo A-mddulo libre finitamente generado es hopfiano, entonces
A satisface la ICB.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un isomorfismo f: A™ — A", con m,n € N, y
m < n. Entonces la funcién

g
A" A" ,
(1, ,xp) — f(x1,...,Zm)
es un endomorfismo sobreyectivo que no es inyectivo. O

Maés adelante, cuando estudiemos las condiciones de cadena, veremos que hay muchos
anillos para los que todo médulo finitamente generado es hopfiano.

TEOREMA 4.103. Todos los anillos conmutativos satisfacen la ICB.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 4.75, hay un morfismo de A en un cuerpo. Entonces,
por el item 3) de la Proposicién 4.101, bastard probar los cuerpos tienen la ICB. Para com-

probar esto es suficiente verificar que si {v1,...,v,} v {wi,...,w,} son bases de un k-espacio
vectorial finitamente generado V' y m < n, entonces es posible reordenar los w;’s, de forma
tal que

(ai) {Ul,...,vi,wl-ﬂ,...,wn}

sea una base de M para todo ¢ < m. Procedemos por induccién en i. La existencia de la

base (ag) es evidente. Supongamos que hay una reordenacién de los w;’s tal que (ao),. . . ,(a;)
son bases y que i < m. Como {vy,...,v,} es una base, obligatoriamente debe ser n > i.
Escribamos

Vigl = A101 + -+ A0+ A1 wigt + - A,

como combinacién lineal de los elementos de (a;). Puesto que vy,...,v;+1 son linealmente
independientes, A\; # 0 para algin j > i. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
j =i+ 1. Usando que \;y1 es inversible, se comprueba ahora ficilmente que (a;y1) es una
base de M. O

Ahora estamos en posicién de probar el Teorema 1.85. Para ello serd conveniente establecer
primero un resultado auxiliar, que es importante en si mismo.

LEMA 4.104. Si (G, j) es un grupo libre, entonces (G/|G,G], 7j), donde m: G — G/|G,G]
es la proyeccion canonica, es un Zi-modulo libre.

DEMOSTRACION. Denotemos con X al dominio de j y tomemos una funcién ¢: X — H,
de X en un grupo abeliano H. Por las propiedades universales de (G, j) y del abelianizado

136



Teoria elemental 18 Sucesiones exactas cortas

de G, existen morfismos tnicos ¢: G — H y ¢: G/[G, G] tales que el diagrama
H

G
legel

donde 7 es la proyeccién canénica, conmuta. En particular, gerej = ¢. Ademads @ es el tinico
morfismo con esta propiedad, porque si ¢: G/|G,G] — H también satisface @emej = ¢,
entonces, por la propiedad universal de (G, j), forzosamente 1o = @er y, por lo tanto, dado
que 7 es sobreyectivo, 1) = . O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.85. Supongamos que (G, j) y (H,l) son grupos libres
sobre X e Y respectivamente. Por los comentarios hechos al comienzo de la subseccién 17.1
del Capitulo 1, sabemos que si G y H son isomorfos, entonces G/[G,G| y H/[H, H] también
lo son. Debido al Lema 4.104 y al Teorema 4.103, esto implica que | X| = |Y|. Reciprocamente,
por la propiedad universal de (G, j), dada una biyeccién ¢: X — Y, existen morfismos tinicos
©:G— Hyp l: H— G tales que los diagramas

—1

x>y Yy =X

ij il y l J
E 1

G—~H H-Z @G

conmutan. Como @~legej = joplep = j, debe ser p=1ep = idg. Un argumento similar
muestra que @ep—! = idg. O

18. Sucesiones exactas cortas

Una sucesién de A-moédulos y morfismos

M, f1 M, f2 M, f3 M,

es una sucesion exacta si la imagen de cada morfismo es el nicleo del siguiente. Esto es, si la
sucesién subyacente de morfismos de grupos abelianos es exacta. Una sucesion eracta corta
es una sucesion exacta de la forma

(30) 0 Y A VR 0.

Como vimos en la Seccién 16, esto ocurre si y sélo si f es inyectiva, g es sobreyectiva y
ker g = Im f.
Decimos que la sucesién exacta corta (30) es equivalente a la sucesién exacta corta

0 N —s N2 0,
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si existe un morfismo de A-mdédulos h: M — N tal que el diagrama

0 ML L 0
J/id]\/jl lh lidM”
1 N —= N L N 0

conmuta. Como vimos en la Seccion 16, en ese caso h es un isomorfismo. Una consecuencia
inmediata de la definicién es que la relacién de equivalencia de sucesiones exactas cortas es
reflexiva y transitiva. Ahora es claro que también es simétrica.

PROPOSICION 4.105. Para cada sucesion exacta corta de A-mddulos

0 ML L 0,

son equivalentes:

1. g es una retraccion.

2. f es una seccion.

3. Ewmisten morfismos s: M" — M yr: M — M’ tales que for + sog = idyy.
Ademds, dados s y r como en el item 3), la sucesion

S T

0 M" M M’ 0

es exacta, s es una seccion de g y v una retraccion de f. Por ultimo, cada seccion s de g
puede completarse de manera unica a un par (s,r) que satisface las condiciones requeridas en
el item 3), y lo mismo vale para cada retraccion r de f.

DEMOSTRACION. Asumamos que s y r satisfacen las condiciones requeridas en el item 3).
Como g es sobreyectiva, de la igualdad

gesog = go(for +s°9) = g
se sigue que s es una seccion de g. Una cuenta similar muestra que r es una retraccién de f.
Pero entonces
ros = ro( for 4+ Sog)es = rofores 4+ reseges = ros + ros,
por lo que Im s C kerr. En realidad Im s = ker r porque

m = (for + seg)(m) = seg(m) para cada m € kerr.

Ahora estamos listos para probar la equivalencia de los items 1), 2) y 3) y las dltimas afirma-
ciones del enunciado. Notemos primero que en los comentarios anteriores ya fue probado que
1) y 2) son consecuencia de 3).

1) = 3) Supongamos que s es una seccién de g. Como f es un isomorfismo de M’ con el
nucleo de g y

go(idys —sog) =0,
existe un tinico morfismo de A-mdédulos r: M — M’ tal que for = idp; —se°g.

2) = 3) Un argumento similar al usado para probar que 1) = 3) muestra que dada una
retraccién r de f, existe un tinico morfismo s: M” — M tal que for + sog = id)y. O
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Una sucesién exacta corta es escindida si satisface las condiciones equivalentes listadas
en la proposicién anterior. Por ejemplo, para cada par de A-médulos M’y M”, la sucesién
exacta corta

L]W’ Uy
(31) 0—= M = Mo M7 S g ——0,
donde ¢y v e son la inclusion y proyeccién candnicas, es escindida. El siguiente resultado
muestra que este ejemplo es arquetipico.
PROPOSICION 4.106. Una sucesién ezacta corta de A-mddulos

(32) 0 ML e g 0

es escindida si y solo si es equivalente a la sucesion exacta corta (31).

DEMOSTRACION. Basta observar que un morfismo (r,h): M — M’ & M” realiza una
equivalencia entre las sucesiones exactas cortas (31) y (32) si y sélo si h = g y 7 es una
retraccién de f. O

19. Condiciones de cadena

Nuestro objetivo en esta secién es introducir las nociones de anillos noetherianos y ar-
tinianos y estudiar sus propiedades béasicas. En esta exposiciéon M designa a un A-médulo
arbitrario.

19.1. Modbdulos noetherianos

Un A-médulo es noetheriano si todos sus submédulos son finitamente generados. En el
siguiente resultado establecemos otras caracterizaciones muy tutiles de esto médulos. Una
sucesion My, My, M3, My, ... de submodulos de M es estacionaria si existe n € IN tal que
M, = M,; para todo ¢ € IN.

PROPOSICION 4.107. Son equivalentes:
1. M es noetheriano.

2. Toda sucesion creciente My C My C M3y C --- de submodulos de M es estacionaria.

3. Toda familia no vacia de submddulos de M tiene un elemento mazximal.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Consideremos una cadena creciente
My C My C M3 C---

de submédulos de M. Como N = |J, M; es finitamente generado, existe n € IN tal que
M, = N. En consecuencia M, = M,; para todo ¢ € IN.

2) = 3) Supongamos, por el contrario, que existe una familia (M;);c; no vacia de submédu-
los de M que no tiene elemento maximal. Afirmamos que hay una sucesién iy,19,143,... de
elementos de I tal que

Mi1 gMiz QMZ'S G

En efecto, esto se sigue inmediatamente de que habiendo elegido i1, ..., i, con esta propiedad,
por hipétesis existe i,41 € I tal que M;, & M;

n+1°
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3) = 1) Debemos probar que cada submédulo N de M es finitamente generado. Por hipétesis,
N tiene un submddulo finitamente generado maximal N’. Como N’ + Am es finitamente
generado para todo m € N, necesariamente N’ = N. O

TEOREMA 4.108. Para cada submdédulo N de M son equivalentes:

1. M es noetheriano.
2. N y M/N son noetherianos.

DEMOSTRACION. Es claro que si M es noetheriano, entonces todos los submédulos de N
son finitamente generados. También lo es cada submédulo L de M /N, porque L = (7~ (L)),
donde m: M — M/N es la proyeccién candnica, y 7 (L) es finitamente generado por
hipdtesis. Asi, 1) implica 2). Veamos que vale la reciproca. Tomemos un submédulo M’ de
M. Por hipétesis

M’ M "+ N
M'NN~ N
son finitamente generados. Pero entonces, por el item 2) de la Proposicién 4.73, también lo
es M'. O

M NN y

COROLARIO 4.109. Una suma directa de A-mddulos My & --- & M,, es noetheriana si y
solo si cada M; lo es.

DEMOSTRACION. Por induccién en n usando el teorema anterior. O
PROPOSICION 4.110. Todo A-mddulo noetheriano M es hopfiano.

DEMOSTRACION. Si f: M — M es un morfismo sobreyectivo que no es inyectivo, entonces
0Ckerf Ckerf?Ckerf3¢C---

es una sucesion estrictamente creciente de submédulos de M. En efecto, 0 C ker f por
hipotesis, y, por el Teorema de la correspondencia,

ker f C ker 7 = ker 7 = f (ker f1) C f (ker f11) = ker f72
Por consiguiente, M no es noetheriano. O

Un anillo A es noetheriano a izquierda si lo es como A-mdédulo a izquierda, y es noetheriano
a derecha si A°P es noetheriano a izquierda. Si A es noetheriano a ambos lados, entonces se
dice simplemente que es noetheriano. En estas notas consideraremos sélo anillos noetherianos
a izquierda.

OBSERVACION 4.111. Todo cociente de un anillo noetheriano a izquierda es un anillo
noetheriano a izquierda.

TEOREMA 4.112 (de la base de Hilbert). Si un anillo A es noetheriano a izquierda, en-
tonces también lo es el anillo de polinomios A[X].

DEMOSTRACION. Supongamos que en A[X| hay un ideal a izquierda I que no es finita-
mente generado. Definimos una sucesion de polinomios Py, Ps, ... en I como sigue: Tomamos
como Pj; a un polinomio no nulo de grado minimo de I. Habiendo elegido P, ..., P;, tomamos
como P;11 a un polinomio no nulo de grado minimo de I\ Z;-:l A[X]P;. Llamemos a; al coe-
ficiente principal de P;. Por hipétesis el ideal a izquierda J := ) i>1 Aa; de A, es finitamente

140



Teoria elemental 19 Condiciones de cadena

generado. Asi, existe m € IN tal que J = Z;n:l Aaj. Escribamos ap41 = u1a1 + -+ - 4 UmGm,.
Como el grado de P,,+1 no es menor que el de ninguno de los polinomios Py, ..., Py,

m
P =y XEmi)—erP)p 4 oy xer(Pmi)-er(Pr) p o Z A[X]P;.
j=1
Puesto que ademads P41 pertenece a I'\3 7" A[X]P;, la diferencia P11 — P también estd en
I\ Y75, A[X]P;. Como gr(Ppi1 — P) < gr(Pp+1), esto contradice la eleccién de Ppq1. O

COROLARIO 4.113. Si A es noetheriano a izquierda, entonces A[X1,...,Xy]/I es noethe-
riano para cada ideal I de A[X1, ..., X,].

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Teorema de la base de Hilbert y de la
Observacion 4.111. O

PROPOSICION 4.114. Si A es noetheriano a izquierda y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es noetheriano.

DEMOSTRACION. Por el corolario 4.109, todo médulo libre finitamente generado es noethe-
riano a izquierda. El resultado se sigue ahora del Teorema 4.108, ya que al ser finitamente
generado, M es un cociente de un médulo libre, que también lo es. ]

COROLARIO 4.115. Todo anillo noetheriano a izquierda o a derecha satisface la ICB.

DEMOSTRACION. Por el item 1) de la Proposiciéon 4.101 basta probarlo para anillos
noetherianos a izquierda, y para estos vale por la Proposiciones 4.102, 4.110 y 4.114 O

COROLARIO 4.116. Los anillos de division satisfacen la ICB.

PROPOSICION 4.117. Consideremos submddulos My, ..., M, de M. Son equivalentes:

1. M; es noetheriano para todo 1.

2. My +---+ M, es noetheriano.
DEMOSTRACION. Veamos primero que el segundo item es una consecuencia del primero.
Por el Corolario 4.109, la suma directa My @ - - - & M, es noetheriana. En consecuencia, por

el Teorema 4.108, el moédulo M; + --- + M, es noetheriano, debido a que es un cociente de
M@ ---&d M,. La reciproca se sigue inmediatamente del mismo teorema. O

COROLARIO 4.118. Consideremos submddulos My, --- , M, de M. Son equivalentes:

1. Todos los cocientes M /M; son noetherianos.

M .
2. A €S noetheriano.

DEMOSTRACION. Supongamos que cada cociente M /M; es noetheriano. Entonces, por el
Corolario 4.109, también lo es @' ; M/M;. Como las proyecciones canénicas M — M /M;
inducen un morfismo inyectivo

n
L_)@%,
Min-nM, P

se sigue del Teorema 4.108 que ———2—— es noetheriano. La reciproca es consecuencia inme-
MiN--NM,
diata del mismo teorema, porque cada M /M; es un cociente de AL O
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19.2. Modbdulos artinianos

En esta subseccién introducimos los médulos artinianos y estudiamos algunas de sus
propiedades bésicas.

PROPOSICION 4.119. Son equivalentes:

1. Toda sucesion decreciente M1 O My O M3 D --- de submodulos de M es estacionaria.
2. Toda familia de submaodulos de M tiene un elemento minimal.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Supongamos que existe una familia (M;);c; no vacia de submé-
dulos de M que no tiene elemento minimal. Afirmamos que hay una sucesién i1, 12,43... de
elementos de I tal que

Mil 2M1'2 QMis 2
En efecto, esto se sigue inmediatamente de que habiendo elegido i1, ..., i, con esta propiedad,

por hipétesis existe 1,1 € I tal que M;, 2 M; ..

2) = 1) Debemos mostrar que toda sucesién decreciente
My 2 My 2 M3 D ---

de submdédulos de M es estacionaria. Para ello basta notar que por hipétesis {M; : ¢ € IN}
tiene un elemento minimal M,,, y que entonces M,, = M,; para todo i € IN. O

TEOREMA 4.120. Para cada submddulo N de M son equivalentes:
1. M es artiniano.

2. N y M/N son artinianos.

DEMOSTRACION. Es claro que si M es artiniano, entonces toda sucesién decreciente de
submédulos de IV es estacionaria. También lo es cada sucesién decreciente
L1 2L 2 L322+
de submédulos de M /N, porque L; = m(n~'(L;)) para cada i, donde m: M — M/N es la
proyeccién canénica, y
L) D7 (Le) D (L3) 2 -+
es estacionaria por hipdtesis. Asi, 1) implica 2). Para probar que vale la reciproca consideremos

una sucesion decreciente
My D My D MzD---

de submodulos de M. Por hipétesis existe n € IN tal que
M;N"N=M,NN y w(M;) = w(M,y,)
para todo ¢ > n. Pero entonces
M; + N =7 Yn(M;)) = n (n(M,)) = M,, + N
y, en consecuencia, M; = M, por el item 2) de la Proposicién 1.33 del Capitulo 1. g

COROLARIO 4.121. Una suma directa de A-mdédulos My @ ---@® M, es artiniana si y sélo
st cada M; lo es.

DEMOSTRACION. Por induccién en n, usando el teorema anterior. ]

Diremos que un A-médulo es cohopfiano si todo endomorfismo inyectivo f: M — M es
un isomorfismo.
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PROPOSICION 4.122. Todo A-mdédulo artiniano M es cohopfiano.

DEMOSTRACION. Si f: M — M es un morfismo inyectivo que no es sobrectivo, entonces

M2 f(M)2 fA(M)2 f3(M)2 -

=

es una sucesion estrictamente decreciente de submoédulos de M. En efecto, M 2 f(M) por
hipétesis, y
FUM) 2 [ M) = fHM) 2 f(M),

debido a que f es inyectiva. Por consiguiente, M no es artiniano. O

Un anillo A es artiniano a izquierda si lo es como A-médulo a izquierda, y es artini-
ano a derecha si A°P es artiniano a izquierda. Si A es artiniano a ambos lados, entonces se
dice simplemente que es artiniano. En estas notas consideraremos solo anillos artinianos a
izquierda.

OBSERVACION 4.123. Todo cociente de un anillo artiniano a izquierda es artiniano a
izquierda.

Se puede probar que todo anillo artiniano a izquierda es noetheriano a izquierda. La
reciproca no vale. Por ejemplo, Z es noetheriano, pero no artiniano. En realidad, para anillos,
la condicién de artinianidad es mucho maés restrictiva que la de noetherianidad. Los siguientes
ejemplos muestran que existen anillos artinianos.

EJEMPLO 4.124. Todo anillo finito es artiniano.

EJEMPLO 4.125. Todo anillo que es un espacio vectorial de dimension finita sobre un
subanillo de division, es artiniano (por ejemplo, si A es un anillo de division y S es un
semigrupo finito, entonces A[S] es artiniano).

PROPOSICION 4.126. Si A es artinianos a izquierda y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es artiniano.

DEMOSTRACION. Por el corolario 4.121, todo médulo libre finitamente generado es ar-
tiniano a izquierda. El resultado se sigue ahora del Teorema 4.120, ya que al ser finitamente
generado, M es un cociente de un médulo libre con base finita. ([l

COROLARIO 4.127. Consideremos submddulos My, ..., M, de M. Son equivalentes:

1. M; es artiniano para todo 1.
2. My +---+ M, es artiniano.

DEMOSTRACION. Veamos primero que el segundo item es consecuencia del primero. Por
el Corolario 4.121, la suma directa M; & --- & M,, es artiniana. Asi, por el Teorema 4.120,
el médulo My + --- + M, es artiniano, debido a que es un cociente de My @ --- @ M,, . La
reciproca es una consecuencia inmediata del mismo teorema. O

PROPOSICION 4.128. Consideremos submddulos My, - -+ , M, de M. Son equivalentes:

1. Todos los cocientes M/M; son artinianos.
2.

M .o
M-, €5 artiniano.
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DEMOSTRACION. Supongamos que cada cociente M/M; es artiniano. Entonces, por el
Corolario 4.121, también lo es @@;._; M/M;. Como las proyecciones canénicas M — M /M;
inducen un morfismo inyectivo

n
L_)@ﬁ,
Min-nM, P

M .. ; .. .
Az, ©s artiniano. La reciproca es consecuencia inmediata

. : . M
del mismo teorema, porque cada M /M; es un cociente de A A O

del Teorema 4.120 se sigue que

Hay grupos abelianos que son noetherianos y no artinianos. Por ejemplo, Z. También hay
grupos abelianos que son artinianos y no noetherianos. Un ejemplo es
{a/p" :a € Z yne NN}
7 .
Para ver esto serd suficiente probar que los subgrupos no triviales de Z,, son los subgrupos
ciclicos ([1/p"]). Supongamos que I es un subgrupo no trivial de Zp~ y tomemos [a/p"] € I
con a coprimo con p. Entonces existen enteros r y s tales que 1 = ra + sp™. Asi,

[1/p"] = [(ra + sp")/p"] = rla/p"] € 1
Como I & Zy~ hay maximo n tal que [1/p"] € I y, claramente, I = ([1/p"]).

Zpoo =

19.3. Moébdulos de longitud finita

Ahora vamos a estudiar los médulos que son simultaneamente noetherianos y artinianos.
Decimos que dos cadenas crecientes finitas
MoC My CMyC---C My, vy MyCN CNyC---CN,,
de submédulos de un A-médulo M, son equivalentes si m = n y existe una permutacién
o €S, tal que M]\fjl ~ ](\,[?7()
segunda si existen indices 1 <4y <--- <, < m, tales que M;;, = N; para todo j.

, para todo ¢ entre 1 y m; y decimos que la primera refina a la

LEMA 4.129 (Lema de la Mariposa). Dados submddulos Ny C No y My C My de M,
existen isomorfismos candnicos
N1+(N20M2) N No N Mo NMl—l-(NgﬂMz)
N1+(N2ﬂM1) (NlﬂMQ)—l-(NQﬂMl) Ml‘i‘(NlmMQ).

DEMOSTRACION. El primer isomorfismo se obtiene aplicando el isomorfismo Lr%K L+K

con L = NoNMy y K = N1+ (N2NMj) y usando la modularidad del reticulado de submodulos
de M. El segundo sale por simetria. O

TEOREMA 4.130 (Schreier). Dos cadenas finitas de submddulos de M siempre se pueden
refinar a cadenas equivalentes.

DEMOSTRACION. Consideremos dos cadenas finitas
Mo C M CMyC---C My, y NogC N CNyC---CN,

de subméddulos de M. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que My = Ny = 0 y
M,, = N,, = M. Escribamos

Mij =M1+ (N;nM;) vy Nij= N1+ (N; N M),
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dénde en cada caso los subindices recorren todos los valores para los cuales la expresién a la
derecha del signo igual tiene sentido. Intercalando los M;; en la primer cadena y los N;; en
la segunda, obtenemos cadenas

Mo= My € M1 C€---C My =My =My C--- C My, = M,y,

No=Nig CNi1 C-- C Nippy =Ny =Ny C--- C Ny = Ny,

donde no necesariamente las inclusiones son propias. Por el lema de la Mariposa

M;; Nij . .
R paral<i<nyl<j<m.
M1  Nij
El resultado es consecuencia inmediata de esto. OJ

Una cadena 0 = My & -+ & M, = M de submédulos de M es una serie de composicion
de longitud n de M si cada cociente M;/M;_1 es simple.

TEOREMA 4.131 (Jordan-Holder). Si M tiene una serie de composicion, entonces cada
cadena estrictamente creciente de submaodulos de M se puede refinar a una serie de composi-
cion. Ademds todas las series de composicion de M son equivalentes y, en particular, tienen
la misma longitud.

DEMOSTRACION. Es un corolario inmediato del Teorema de Schreier. O
Definimos la longitud ¢(M) de un A-médulo M, por
0 siM=0,
(M) :=<n siM tiene una serie de composicién de longitud n,

o0 en otro caso.

Por el Teorema de Jordan Holder, esta definiciéon no es ambigua.

Es evidente que si M tiene longitud finita, digamos m, y N es un submédulo no trivial
de M, entonces refinando la cadena 0 C N C M a una serie de composicién

(33) 0=NoG---GCN;=NG---G N, =M,
obtenemos series de composicion
N; Ny, M

de Ny M/N, respectivamente. Ademads ¢(M) = m = i+(m—i) = {(N)+{(M/N). Reciproca-
mente, si M tiene un submddulo N tal que N y M /N tienen series de composicién como (34),
combinandolas se obtiene una serie de composicién como (33).

PROPOSICION 4.132. Un A-mddulo M tiene una serie de composicion si y sélo si es
noetheriano y artiniano.

DEMOSTRACION. Supongamos que M tiene longitud finita. Dado que toda cadena estric-
tamente creciente o estrictamente decreciente de submédulos de M tiene a lo sumo ¢(M) + 1
componentes, es inmediato que M es noetheriano y artiniano. Supongamos ahora que M es
noetheriano y artiniano. Afirmamos que M tiene longitud finita. Tomemos un submédulo N
de M, maximal entre los que tienen longitud finita. Para terminar la demostracion es suficiente
ver que N = M, pero esto se sigue de que si no podriamos tomar un submédulo N’ de M,
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minimal entre los que contienen a N estrictamente y, de que entonces, /(N') = {(N)+1 < oo,
contradiciendo la maximalidad de N. O

TEOREMA 4.133 (Teorema de la dimensién). Dos submddulos My y My de M tienen
longitud finita si y sélo si su suma e interseccion la tienen. Ademds

0(My + M) 4+ £(My N Ma) = £(My) + £(My).

DEMOSTRACION. Basta aplicar los resultados mencionados en el comentario que precede
a la Proposicion 4.132 a los submoédulos y mdédulos cocientes que aparcen en las sucesiones
exactas cortas

M,

My N M- M
0—— M 2 1 M, N My 0
y
My + M-
0 —— My —— M; + My - 2 0,
M,
y usar que M1M01]\42 %Mlj\;[r;\b' U

En relacién al teorema anterior, notemos que el hecho de que M; N My tiene longitud
finita es una consecuencia de que M + M> la tiene.

20. Torsion y divisibilidad

En esta seccién asumimos que A es un dominio conmutativo y estudiamos las nociones
de torsién y divisibilidad de un A-médulo M.

20.1. Torsién

Un elemento m de M es de torsidn si existe a € A\ {0} tal que a - m = 0. Por ejemplo
([1],0) es un elemento de torsién del Z-médulo Zs & Z, mientras que (0,1) no. La torsion de
M es el conjunto

T(M) ={m € M : m es de torsién}.
Un médulo M es de torsion si T(M) = M y es sin torsion si T(M) = 0.

EjempLO 4.134. Cada A-modulo libre es sin torsion.

EJEMPLO 4.135. Q es un Z-mddulo sin torsion, que no es libre.

PROPOSICION 4.136. T(M) es un submodulo de M.

DEMOSTRACION. Basta observar que para todobe Ay m,m' € M,sia-m=ad -m' =0
con a,a’ € A\ {0}, entonces

ad'-(m+m')=ad -m+ad -m' =da-m+a-m'=0 y a-(b-m)=ba-m=0
porque A es conmutativo, y que aa’ # 0 porque A es un dominio. O

PROPOSICION 4.137. Para cada A-mddulo M, el submddulo T(M) es de torsion y el
mddulo cociente M/ T(M) es sin torsion.
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DEMOSTRACION. Es evidente que la primera sfirmacién es verdadera. Veamos que tam-
bién lo es la segunda. Tomemos m € M. Si [m| € T(M/T(M)), entonces a - m € T(M) para
algin a € A\ {0} y, por lo tanto, existe b € A\ {0} tal que ba - m = 0. Como ba # 0, esto
implica que m € T(M). O

OBSERVACION 4.138. Cada morfismo de A-mddulos f: M — N aplica T(M) en T(N). En
consecuencia induce por restriccion un morfismo f.: T(M) — T(N) y, por paso al cociente,
un morfismo ?T: M/T(M) — N/T(N). Se comprueba de inmediato que idps,, = idrp) ¥
@T = idyr/T(ar) para cada A-mddulo M, y que

(fe9)r = frege ¥ fog, = Fred,
para cada par de morfismos de A-mddulos g: M — N y f: N — L. En consecuencia, fr y
[ son isomorfismos si f lo es.

TEOREMA 4.139. Si N es un A-mdédulo finitamente generado y sin torsion, entonces existe
un A-mddulo libre finitamente generado M y un monomorfismo v: N — M.

DEMOSTRACION. Fijemos un conjunto finito S = {nj,...,ns} de generadores de N,
tomemos un subconjunto linealmente independiente maximal B = {n;,,...,n;,} de Sy de-
notemos con M a (B). Por la definicién de B, para cada j € S\ B existe \; € A # 0, tal que
Aj-n; € M. Escribamos A = [ ;. Notemos que, como A es un dominio conmutativo, A # 0
v A-n € M para todo n € N. Asi podemos considerar la aplicacién

N —~= M

n——J\-n
Dado que A es conmutativo y N es sin torsién, ¢ es un morfismo inyectivo de A-mddulos.
Como M es libre con base B, esto termina la prueba. ]

20.2. Divisibilidad

Decimos que M es divisible si para cada m € M y a € A\ {0}, existe m’ € M tal que
a-m' =m.

EJEMPLO 4.140. Los Z-mddulos Q y Q/Z son divisibles. En cambio Z no lo es. Notemos
que en el primer caso el m’ garantizado por la definicion de divisibilidad es tinico, pero en el
sequndo, no.

PROPOSICION 4.141. Si M es divisible, entonces también lo es cada cociente M/N .
DEMOSTRACION. Porque a-m' =m = a-[m/] = [m]. O

LEMA 4.142. Si M es divisible y sin torsidn, entonces para cada m € M ya € A\ {0}
existe un unico m' € M tal que a - m' = m.

DEMOSTRACION. Como M es divisible, existe m’ tal que a-m’ = m. Si también a-m” = m,
entonces
a-(m' —m")=0,
por lo que m’ = m”, debido a que M es sin torsién. O

TEOREMA 4.143. Si M es un A-mddulo divisible y sin torsidn, entonces tiene una tunica
estructura de Q o-espacio vectorial (donde Q4 es el cuerpo de cocientes de A) que extiende a
su estructura de A-mdodulo.
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DEMOSTRACION. Si tal estructura existe, entonces
(p > qp
q Lq
para cada g € Qa y m € M. Pero por el lema anterior sabemos que existe un tinico m’ € M
tal que ¢ - m' = p - m. Esto prueba la unicidad y fuerza a definir
(35) P om=m
q
Para ver que esta definicién es buena, basta observar que si % =lys- m” = r - m, entonces
m' = m”, porque M es un A-mdédulo sin torsién,

gs-m" =qr-m=sp-m=qs-m

v gs # 0. Notemos que
p i o D
qg- = m)=q-m"=p-m paratodo =€ Qayme M.
q q

Para concluir la demostraciéon debemos probar que M es un Q4-médulo via (35). Es claro
que 1-m = m para todo m € M. Afirmamos que

P otminy=L . m+2.n

q q q
para todo % € Qa y m,n € M. En efecto, esto se sigue inmediatamente de que M es sin
torsion y

q(g(m+n)) :p-(m+n) =pm+pn= q<£m) +q-<£-n> = q.<£.m+ £n>
q q q q q

Argumentos similares muestran que M también satisface los otros axiomas de Qa-espacio
vectorial. O

PROPOSICION 4.144. Para todo A-médulo N existen un A-mddulo divisible M 1y un
monomorfismo t: N — M. Si N no tiene torsion, entonces se puede tomar M sin torsion.

DEMOSTRACION. Como todo A-médulo es isomorfo a un cociente de un A-mdédulo libre,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que N = Ad) /S para un conjunto I y un

submédulo S de AD) . Pero por la Proposicién 4.141 sabemos que M = Qg) /S es divisible, y
es evidente que hay un monomorfismo ¢: N — M. Si T(N) = 0, entonces la composicién

N —>M "= M/T(M),

donde 7 es la proyeccién canénica, es inyectiva porque ¢(N)NT (M) = 0. Por lo tanto podemos
reemplazar M por el médulo sin torsion M/ T(M). O

Notemos que si N es sin torsién, entonces la dimensién del Q 4-espacio vectorial M, cons-
truido en la demostracién, es menor o igual al cardinal del conjunto de generadores de N
elegido.
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Capitulo 5

Moédulos sobre dominios principales

Recordemos que A es un dominio principal si es un dominio conmutativo y todo ideal de A
es ciclico y que todo dominio principal es de factorizacién tinica. Una consecuencia particular
de esto es que los primos no nulos de A coinciden con los irreducibles.

1. Mobdulos libres

TEOREMA 5.1. Si A es un dominio principal, entonces todo submddulo de un A-mddulo
libre es libre.

DEMOSTRACION. Supongamos que L es un A-mdédulo libre y M es un submdédulo de
L. Fijemos una base bien ordenada B = (v;);c; de L y, para cada i € I, consideremos los
submodulos

L; = @<Uj>, f@ = ®<Uj>, M;,=MnNL; vy MZ:MQNZ
J<i J<i
de L. Notemos que L; = L; ® (v;) y que cada m € M; tiene una escritura unica
m=m; + Am -v;, conm; € M;y A\, € A.

Es evidente que la férmula g;(m) = ), define una aplicacién A-lineal g;: M; — A. Como
A es un dominio principal, la imagen de g; es cero o es un A-médulo libre de dimensién 1
(dependiendo de si M; = M; o no). En ambos casos la sucesién exacta corta

0 M; ——= 31, 2> Tm g, 0,

donde ¢ es la inclusion candnica, es escindida y, por lo tanto, existe un submoédulo X; de M;,
tal que M; = M; ® M y X; = Im g;. Afirmamos que ) _,.; M/ es directa y que M = @, ; M].
Veamos primero que la suma es directa. Para ello escribimos

O=m; +---+m;, conr>1m; €X; eig <ig<---<ip,
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y procedemos por induccién en r. Es claro que si r = 1, entonces m;;, = 0. Supongamos
entonces que 7 > 1. Como

My + - +mi,_, € M,y M, =M;, &M,
debe ser m;, = 0y, a posteriori, m;; =---=m,;,_, = 0. Veamos ahora que
M= M.
el
Por definicién, @, ;

m € M\ @,c; M/, denotemos con i(m) al menor de los i € I tal que m € L;. Tomemos
m € M\ @,c; M con i(m) minimo. Como

M/ C M. Supongamos que la inclusién reciproca no vale, y, para cada

m € Min) = Migm) © M),
existen m' € M) y m” € Mi’(m) tales que m = m’+m”. Como, por la minimalidad de i(m),
m' e GB M,
i€l
también
m=m'+m" € @MZ’,
el

contradiciendo la suposicién hecha arriba. Asi, M es la suma directa de los M/, como quere-
mos. U

COROLARIO 5.2. 57 A es un dominio principal, entonces todo A-mddulo finitamente ge-
nerado sin torsion es libre.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 4.139 y 5.1. U

COROLARIO 5.3. Si A es un dominio principal, entonces M ~ T(M) & M/ T(M) para
todo A-mddulo finitamente generado M.

DEMOSTRACION. Basta observar que la sucesién exacta corta
00— T(M) —> M —2> M/T(M) —0,
se parte porque, por el corolario anterior, M/ T (M) es libre. O

OBSERVACION 5.4. Debido a los corolarios anteriores, todo A-mddulo finitamente genera-
do M tiene un submddulo libre L tal que M = L& T(M). Si bien L no es inico su dimension
sdlo depende de M, porque L es isomorfo a M/ T(M).

2. Moddulos de torsion

Consideremos un dominio principal A y un elemento irreducible p € A. Un A-médulo M
es p-primario si para todo m € M existe n € IN tal que p™ - m = 0. Dado un A-médulo M, el
conjunto

M, :={me M :p"-m =0 para algin n € N}
es un submodulo p-primario de M, llamado la componente p-primaria de M.
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TEOREMA 5.5. St M es un A-mddulo de torsion, entonces
M = @ Mp,
peP

donde P es una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles de
A, maodulo asociados.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, dado m € M, existe a € A\ {0} tal que a-m = 0.
Escribamos

l [
a:upll ...pr"”’

conu € A*, p1,...,pr € Pyn,...,n. € IN. Consideremos los elementos b; := a/pi". Como
los b;’s son coprimos, existen ci,...,c. € A tales que ¢1b1 + - - - + ¢.b, = 1. Por lo tanto

m=1-m=cby-m+---+¢c.b.-m.

Ademss, b; - m € M, porque pﬁi “(bj-m)=a-m =0y asi,
M=> M,
peEP

Resta probar que la suma es directa. Supongamos que

my+---+mgs =0, conm; Eij.
Debemos mostrar que my; = --- = mg = 0. Esto es obvio si s = 1. Supongamos que es cierto
cuando s =n y que s =n + 1. Tomemos hq,...,hs € IN tales que p?j -m; = 0. Entonces

h fs— h hs—
Ozpll...ps_ll .(m1+...+ms>:p11...ps_11 .ms.

h

hs— . .
Pero como p;” - pg7t ¥ P son coprimos, existen a,b € A tales que

h hS— 5 —
api* - pt Hbple =1,
y, por lo tanto,
— hs — hl h371 —
ms = (1—bp™) -ms=apy*---p,°7" -ms =0.

Ahora m; = --- = mys_1 = 0, por hipdtesis inductiva. O

OBSERVACION 5.6. Dado un A-mddulo M, el conjunto Ann(M) de todos los a € A tales
que a-m =0 para todo m € M es un ideal de A. Supongamos que Ann(M) = (a), con a # 0

y escribamos a = upy' ---pir, conu € AX, p1,...,pp € P yri,...,rn € N. Argumentando
como en la demostracion del Teorema 5.5 se comprueba fdcilmente que

M =My &---©Mp,,
Y que Ann(Mpi) = (p;") para todo i. En particular My = 0 para todo ¢ € P\ {p1,...,pn}-

OBSERVACION 5.7. Todo morfismo de A-mddulos de torsién f: M — N aplica cada com-
ponente p-primaria M, de M en la correspondiente componente N, de N. En consecuencia,
induce por restriccion un morfismo f,: M, — N,. Es ovbio que f es un isomorfismo si y sélo
st lo son todos los fp.
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TEOREMA 5.8. Si A es un dominio principal y M es un A-mddulo anulable por p™, donde
(4)

p es un primo no nulo de A yn € N, entonces existen familias (xj )jes, con 1 <i<n tales

que
M=D D) v Am) =),
i=1 jeJ;
dénde Ann(m) = {a € A : am = 0}. Ademds el cardinal de los J;’s no depende de la
descomposicion.

DEMOSTRACION. Primero probamos la existencia. Consideremos la filtracién
MyC M, C---C M, =M,

donde M; = {m € M : p'm = 0}. Consideremos también el A/pA-espacio vectorial M/pM y
la filtracion inducida
Mo—i-pMCMl—i-pMC”_ My, +pM M
pM = pM — pM  pM’

i))jeji en M; \ M,;_; tales que ([x(

. . )
Para cada i entre 1 y n tomemos familias (z i Dlgz‘,jeJl es

(
J
M;+pM

oA Afirmamos que

una base de

M =P P

=1 jEJi

(@,

Veamos primero que la suma es directa. Para ello sera suficiente probar que si existen a j

en A tales que
33 st <0

i=1 jeJ;

S

entonces
(36) ag.i) . x?) € pkAxg-i) para todoi €1,, j€ J; y k> 0.
Supongamos que (36) vale para un cierto k. Entonces existen bg-i) ’

@, .60 _ pkbgi) O

Clj 'IL‘]- jo-

s en A tales que

En particular

5 9 SIS o R

i=1jeJ; i=k+1j€J;
y, por lo tanto, Z Zb ) € M. En consecuencia
i=k+1j€eJ;
n
(i) (i Mk + pM
> 2.4 [ DD
i=k+1j€J; i<k jeJ;

(4)

lo cual implica que la clase de bj
tanto,

(#)

en A/pA es cero. Asi los b;” son multiplos de p y, por lo

33§Z) _ pkbéi) ) 565}') c pk+1Am§i)’
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como queriamos. Veamos ahora que la suma de los <x(7’)> coni <nyj e J;,da M. Designemos

J
con N a esta suma. Como

N+pM M
pM  pM’
forzosamente M = N + pM. Afirmamos que
(37) M = N +p*M para todo k > 0.

En efecto, si esto es cierto para un k, entonces
M =N +pM =N +pN +p"M =N + pFi.

Dado que p"M = 0, de (37) se sigue que N = M.

Resta probar que el cardinal de los J; sélo depende de M. Procedemos por induccién en
n. Sin = 1, entonces M es un A/pA-espacio vectorial y en este caso el resultado se sigue de
que dos bases de un espacio vectorial tienen en mismo cardinal. Supongamos ahora que n > 1
y que el resultado es cierto para médulos anulables por p™~!. Como

M =P P,

i=2 jcJ;

por la hiétesis inductiva aplicada a pM, el cardinal de los .J; con i > 2 depende sélo de M.
Para ver que el cardinal de J; tampoco depende de la descomposicion es suficiente notar que,
como

M =DDwa) v {meM:pmerMy= Pl e Do),
i=3 jeJ; JeN =2 j€J;

)

las clases de los z; '’s en el A/pA-espacio vectorial
{m e M :pm € p*M}
pM

forman una base de este. (]

OBSERVACION 5.9. Si un A-mddulo M es anulado por un elemento no nulo de A, entonces
el teorema anterior se puede aplicar a cada una de las componentes primarias de M, para
obtener una descomposicion de M como suma directa de modulos ciclicos primarios. Ademds,
para cada p € P ei € N, la cantidad de los médulos ciclicos cuyo anulador es (p'), que
aparecen en esta descomposicion solo depende de M, y es cero para todo i € IN si p no divide
a un generador de Ann(M).

COROLARIO 5.10. Todo A-mddulo finitamente generado y de torsion M se descompone
como una suma directa M = (x1) @ -+ @ (zy,), de submddulos ciclicos no nulos, tal que

dn|dn—1“"‘d17

donde d; es un generador de Ann(x;). Ademds n no depende de la descomposicion y los d;’s
son unicos modulo asociados.

DEMOSTRACION. Por la observacién anterior existen p1,...,p, € P tal que
M=M, & &M,
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y cada M, es suma directa de médulos ciclicos

My, = (@& o).
Supongamos que hemos ordenado los sumandos de cada una de estas descomposiciones, de
(4)
J
M=No @M o o@),

N = é} (<x§“> @ <x§?>> :
i=1

Como, por el Teorema chino de los restos,

. M4 .
manera tal que si p; "’ = Ann(x;’), entonces nj; > -+ > n;j;,. Escribamos

donde

M (M)y o A A A
€T @ e @ x ~ o @ e @ o ~ o o
O ) Gy e Gy S )
el submdédulo <:L‘gl)> @D (:L‘S”) es ciclico y dy = pj™---pl'! genera a su anulador. La

demostracién de la existencia de la descomposicion se termina ahora facilmente por induccién
en la cantidad de sumandos de la descomposicién de M como suma directa de modulos
primarios no nulos. En cuanto a la unicidad, esta se sigue de que si d; = p** - - - p'i, entonces,
por el Teorema chino de los restos,

() A A o A

;) ~ NP _

) () (p1")

y de la unicidad de los anuladores de los médulos que aparecen en cualquier descomposicién

de M como suma directa de modulos ciclicos primarios no nulos. ]
Los elementos dy, .. .,d, de A obtenidos en la demostracién anterior (o cualesquiera aso-

ciados a ellos) son llamados factores invariantes de M.

OBSERVACION 5.11. Dos A-mddulos finitamente generados M y N son isomorfos si y
solo si M/ T(M) y N/ T(N) tienen la misma dimension y sus submddulos de torsion T (M)
y T(N) tienen los mismos factores invariantes.

OBSERVACION 5.12. Si M es un A-mddulo finitamente generado, entonces por la Obser-
vacion 5.4, sabemos que hay un submodulo libre L de M, cuya dimension solo depende de M ,
tal que M = L@T(M). Como T (M) es finitamente generado, su anulador Ann(T(M)) no es
nulo y, en consecuencia, se puede aplicar la Observacion 5.9, para obtener una descomposi-
cion de T(M) como suma directa de mddulos ciclicos primarios, y el corolario anterior, para
obtener una como suma directa de submddulos ciclicos cuyos anuladores estdn generados por
elementos de A, cada uno de los cuales divide al anterior.
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