1¢" cuatrimestre 2002

ALGEBRA III

Practica 1
Nota: En esta practica anillo significa anillo conmutativo con 1 # 0.

1. Sea A un anillo. Probar que:

(i) A tiene ideales maximales y todo ideal propio I estd contenido en un ideal maximal.
(ii) P es un ideal primo si, y sélo si, A/P es dominio integro
(iii) A es un cuerpo si, y sélo si, tiene exactamente dos ideales.

)

(iv) M es ideal maximal si, y sélo si, A/ M es cuerpo.
2. Probar que:

(i) Si K es cuerpoy f: K — B es morfismo de anillos, entonces f es inyectivo.

(ii) Si A es anillo tal que todo morfismo de anillos f : A — B es inyectivo, entonces A es un
cuerpo.

(iii) Si D es un dominio integro finito, entonces es cuerpo.

(iv) C no tiene subcuerpos finitos.

3.SeabeCyseaQp={Xlpaib /aieQ}.
Probar que Q[v/2], Q[i], Q[+/2] son cuerpos.

4. Caracterizar los siguientes conjuntos:

(i) {f:C— R, f morfismo de cuerpos }.
(i) {f:Q — Z,, f morfismo de cuerpos }.
(iii) {f: Q — K, f morfismo de cuerpos }, K cuerpo fijo.
(iv) {f: Q] — QJi], f morfismo de cuerpos }.
(v) {f:Q[i] = R, f morfismo de cuerpos }.
(vi) {f:Q[v2] — Q[v3], f morfismo de cuerpos }.
(vii) {f:Q[V2] — Q[¥2], f morfismo de cuerpos }.
(viii) {f : C — C, f morfismo de cuerpos tal que f(a) =a Va € R }.
(ix) {f: R —= R, f morfismo de cuerpos }.

5. Caracterizar las unidades de los siguientes anillos:
Z, K (cuerpo cualquiera), Z[i], Z[v/—5], A[X] (A dominio integro), Z,.
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. Sea A un dominio integro y K su cuerpo de cocientes. Probar que f : A — K definida por

f(a) = ¢ es monomorfismo de anillos.

Deducir la equivalencia de las siguientes afirmaciones:

(i) D es un dominio integro.

(ii) Existe f: D — K monomorfismo de anillos para algun cuerpo K.

Caracterizar el cuerpo de cocientes de los siguientes dominios de integridad:

Z; 7i]; Z[v2]; A[X] (A dominio integro); K (K cuerpo).

. Sea A un dominio de integridad y sea a € A. Probar que:

(i) Si a es primo, es irreducible.

Si A es DFU, todo elemento irreducible es primo.

Dar ejemplos de elementos en Z[y/—5] que sean irreducibles pero no primos.
Si A es DFU, A[(X;)icr] es DFU.

Si A es principal, es DFU (pero no vale la reciproca).

)
)
)
)
)
)

Si f: A — B es isomorfismo de anillos entonces a es irreducible en A si, y sélo si, f(a) es
irreducible en B.

. Probar que si A es un anillo euclideano, es principal.

Probar que Z, Z[i], K, K[X] (K cuerpo) son anillos euclideanos.
Probar que —1 es un cuadrado en Z, si, y s6lo si, p =2 6 p = 4k + 1.

Sea p € Z primo. Probar que:

(i) p es irreducible en Z[i] si, y s6lo si, p no es suma de dos cuadrados en Z.
(ii) p es primo en Z[i] si, y sblo si, p = 4k + 3.
(iii) p es suma de dos cuadrados (en Z) si, y s6lo si, p =2 6 p = 4k + 1.

Sea a + bi € Z[i] con b # 0. Probar que a + bi es irreducible en Z[i] si, y sélo si, ||a + bi|| =
a’® + b*> € Z es un nlmero primo no congruente a 3 médulo 4.

Sean K un cuerpo y f € K[X].

(i) Probar que K[X]/(f) es un cuerpo si, y sélo si, f es irreducible.

)
(i)
)
) S

Construir un cuerpo de 9 elementos.
Probar que R[X]/(X?+ 1) ~ C.

1 f(X) =I[{21(X—a;) con ; € K todos distintos, se define g; := [, +; (X —«;); 1 <i < n.
Probar que {g1,...,9n} es una base de K[X]/(f) como K-espacio vectorial y, si h € K[X],
determinar las coordenadas en esta base de h € K[X]/(f).

(iii

(iv
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Sea f(X) =ap X"+ ...+ ap € K[X] con a, # 0.

Se puede escribir:

f(X) = (a X"t +...4+a)X +ao
((aan_Q + ...+ CLQ)X + al)X + ag
= ((-..((anX +an-1)X +an—2)X +..)X 4+ a1)X + ap.

Es decir, si se define inductivamente:

Hp 1w = HpX +ap
Hy 2 = HpaX+ap—2

Hy = Hi{X+ag
entonces, Hy = f y gr(Hp—;) =1 (0 <i <n).

(i) Probar que {H,,...,H1} es una base de K[X]/(f). (Los polinomios H; se llaman los
polinomios de Horner y verifican que calcular H,,_1,..., Hy sucesivamente, es la forma de
evaluar un polinomio f general en una variable que usa la menor cantidad de productos).

(i) Sea px : K[X]/(f) — K[X]/(f) la transformacién lineal "multiplicar por X” en K[X]/(f),
o sea pux(g) = Xg.
Escribir la matriz de px en la base {H,,,..., H1}.

(iii) Determinar el polinomio caracteristico de la transformacién lineal px.
Sea p un numero primo, y ® : Z[X] — 7Z,[X] definida por :
S(apn X" +...4+ap) =@, X" +...+ag

(donde @; es el resto de a; médulo p).

(i) Probar que ®(f) + ®(g) = ®(f +g) (modp) y @(f)®(g9) = ®(fg) (modp)

(ii) Sea f € Z[X] tal que ®(f) # 0 y gr®(f) = grf. Probar que si ®(f) es irreducible en
Z,[X], entonces f no se factoriza en Z[X] en la forma f = gh con g, h de grado > 1.

Criterio de Irreducibilidad de FEisenstein. Sean A un DFU, K su cuerpo de cocientes y f =
an X" + a1 X" 1+ ... +ap € A[X]. Si existe un primo p € A que verifica que p Jay,
pla; (0<i<n—1)yp? Jag entonces f es irreducible en K[X].

Sea p € Z primo. Probar que:

p—1
(i) (X + 1) —1 es divisible por X y % = Z <§> XP~17F es irreducible en Q[X].
k=0

(ii) 1+ X + X2+ ...+ XP~! es irreducible en Q[X].
(iii) Si a € Z es tal que p\a pero p*)a, entonces X™ — a es irreducible en Q[X].
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Mostrar que X* — X2 + 1 es irreducible en Q[X] y factorizar X° + X4 4+ X2 + X + 2 en Q[X].

Sea f € K[X] y sea a una raiz de f en K. Probar que a es raiz multiple de f si, y sélo si, es raiz
de su derivado.

Sea f € K[X], con K = C,R 6 Q. Probar que el polinomio mcd(f 77 € K[X] tiene las mismas
raices que f en C, pero todas simples (se lo llama el polinomio libre de cuadrados asociado a f).

Probar que si f € Q[X] es irreducible, no tiene raices multiples en C.
Probar que > o Xty S°F, % no tienen raices multiples en C.

Sea f = aX?+bX +c=a(X —a)(X — ) € C[X] con a # 0.

(i) Verificar que el Discriminante A := b? — 4ac también es igual a a?(a — 3)? y reencontrar
”f tiene una raiz doble & A = 07.

(ii) Comparar Resx (f, f') con A y justificar la afirmacién "Resx (f, f/) =0< A =07.

Sea f= X3 +pX +q¢= (X —a)(X - B)(X —v) € C[X].

Se define el Discriminante de f como A(f) = (o — 8)*(a — v)%(83 — 7)?. Se verifica que A(f) =
0 < f tiene una raiz multiple.

(i) Verificar que A(f) = —4p> — 27¢%. (Observar que A(f) es simétrico en las raices y, por lo
tanto, es un polinomio en los coeficientes de f).

(ii) Calcular Resx(f, f’) y comparar con A(f).

Sea f=aoX"+...+a,=0ap(X —a1)...(X —ay,) € C[X], con ag # 0,n > 2.

Se define el Discriminante de f como:

A(f) = aO" 2 H — aj
1<J
n(n— )
Probar que Resx(f, f') = af -1 Hf ;) = T apA(f).

Determinar todos los polinomios irreducibles de grado 2, 3, 4 y 5 en Zo[X].

ag

an

Sea f =a, X"+ ...+ a9 € C[X], con a, #0, y sea M := S+

(i) Probar que si a € C es raiz de f, entonces |a| < M.

(ii) Probar que si f € R[X], entonces
f(M)>0<~—=a,>0 y f(—-M)>0<= (—1)"a, > 0.
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Polinomios en varias variables (Optativos)

Sean f,g € K[Xy,...,X,]. Probar que:

(i) f+9=006gr(f+g) < max{grf, grg}

(ii) fg=0= f=006g=0. (Es decir, K[Xy,...,X,] es un dominio integro)
(iii) gr(fg) = grf + grg. (Sug: descomponer a f y g en suma de polinomios homogéneos.)
(iv

(v

(vi

Cuaéles son los elementos inversibles de K[ X7, ..., X,]?

)
)
)
)
) Probar que K[X7,..., X,,] tiene una estructura de K-espacio vectorial y exhibir una base.
) Un polinomio de grado d en una variable tiene, a lo sumo, d + 1 coeficientes no nulos
o monomios. Cudntos coeficientes no nulos puede tener un polinomio de grado d en 2

variables?

(vii) Cudntos coeficientes no nulos puede tener un polinomio homogéneo de grado d en n vari-
ables?

(viii) Cudntos coeficientes no nulos puede tener un polinomio cualquiera de grado d en n variables?

(ix) Cuadl es la dimensién del K-espacio vectorial K[ X7, ..., X,]<q = {f € K[X1,...,X,,]: f =
06grf <d}.
(x) Cuéles son los polinomios irreducibles de K[X7,..., X,]?

Mostrar que X?+Y?—1y XT—Y Z son irreducibles en Q[X, Y]y Q[X,Y, Z, T| respectivamente.
(i) Probar que si un polinomio f € C[Xy,...,X,] se anula sobre todos los puntos de Z"
entonces f es el polinomio nulo.

(ii) Probar que pasa lo mismo si f se anula en {(z1,...,2,) € Z" : 0 < z; <grf,1 <i<n}.

Sean f = XY —1y g= X?+Y?—4. Mirando f y g como polinomios en X a coeficientes en Y,
calcular Resx(f, g). Tienen f y ¢g un factor en comin en Q[X,Y]? Y en Q(Y)[X]?

Sea I =<Y +X?—-1,XY —2Y?2 +2Y >C R[X,Y].

(i) Determinar una base del R-espacio vectorial R[X,Y]/I.
(ii) Determinar un isomorfismo entre R[X,Y]/I y R" para algin n € N.
(iii) Decidir si R[X,Y]/I es un cuerpo.

Sea I =< X2+Y5 X3+Y* > C[X,Y]. Decidir si los siguientes pares de polinomios determinan
la misma clase en C[X,Y]/I:

(i) XY,1

(ii) XY5 Y4
(iii) Y4, —X*Y
(iv) 5X2 +7Y2,5Y2 + 7X2



