TEORIA DE CUERPOS (VERSION PRELIMINAR)

JORGE A GUCCIONE Y JUAN J. GUCCIONE

1. ALGEBRAS Y EXTENSIONES

Sea K un anillo conmutativo. Una K-algebra es un anillo A junto con una es-
tructura de K-médulo a izquierda de A que satisface A(ab) = (Aa)b = a(A\b) para
todo A € K y a,b € A. Un morfismo f: A — B de K-algebras es una funcién que
es simultaneamente un morfismo de anillos y de K-médulos. Claramente la com-
posicién (en el sentido conjuntista) de dos morfismos de K-élgebras es un morfismo
de K-algebras. Dos elementos = e y de una K-algebra A se llaman conjugados si
existe un automorfismo de K-algebras f: A — A tal que f(x) = y. Una K-édlgebra
es conmutativa si lo es como anillo. Sea A una K-algebra. Un subconjunto B de A
es una subalgebra de A si es a la vez un subanillo y un submédulo de A. Es claro
que B es en si mismo una K-algebra y que la inclusién canénica de B en A es un
morfismo de K-algebras. El centro Z(A) de A es el conjunto de todos los elementos
a € A que satisfacen ab = ba para todo b € A. Es claro que Z(A) es una subélgebra
conmutativa de A.

Observacion 1.1. Dada una K-dlgebra A se obtiene un morfismo ¢: K — Z(A)
definiendo ¢(\) = A1. Reciprocamente, dado un morfismo de anillos ¢: K — Z(A),
se le puede dar a A una estructura de K-élgebra, poniendo Aa = ¢(A)a. Como
claramente estas construcciones son reciprocas, tener una K-algebra A equivale a
tener un morfismo de anillos de K en Z(A). Con esta interpretacién un morfismo
de K-algebras f: A — B es un morfismo de anillos tal que el tridngulo,
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conmuta.

Observacion 1.2. Sea E una K-algebra. La interseccion de una familia de subalge-
bras de E es una subalgebra de E. En particular, dado un subconjunto S de E
existe una minima subalgebra K[S] de E que contiene a S.

Notacion 1.3. Sean F y G dos subalgebras de una K-dlgebra E. Denotamos
con FOG a la minima subalgebra de F que contiene a F'y a G. Es claro que
FUOG = GUF y que si los elementos de F' conmutan con los de GG, entonces FUG =
> xy; i x; € Fyy; €G}. Siademés F es conmutativo, entonces FOG = F[G].

Definicién 1.4. Sea K un cuerpo. Se llama extension de K a toda K-algebra E
que es un cuerpo. Un morfismo de extensiones es un morfismo de K-algebras. Si
una subdlgebra F' de una extension E de K es un cuerpo, decimos que F' es una
subextensiéon de FE.
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Notaciones 1.5. Denotamos con F/K a una extensién E de K y denotamos con
Hom(E /K, F/K) al conjunto de morfismos de una extensiéon E/K en otra F/K.
Cuando F/K = F/K a este conjunto lo denotamos con End(E/K). Finalmente,
denotamos con G(E/K) o Aut(F/K) al subconjunto de End(E/K) formado por
los automorfismos de E/K.

Observacion 1.6. Aut(E/K) y End(E/K), provistos de las operaciones definidas
por g x f = g o f son respectivamente un grupo y un monoide. Es claro que
Aut(E/K) es el grupo de unidades de End(E/K). A Aut(E/K) se lo denomina el
grupo de Galois de la extensiéon E/K.

Observacion 1.7. La interseccion de una familia de subcuerpos de un cuerpo dado
K es un cuerpo. En particular todo cuerpo K contiene a un cuerpo minimo, que
se llama el cuerpo primo de K. Si la caracteristica de K es p > 0, el cuerpo primo
de K es Z/pZ y si K es de caracteristica 0, el cuerpo primo de K es Q. De ahora
en més escribiremos F,, en lugar de Z/pZ.

Notacion 1.8. Sea E/K una extension y S un subconjunto de E. Denotamos con
K(S) al minimo subcuerpo de E que contiene a S.

Definicién 1.9. Sea F/K una extensién y F'y G dos subextensiones de E. L-
lamamos compuesto de F' y G y lo denotamos F.G' a la minima subextension de
E que contiene a F' y a G. Es claro que F.G = F(G) = G(F) = K(FUG) =

{(Swwn) (Segu) ™ aiw; € F, gy € Gy Sajys £0}.

Observacion 1.10. Sea K un cuerpo de caracteristica positiva p. La aplicacion
o: K — K, definida por o(z) = zP, es un endomorfismo de K, que se llama
morfismo de Frobenius de K. Si x pertenece al cuerpo primo de K, entonces
o(x) = x.

Observacion 1.11. Todo morfismo de un cuerpo en un anillo es inyectivo.

2. EXTENSIONES FINITAS

Definicién 2.1. Una K-algebra E es finita si es finitamente generada como K-
modulo.

Notacion 2.2. Sea K un cuerpo. Dada una K-algebra E denotamos con (E : K) a
la dimensién de E' como K-espacio vectorial. Cuando E es un cuerpo a (E : K) se
lo denomina el grado de la extensién E/K.

Sean K un anillo conmutativo, F una K-algebra y a un elemento de A. Decimos
que a es divisor de cero a izquierda si existe b € E \ {0} tal que ab = 0, que es
divisor de cero a derecha si existe b € E \ {0} tal que ba = 0, que es inversible a
izquierda si existe b € A\ {0} tal que ba = 1 y que es inversible a derecha si existe
be A\ {0} tal que ab = 1. Es claro que si a es inversible a izquierda, entonces
no es divisor de cero a izquierda y que si a es inversible a derecha, entonces no es
divisor de cero a derecha.

Proposicion 2.3. Sea K un cuerpo, E una K-dlgebra finita y a un elemento de
E. Son equivalentes:
1) a no es divisor de cero a izquierda.

2) a no es diwvisor de cero a derecha.
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a es inversible a izquierda.

a es inversible a derecha.

En consecuencia son equivalentes:

1)
2)
3)

E no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.
E no tiene divisores de cero a derecha no nulos.

FE es un anillo de division.

Demostracién. Ya sabemos que 3) = 1) y 4) = 2). Veamos que 1) = 4) Por
hipdtesis la aplicacién K-lineal f,: L — L, definida por f,(x) = az, es inyectiva y,
por lo tanto, sobreyectiva. Asi, existe a’ € L tal que aa’ = 1. Similarmente 2) =

3).

O

Proposicion 2.4. Se satisfacen:

1)

2)

Sea F una K-dlgebra conmutativa y E una F-dlgebra. Si (e;)icr es un conjunto
de generadores de F' como K-mddulo y (fj)jes es un conjunto de generadores
de E como F-mddulo, entonces (e;fj)icr jes es un conjunto de generadores de
E como K-maodulo. En particular si F' es una K-dlgebra finita y E es una
F-dlgebra finita, entonces E es una K-dlgebra finita.

Sean F' y G dos subdlgebras de una K-dlgebra E, tales que los elementos de F
conmutan con los de G. Todo conjunto de generadores de F' como K-modulo,
es un conjunto de generadores de FUG como G-modulo. En particular, si G es
conmutativo y F es una K-dlgebra finita tal que todos sus elementos conmutan
con los de G, entonces FUG es una G-dlgebra finita y si ademds, K y G son
cuerpos, entonces (FOG : G) < (F: K).

Demostracion. 1) Sea x € E. Existe una familia (b;);cs con soporte finito, de
elementos de F, tal que z = ) j bjfj. Ahora, para cada j € J existe una familia
(aij)ic1; con soporte finito, de elementos de K, tal que b;; = >, a;je;. Asi, z =
doibifi =220 aijeif.

2) Es inmediato. [

Proposicion 2.5. Se satisfacen:

1)
2)

Si F/K una extension y E es una F-dlgebra, entonces (E: K) = (E : F)(F : K).
Sea,
E

\
F/ | \G
NS

un diagrama de extensiones. Se satisfacen:
i) 51 (FOG : G) < o0, entonces F.G es igual a FOG.
ii) Si (F: K) < o0, entonces (F.G:G) < (F:K) y F.G=FOG.

Demostracion. 1) Por el punto 1) de la Proposicién 2.4 es suficiente ver que si
(e;)ics es una familia linealmente independiente sobre K de elementos de F' y
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(fj)jer es es una familia linealmente independiente sobre F' de elementos de E,
entonces (e; f;)icr,jes €s una es una familia linealmente independiente sobre K de
elementos de E. Sea 0 = Zij a;je; f; donde (a;;)ier,jes €s una es una familia con
soporte finito de elementos de K. Como (f;);er es linealmente independiente sobre
F, tenemos que 0 = ). a;je;, para cada j € J. Asi, como (e;);cr es linealmente
independiente sobre K, cada a;; es igual a cero.

2i) Es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.3.

2ii) Por el punto 2) de la Proposicién 2.4, (FOG : G) < (F : K) < oo. Asi, por i)
F.G es igual a FOG. O

3. EXTENSIONES ALGEBRAICAS

Definicién 3.1. Sea K un cuerpoy F una K-algebra. Un elemento x € E es entero
o algebraico sobre K si es solucién de algtin polinomio no nulo con coeficientes en
K. A los elementos que no son algebraicos los llamamos trascendentes.

Notacion 3.2. Sea K un cuerpo, F una K-algebra y x un elemento de E algebraico
sobre K. Denotamos con irr(z, K) al tinico polinomio ménico que genera el ideal
de K[X] consistente de los polinomios que anulan a z. Observese que el grado de
irr(z, K) es 1siysélosiz € Ky quesix € F es algebraico y F no tiene divisores de
cero no nulos, entonces irr(x, K) es irreducible. Cuando z es trascendente ponemos
irr(z, K) = 0.

Observacion 3.3. Sea F'/K una extensién y E una F-algebra. Todo elemento x de
E entero sobre K es entero sobre F. Ademas irr(z, F) | irr(x, K).

Proposicion 3.4. Sea K un cuerpo, E una K-dlgebra y x € E un elemento entero
sobre K. Son equivalentes:

1) gr(irr(x, K)) = n.

2) {1,x,22,..., 2" 1} es una base de K[x] como K-espacio vectorial.

En particular x es entero sobre K si y solo si K|x| es finita sobre K. En este caso
también tenemos que (K[z]: K) = gr(irr(z, K)).

Demostracion. Es inmediato. [

Definicién 3.5. Sea K un cuerpo y F una K-algebra. Sitodos los elementos de

son enteros sobre K decimos que E es entera. Si E es un cuerpo decimos también
que F es algebraica.

Proposicion 3.6. Sea K un cuerpo, E una K-dlgebra entera y a un elemento de
E. Son equivalentes:

1) a no es divisor de cero a izquierda.

2) a no es divisor de cero a derecha.

3) a es inversible a izquierda.

4) a es inversible a derecha.

En consecuencia son equivalentes:
1) E no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.

2) E no tiene divisores de cero a derecha no nulos.
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3) E es un anillo de division.

Demostracion. Ya sabemos que 3) = 1) y 4) = 2). Veamos que 1) = 4) Por la
equivalencia entre los puntos 1) y 4) de la Proposicién 2.3, existe a’ € KJa] tal que
aa’ = 1. Similarmente 2) = 3). O

Proposicion 3.7. Sea K un cuerpo y E una K-dlgebra conmutativa. Son equiva-
lentes:

1) E es finita.
2) E es entera y existe un conjunto finito S de elementos de E tal que E = K[S].
3) Existe un conjunto finito de elementos enteros S de E tal que E = K[S].

Demostracion. 1) = 2) Tomemos como S a cualquier conjunto finito de generadores
de E como K-mdédulo. Para cada z € E, la K-algebra K|[x] es finita. Asi, por la
Proposicién 3.4, E es entera.

2) = 3) Es trivial.

3) = 1) Tomemos z € S. Podemos suponer por induccién que K[S \ {z}] es finita
sobre K. Ahora, por el item 2) de la Proposicién 2.4 y por la Proposicién 3.4, K[S]
es finita sobre K[S \ {z}]. Asi, por el item 1) de la Proposicién 2.4, E es finita
sobre K. [J

Observese que en la demostracién de 3) = 1) es en el tnico lugar en el que se
usa que E es conmutativa.

Proposicion 3.8. Sea K un cuerpo y E una K-dlgebra conmutativa. Si S C E es
un conjunto de elementos enteros de E, entonces K|[S| es una K-dlgebra entera. Si
ademds E es un dominio, entonces K[S| es un cuerpo.

Demostracion. Dado x € KIS] existe S’ C S finito tal que x € K[S’]. Por la
Proposicién 3.7, x es algebraico. Como esto vale para cada x € K[S], la K-élgebra
K[S] es entera. Por tltimo, si E' es un dominio, también lo es K[S], de donde, por
la Proposicién 3.6, K[S] es un cuerpo. [

Proposicién 3.9. Sea F/K wuna extension algebraica y E una F-dlgebra. Todo
elemento de E entero sobre F' es entero sobre K.

Demostracion. Sea x € E un elemento entero sobre F. Si ¢, X" + -+ a9 €
F[X] es un polinomio con a, # 0, en el que x se anula, entonces = es entero

sobre Klag,...,ay], que por la Proposicién 3.8, es un cuerpo. Como, por la Pro-
posicién 3.4, K|ag,...,ay][z] es una Klao, ..., a,]-dlgebra finita y, por la Proposi-
cién 3.7, Klag, . .., a,] es una K-algebra finita, tenemos que Klao, ..., a,|[x] es una

K-algebra finita. Asi, K[z| es finita y, por la Proposicién 3.4, x es entero sobre
K. O

Corolario 3.10. Sea E una K-dlgebra conmutativa. Los elementos de E que son
enteros sobre K forman una subdlgebra F de E. Si ademds E es un dominio,
entonces F' es un cuerpo y todo elemento de E que es entero sobre F' pertenece a

F.

Definicién 3.11. Sea K un cuerpo y E una K-algebra. La clausura entera F' de
K en E es el conjunto de los elementos de E que son enteros sobre K. Cuando F
es igual a K decimos que K es algebraicamente cerrado en FE.
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Proposicion 3.12. Se satisfacen:

1) Sea F/K una extension y E una F-dlgebra. Entonces E es entero sobre K si y
sdlo si E es entero sobre F' y F/K es algebraica.

2) Sea
E

\
F/ | \G
N

un diagrama de extensiones. Se satisfacen:
i) St FOG/G es entera, entonces F.G es igual a FOG.
it) St F/K es algebraica, entonces F.G /G también lo es y, ademds, F.G = FOG.

3) Si (E;/K)cr es una familia de subextensiones algebraicas de E/K, entonces
K(U;c; Ei)/K también es algebraica.

Demostracién. 1) Es claro que si E es entero sobre K, entonces E es entero sobre
F y F/K es algebraica. Por la Proposicién 3.9 si E es entero sobre F'y F/K es
algebraica, entonces F es entero sobre K.

2i) Se lo deduce inmediatamente de la Proposicién 3.6.
2ii) Por la Proposicién 3.8, FOG = G[F] es una G-algebra entera. Asi, por i) F.G
es igual a FUG.

3) Esto se deduce inmediatamente de la Proposicién 3.8. [

4. EXISTENCIA DE MORFISMOS

Sean F/K y C/K dos extensiones y f un morfismo de F//K en C/K. Dado
un polinomio P = ag + --- + a, X" € F[X], denotamos con P/ al polinomio
P = flao) + -+ + flan) X" € f(F)[X].

Proposicién 4.1. Sean F/K, E/F y C/K tres extensiones, f un morfismo de
F/K enC/K,x € E ey e C. Son equivalentes:

1) Euxiste fe Hom(F(z)/K,C/K) tal que ﬁF =fuy f(:l?) =y.
2) irr(x, F) =irr(y, f(F)).

Demostracion. 1) = 2) Es claro que si x es trascendente sobre F', entonces y
lo es sobre f(F'). Supongamos ahora que x es algebraico sobre F. FEntonces
irr(z, F)/ (y) = f(irr(z, F)(x)) = 0 y asf, como irr(z, F)! es irreducible, resulta
que irr(y, f(F)) = irr(z, F)7.

2) = 1) Es claro que si x es trascendente sobre F', entonces y lo es sobre f(F) y
existe f € Hom(F(z)/K,C/K), tal que ﬁp = fy f(z) =y. Supongamos que = es
algebraico. Por las Proposiciones 2.3 y 3.4, F(z) = F[z] = F[X]/(irr(z, F)). Sea
g: F[X] — C el morfismo de K-dlgebras definido por gjr = f y g(X) = y. Como
g(irr(z, F')) = 0, g se factoriza a través de un morfismo f de F[X]/(irr(z, F)) en
c. O
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Proposicién 4.2. Sean F/K y C/K dos extensiones arbitrarias, E/F una ex-
tension algebraica, S C E tal que E = F(S) y f € Hom(F/K,C/K). Si, para cada
x €5, el polinomio irr(z, F)/ se factoriza en C[X] como un producto de polinomios
lineales, entonces existe una extension ]?: E — C de f.

Demostracion. Por el lema de Zorn existe un morfismo f de F'/K en C/K que
extiende a f y que es maximal con respecto a esta propiedad. Hay que ver que
E' = E. Como irr(z, E') divide a irr(z, F), el polinomio irr(x, E')/ se factoriza
en C[X] como un producto de polinomios lineales. Sea y una de las raices de

o~

irr(z, E')/. Como irr(, E’)f es un polinomio irreducible de f(E’)[X], tenemos que

irr(y, f(E')) = irr(x, E')’. Asi, por la Proposicién 4.1, x € E'. [
Proposicién 4.3. Sean E/K y C/K dos extensiones algebraicas, f un elemento

de Hom(E/K,C/K) y S C C tal que C = f(E)(S). Si, para cada y € S, irr(y, K)

tiene la misma cantidad de raices en C' que en E, entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Basta ver que S estd en la imagen de f. Dado y € S sean x1,...,x,
las raices de irr(y, K) en E. Como f(x1),..., f(x,) son raices distintas de irr(y, K)
en C y, por hipétesis, irr(y, K) tiene n raices en C, existe 1 < i < n tal que

flz)=y. 0O
Corolario 4.4. Si E/K es algebraica, entonces Aut(E/K) = End(E/K).

5. EXISTENCIA DE CLAUSURA ALGEBRAICA

Definicién 5.1. Un cuerpo es algebraicamente cerrado si no tiene extensiones
algebraicas propias.

Proposicion 5.2. Sean K un cuerpo y Pi,..., P, polinomios no constantes de
K[X]. Eziste una extension finita E/K en la que cada P; tiene una raiz.

Demostracion. La prueba se hace por induccion en la cantidad n de polinomios.
Cuando n = 0 no hay nada que probar. Supongamos ahora que n > 0 y que el
resultado vale para una cantidad menor que n de polinomios. Sea () un factor
irreducible de P, y F' = K[X]/(Q). Es claro que F/K es una extensién finita y
que la clase de X en F' es una raiz de () y, por lo tanto, de P;. Para terminar
la demostracién basta observar que, por hipdtesis inductiva, existe una extensién
finita E//F en la que cada P; con 2 < i < n tiene una raiz. [

Proposicion 5.3. Sea K un cuerpo. Son equivalentes:
1) K es algebraicamente cerrado.
2) Todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en K.

3) Todo polinomio no constante de K[X] se factoriza como un producto de poli-
nomios lineales.

4) Todo polinomio irreducible de K[X] tiene grado 1.
Demostracion. 1) = 2) Sea P un polinomio no constante de K[X]. Por la Proposi-

cién 5.2 hay una extensién finita E/K en la que P tiene una raiz. Como por
hipétesis £ = K, el polinomio P tiene una raiz en K.

2) = 3) Es trivial.
3) = 4) Es trivial.
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4) = 1) Sea E/K una extension algebraica y sea x € F. Por hipétesis irr(x, K)
es igual a X — c con ¢ € K. Como x se anula en irr(z, K) = X — ¢, tenemos que
r=ceKyasi FE=K. U

Definicién 5.4. Sea E/K una extensién algebraica. Si E es algebraicamente
cerrado decimos que E es una clausura algebraica de K.

Proposicién 5.5. Sea E/K una extension algebraica. Son equivalentes:
1) E es una clausura algebraica de K.

2) Todo polinomio con coeficientes en K se factoriza en E[X]| como un producto de
polinomios lineales.

3) Todo polinomio irreducible de K[X] se factoriza en E[X]| como un producto de
polinomios lineales.

Demostracion. 1) = 2) y 2) = 3) son triviales. Veamos que 3) = 1). Sea E'/E
una extension algebraica y sea z € E’. Por hipétesis irr(x, K) tiene todas sus raices
en E. Asi, como z es una raiz de irr(z, K), tenemos que z € E. O

Teorema 5.6. Se satisfacen:
1) Todo cuerpo K tiene una clausura algebraica.

2) Si E/K y E'/K son dos clausuras algebraicas de K, entonces existe un isomor-

fismo de extensiones f: E/K — E'/K.

Demostracion. 1) Primera demostracion (Artin): Sea (P;);cr la familia de todos
los polinomios de grado positivo de K[X] y sea A = K[X; (i € I)] la K-dlgebra de
polinomios en las variables (X;);c;. Afirmamos que el ideal J de A generado por
(P;(X;))ier es propio. En efecto, supongamos que se tiene una igualdad (x) de la
forma 1 =37, Qi; P;;(Xi;) con los ij en I y los @Q;; € A. Por la Proposicién 5.2
existe una extensién F/K en la que cada P;; tiene una raiz a;;. Por la propiedad
universal de A existe un morfismo de K-algebras p: A — F tal que u(X,) =
0sih #idi,...,i, y tal que p(X;,) = a;;,. Aplicando i a (*) obtenemos que
1= Z;.Lzl w(Qi;)Pi;(a;;) = 0, lo que es absurdo. Sea m un ideal maximal de A
que contiene a J y sea Fy = A/m. Es claro que F;j es un cuerpo que contiene
a K y que E; estd generado por la familia (Z)ze 7, donde X; es la clase de X;
en ;. Como P;(X;) = 0, tenemos tanto que E; algebraico sobre K como que
cada polinomio de grado positivo de K[X] tiene una raiz en E;. Procediendo
recursivamente obtenemos una sucesién (E;/K);>1 de extensiones algebraicas de
K con E; C E;1q para todo j > 1y tal que cada polinomio de grado positivo de
E;[X] tiene una raiz en E;jiq (j > 1). Sea £ = |J,5, Ej. Es claro que E/K es
una extension de algebraica de K y que E es algebraicamente cerrado (ya que cada
polinomio de E[X] estd en algin E;[X]).

1) Segunda demostracién: Veamos primero que si E/K es una extensién alge-
braica, entonces #(E) < max(#(N),#(K)). Para cada n > 1 denotemos con
P, al conjunto de los polinomios ménicos e irreducibles de grado n de K[X] y
con J, a {1,...,n}. Como cada x € E determina irr(z, K) y cada polinomio de
grado n tiene a lo sumo n raices, se puede definir una funcién inyectiva de E en
U,s1 Pr X Jn. Asi, #(E) < max(#(N),#(K)). Sea ahora C un conjunto de car-
dinal mayor que max(#(N), #(K)) que contiene a K y sea S = {(E,+,.) : E C
Cy (E,+,.)/K es una extensién algebraica}. Consideremos a S ordenado por la
relacién “ser subcuerpo de”. Por el lema de Zorn S tiene un elemento maximal F.
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Afirmamos que E es algebraicamente cerrado. Hay que probar que si E'/E es una
extension algebraica de E, entonces £/ = E. Por la eleccién de C' existe una in-
yeccion i: E' — C que se reduce a la identidad en E. Dandole a i(E’) la estructura
de cuerpo que convierte a i: E/ — i(E’) en un isomorfismo obtenemos un elemento
de S que contiene a E. Por la maximalidad de E resulta que i(E’') = E, de donde
E'=FE.

2) Por la Proposicién 4.2 existe un morfismo f de E/K en E’/K. Por la Proposi-
cién 4.3, para ver que f es sobreyectivo es suficiente probar que, para cada x € E’,
el polinomio irr(z, K) tiene la misma cantidad de raices en E que en E’. Sean
X1,...,2T, las raices de irr(z, K) en E e irr(z, K) = (X — z1)* ... (X — x,)%.
Entonces irr(z, K) = (X — f(x1))* ... (X — f(zn))*, de donde f(x1),..., f(zn)
son las raices de irr(z, K) en E'. O

Corolario 5.7. Sean E/K y E'/K dos extensiones y sea P un polinomio con
coeficientes en K. Si P se factoriza, tanto en E[X]| como en E'[X], como un
producto de polinomios de grado 1, entonces la cantidad de raices de P en E y en
E’ coinciden.

Demostracidn. Sea F'y F' las clausuras algebraicas de K en E y E’ respectivamente
y sean C' y C' las clausuras algebraicas de F' 'y F’. Como, por el Teorema 5.6, C
y C’ son isomorfos, P tiene la misma cantidad de raices en C' que en C’. La
demostracion se termina observando que las raices de P en F estan en F'y, por lo
tanto, coinciden con las de P en C' y las raices de P en E’ estdan en F’ y, por lo
tanto, coinciden con las de P en C’. [

6. GRADO DE SEPARABILIDAD

Definicién 6.1. Sea F/K una extensién algebraica y sea C' una clausura algebraica
de K. El grado de separabilidad v(E/K) de E/K es el cardinal de Hom(E/K,C/K)

Proposicién 6.2. Sea E/K una extension algebraica. Si E = K(z), entonces
Y(E/K) es igual al nimero de raices distintas de irr(x, K) en una clausura alge-
braica de K.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 4.1 aplicada al caso
F=Kyf=idg. O

Proposicién 6.3. Sean F/K y E/F dos extensiones algebraicas y sea C una
clausura algebraica de K. Cada morfismo de F/K en C/K tiene v(E/F) exten-
siones a E. En consecuencia y(E/K) =~v(E/F)y(F/K).

Demostracion. Sea f: F/K — C/K un morfismo. Tomemos una clausura alge-
braica C’ de F'y un isomorfismo f: C'/K — C/K que extiende a f (Proposi-
ciones 4.2 y 4.3). Consideremos la funcién

0: Hom(E/F,C'/F) — {g9: E/K — C/K : g = f},

definida por 6(y) = .]?0’7. Es claro que 0 es inyectiva. Puesto quesig: F/K — C/K
satisface gjp = f, entonces v = f_l o g pertenece a Hom(E/F,C"/F) y 0(v) = g,
tenemos también que 6 es sobreyectiva. Asi, # ({g: E/K - C/K : gp = f}) =
v(E/F). O
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Proposicién 6.4. Sea E/K una extension algebraica. Se satisfacen:
1) |G(E/K)| <~(E/K).
2) v(E/K) < (E: K).

Demostracion. 1) Es trivial.

2) Es claro que podemos suponer que (E : K) es finito. Hacemos la demostracién
por induccién en (F : K). Si (E : K) = 1, entonces £ = K y, por lo tanto,
v(E/K) = 1. Supongamos que (E : K) > 1 y que el resultado es verdadero
para extensiones de grado menor que (F : K). Tomemos z € E\ K. De las
Proposiciones 3.4 y 6.2 se sigue inmediatamente que v(K(z)/K) < (K(z) : K) y
asi, por las Proposiciones 2.5 y 6.3 y la hipotesis inductiva,

VE/K) =y(E/K(2))y(K(z)/K) < (E: K(z))(K(z) : K) = (E: K). O

Proposicion 6.5. Sea
E

F.G
F \ / G
K
un diagrama de extensiones. Si F'/K es algebraico, entonces v(F.G/G) < ~v(F/K).

Demostracion. Sea C una clausura algebraica de F.G y sea C’ la clausura algebraica
de F en C. Como F/K es algebraica, la inclusién canénica de Hom(F/K,C’/K) en
Hom(F/K,C/K) es un isomorfismo y asi, v(F/K) = #(Hom(F/K,C/K)). Como
el morfismo

Hom(F.G/G,C/G) — Hom(F/K,C/K),

definido por restriccién, es claramente inyectivo, tenemos entonces que y(F.G/G) <
4 (Hom(F/K,C/K)) = 4(F/K). O

7. EXTENSIONES NORMALES

Definicién 7.1. Una extension algebraica E/K es normal si para cada morfismo
de extensiones f: F/K — C/K, con C una clausura algebraica de F, se satisface
que f(E) C E (lo que por el Corolario 4.4 implica que f(E) = E).

Definicién 7.2. Sea K un cuerpo y (P;);c; una familia de polinomios con coefi-
cientes en K. Se llama cuerpo de descomposicién de (P;);cr a toda extensién E/K
que satisface:

1) Cada P; se factoriza en E[X]| como un producto de polinomios lineales.

2) E estd generado sobre K por las raices de los P;’s.



TEORIA DE CUERPOS (VERSION PRELIMINAR) 11

Teorema 7.3. Sea K un cuerpo y (P;)ic; una familia de polinomios con coefi-
cientes en K. Se satisfacen:
1) Existe un cuerpo de descomposicion de (P;)icy.

2) Si E/K y E'/K son dos cuerpos de descomposicion de (P;);cr, entonces existe
un isomorfismo de extensiones f: E/K — E'/K.

Demostracion. 1) Sea C' una clausura algebraica de K y sea S el conjunto de
las raices de los polinomios P; (i € I). Es claro que K(S)/K es un cuerpo de
descomposicién de (P;)e;.

2) Por la Proposicién 4.2 aplicada al caso F' = K y al conjunto S formado por la
unién de la raices de los P;’s, existe un morfismo f de E/K en E’/K. Para ver que
f es sobreyectivo es suficiente observar que, por el Corolario 5.7, para cada x € .S,
el polinomio irr(x, K) tiene la misma cantidad de raices en F que en E’ y aplicar
la Proposicion 4.3. [

Teorema 7.4. Sea E/K una extension algebraica. Son equivalentes:
1) E/K es normal.
2) Si f € Aut(C/K), con C una clausura algebraica de E, entonces f(E) C E.

3) Para todo x € E, el polinomio irr(z, K) se factoriza en E[X] como un producto
de polinomios lineales.

4) Eziste S C F tal que E = K(95) y tal que irr(z, K) se factoriza en E[X] como
un producto de polinomios lineales, para todo x € S.

5) Si f € K[X] es irreducible y tiene una raiz en E, entonces f se factoriza en
E[X] como un producto de polinomios lineales.

6) Existe una familia (x;);c; de elementos de E, tal que E es el cuerpo de descom-
posicion de (irr(z;, K))ier-

7) E es el cuerpo de descomposicion de una familia de polinomios con coeficientes
en K.

Demostracion. 1) = 2), 3) = 4),4) = 6),6) = 7) y 3) < 5) son triviales.

2) = 3) Sea x € FE e y una raiz de irr(x, K). Por las Proposiciones 4.1 y 4.2 y el
Corolario 4.4 existe un isomorfismo f: C/K — C/K que envia x en y y asi, por
hipétesis, y € f(E) C E.

7) = 1) Sea (P;);c; una familia de polinomios de la que E es el cuerpo de des-
composicién y sea S el conjunto de las raices de los P; (i € I). Como E = K(S)
basta observar que f(S) C S, para todo morfismo f: F/K — C/K, con C una
clausura algebraica de E. [

Teorema 7.5. Sea E/K una extension finita. Son equivalentes:

1) E/K es normal.

2) |G(E/K)| = 1(E/K).

3) E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio P de K[X]. Ademds si

P = P ... P donde los P;’s son polinomios irreducibles distintos de K|[X],
entonces (£ : K) < gr(Py)!...gr(FP)!.

Demostracion. 1) < 2) Por el punto 2) de la Proposicién 6.4, y(E/K) < oco. Es
inmediato ahora que 1) y 2) son equivalentes.
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1) = 3) Sea {z1,...,z,} una base de E como K-mdédulo. Por la equivalencia
entre los items 1) y 6) del Teorema 7.4, E es el cuerpo de descomposicién de
[T, irr(zs, K).

3) = 1) Sea S el conjunto de las raices de P. Por las Proposiciones 3.7 y 3.8,
E = K(S) = K[S]y (E,K) < co. Que E/K es normal es una consecuencia
inmediata de la equivalencia entre los puntos 1) y 7) del Teorema 7.4.

Resta probar que si E es el cuerpo de descomposicién de Py P = P/ ... Pl
con los P;’s irreducibles distintos de K|[X], entonces (E : K) < gr(Py)!...gr(P.).
Para cada 1 < i < r, denotemos con F; C E al cuerpo de descomposiciéon de P;. Es
inmediato que E es igual al compuesto FE; ... E,.. Dado que, por la Proposicién 2.5,
(E:K)<(E,:K)...(E,: K), es suficiente ver que si E es el cuerpo de descom-
posicién de un polinomio @), entonces (E : K) < gr(Q)!. Demostremos esto por
induccién en n = gr(Q). Si n = 1, entonces £ = K y no hay nada que probar.
Supongamos ahora que n > 1 y que el resutado vale para polinomios de grado
menor que n. Sea F' = K[X]/(T'), donde T es un factor irreducible de Q). Como la
clase de X en F', es una raiz de (), podemos escribir a () en la forma @) = Q)12 con
@1 y Q2 pertenecientes a F[X] y @1 lineal. Sea E un cuerpo de descomposicién
de ()2 sobre F. Es claro que E es un cuerpo de descomposicién de () sobre K.
Como gr(Q2) = n — 1, por las Proposiciones 2.5 y 3.4 y la hipdtesis inductiva,
(E:K)=(FE:F)(F:K)<(n-Dlgr(T)<nl. O
Proposicion 7.6. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es normal, entonces E/F también
lo es.

2) Sea
E

\
F/ | \G
NS

un diagrama de extensiones. Si F/K es normal, entonces también lo es F.G/G.

3) Si (E;/K)icr es una familia de subextensiones normales de E/K, entonces
K(U;er Bi)/K y (N;er Bi)/ K también son normales.

Demostracion. 1) Es inmediato.

2) Por la equivalencia entre los puntos 1) y 4) del Teorema 7.4 basta ver que para
cada z € F, el polinomio irr(z,G) se factoriza en F.G[X] como un producto de
polinomios de grado 1, lo que se deduce inmediatamente de que irr(z, G) divide a
irr(z, K) y de que irr(x, K) se factoriza en F[X] C F.G[X] como un producto de
polinomios de grado 1.

3) Sea C' una clausura algebraica de 'y f un morfismo de K(|J, F;)/K en C/K.
Como, por hipétesis, f(E;) C E; para todo i € I, tenemos que f(K(U, E:)) =
K(f(U; E) = KU, f(E:) € K(U; Ei). Esto prueba que K(U;e; Ei)/K es
normal. Veamos que ([),c; £;)/K es normal. Sea C una clausura algebraica de
K(U;e; Ei) y sea 0: C/K — C/K un automorfismo. Como C es una clausura
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algebraica de cada FE;, tenemos que o(FE;) = E; para todo i € I. Es claro ahora
que o((;e; Ei) = Nier 0(Es) € ;e Bi. Por la equivalencia entre los items 1) y
2) del Teorema 7.4 ((;c; Es)/K es normal. [

Observacion 7.7. Sea C'/K un clausura algebraica de K. La interseccién de una
familia de subextensiones normales de C'/K, es normal. En particular dada una
extensién F/K con E C C existe una minima subextensiéon normal E'/K de C/K
que contiene a F. Esta extensién se llama la clausura normal de FF en C. Es
facil ver que £’ = K(|Jo(E)), donde o recorre el conjunto Hom(E/K,C/K). En
particular, por las Proposiciones 2.5 y 6.4, si E/K es finita, entonces E’ /K también
lo es.

8. EXTENSIONES SEPARABLES

Definicién 8.1. Sea K un cuerpo. Un polinomio P € K[X] es separable si no
tiene raices multiples en ninguna clausura algebraica de K.

Proposicién 8.2. Sea K un cuerpo, P un polinomio de K[X] y x € K. Son
equivalentes:

1) (X — x)? divide a P.

2) X —x divide a P y a P'.

En particular, P es separable si y sélo si es coprimo con P’.

Demostracion. 1) = 2) Escribamos P = (X — x)2Q. Derivando obtenemos que
P =(X—-2)?2Q +2(X —2)Q = (X —2)(X —2)Q" +2Q), de donde X — x divide
a P’.

2) = 1) Escribamos P = (X — x)Q. Derivando obtenemos P’ = Q + (X — z2)Q’.
Como X — x divide a P’ y a (X — 2)Q’, divide también a Q. Asf, (X — z)? divide
aP. U

Proposicién 8.3. Sea K un cuerpo y P un polinomio irreducible de K[X]. Son
equivalentes:

1) P es separable.

2) Alguna raiz de P es simple.

3) P #0.

Demostracion. 1) = 2) Es trivial.

2) = 3) Sea C una clausura algebraica de K y x € C' una raiz de P. Si P’ fuera
cero, entonces X — x dividirfa a P’ y, por la Proposicién 8.2, (X — z)? a P.

3) = 1) Como gr(P’') < gr(P) y P es irreducible, (P, P") = K[X]|. Asi, Py P’

no pueden tener ninguna raiz en comun en ninguna extension de K, lo que por la

Proposicién 8.2, muestra que P es separable. [

Proposicién 8.4. Sea K un cuerpo y P un polinomio irreducible de K[X]. Se

satisfacen:

1) Si la caracteristica de K es cero, entonces P es separable.

2) Si la caracteristica de K es p > 0, entonces existe un polinomio irreducible y
separable Q € K[X] y un entero no negativo h tal que P = Q(Xph).

Demostracion. 1) es trivial. Veamos que vale 2). Sea h maximo tal que existe
Q € K[X] con P = Q(Xph). Como P es irreducible también lo es ). Asi, por
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la Proposicion 8.3, si (Q no fuera separable, Q' serfa igual a cero. En consecuencia
Q@ tendria la forma @ = T(XP) y P serfa igual a T(Xth), contradiciendo la
maximalidad de h. [

Definicién 8.5. Sea E/K una extensién algebraica y sea x € E. Decimos que x
es separable sobre K si irr(z, K) lo es.

Observacion 8.6. Sea E/K una extension algebraica y sea x € E. Por las Proposi-
ciones 3.4 y 6.2, x es separable si y sélo si y(K(z)/K) = (K(x) : K). Ademas si
x € E es separable, también lo son todos sus conjugados.

Observacion 8.7. Sea K un cuerpo de caracteristica 0, F/K una extensién al-
gebraica y # € FE. Por la Observacién 8.6 y el item 1) de la Proposicién 8.4,
(K(z) : K) =~ (K(z)/K).

Observacion 8.8. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0, E/K una extensién
algebraica y © € E. Por el item 2) de la Proposicién 8.4 existe un polinomio
irreducible y separable P € K[X] y un entero no negativo h tal que irr(z, K) =

P(Xph). Sea C una clausura algebraica de F y sean 1, ...,¥y, las raices de P en

ph

C. Como C es algebraicamente cerrado existen z1,...,z, € C tales que y; = x;

para todo 1 <i < n. Asi,

irr(z, K) = P(X7") = [[(X7" — i) = [J(X”" —a2") = (H(X - xi)> .

i=1 =1

En consecuencia, por las Proposiciones 3.4 y 6.2, (K (z) : K) = v(K (x)/K)p".

Proposicién 8.9. Sea F/K una extension finita. Si la caracteristica de K es 0,
entonces y(E/K) = (E : K) y si la caracteristica de K esp > 0, entonces v(E/K)
divide a (E : K) y su cociente es una potencia de p.

Demostracion. Hacemos la demostraciéon por induccién en (F : K). Si (E: K) =1
no hay nada que probar. Supongamos ahora que (E : K) > 1y que el resultado
vale para extensiones de grado menor que (E : K). Tomemos z € E\ K. Por la
hipétesis inductiva, si la caracteristica de K es cero, (E : K(z)) = v(E/K(x)) vy, si
la caracteristica de K es p > 0, existe un niimero natural h tal que (E : K(z)) =
v(E/K (x))p". La demostracién se termina usando las Observaciones 8.7 y 8.8 y la
Proposicién 6.3. [

Definicién 8.10. Una extensién algebraica F/K es separable si lo son todos sus
elementos.

Proposiciéon 8.11. Sea E/K wuna extension finita y S C E tal que E = K(S5).
Son equivalentes:

1) E/K es separable.

2) Todo x € S es separable.

9 2(B/K) = (B K)

Demostracion. Que 1) implica 2) es inmediato. Como (F : K) < oo existe un

subconjunto finito S’ de S tal que E = K(S’). Vamos probar que 2) = 3) por
induccién en la cantidad de elementos de S’. Por la Observacién 8.6, (K (z) : K) =
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v(K(x)/K). Asi, por las Proposiciones 2.5 y 6.3 y la hipdtesis inductiva aplicada
a la extension F/K(x),

(E: K) = (E: K(2)(K(z): K) =~(E/K(x))y(K(x)/K) = (E/K).

Veamos ahora que 3) implica 1). Tomemos = € E. Por las Proposiciones 2.5 y 6.3
y la hipdtesis,

(E:K(x))(K(z): K) = (E: K) =7(E/K) =v(E/K(z))y(K(z)/K).
Como, por el punto 2) de la Proposicién 6.4,
VE/K(z)) < (E:K(z) vy v(K(z)/K) < (K(z): K),

de la igualdad anterior se sigue que v(K(z)/K) = (K(x) : K). Asi, por la Obser-
vacion 8.6, x es separable. [

Proposicion 8.12. Sea E/K una extension algebraica y S C E tal que K(S) = E.
Si S es un conjunto de elementos separables de E, entonces E/K es separable y

ademds v(E/K) = (E : K).

Demostracién. Por la Proposicién 8.11 podemos suponer que F/K es infinita. Dado
x € K(9) existe S” C S finito tal que x € K(5") y (K(5’) : K) > n. Por las
Proposiciones 3.7 y 3.8, la extensiéon K(S’)/K es finita. Asi podemos aplicar la
Proposicién 8.11, lo que muestra que x es separable. Como esto vale para cada
x € K(S), la extensién E/K es separable. La tultima afirmacién se sigue de que
dado n € N existe una subextensién finita E'/K de F/K tal que (E' : K) > ny
de que, por las Proposiciones 6.3 y 8.11, v(E/K) > ~v(E'/K) = (F' : K). O

Proposicién 8.13. Sean F'/K y E/F dos extensiones algebraicas. Si F/K es sep-
arable, entonces todo elemento de E que es separable sobre F, es también separable
sobre K.

Demostracion. Sea x € E un elemento separable sobre F'. Consideremos la subex-
tension F'/K de F/K generada por los coeficientes de irr(x, F'). De las Proposi-
ciones 3.7, 3.8 y 8.11 se sigue que F'/K y F'(x)/F’ son finitas y separables. Asi,
por las Proposiciones 2.5, 6.3 y 8.11,

V(F' (2)/K) = y(F'(2)/F)y(F'/K) = (F'(x) : F)(F": K) = (F'(2) : K),

lo que, por la Proposicion 8.11, muestra que x es separable sobre K. [

Corolario 8.14. Sea E/K una extension algebraica. El conjunto F de los elemen-
tos de E que son separables sobre K es una subextension separable F/K de E/K.
Ademds se satisfacen:

1) Todo elemento de E separable sobre F' pertenece a F'.
2) Si E/K es normal, entonces F/K también lo es.
Demostracion. La parte principal del Corolario y el item 1) se siguen de la Proposi-

ciones 8.12 y 8.13, respectivamente, mientras que el item 2) es consecuencia inmedi-
ata de la Observacion 8.6. [
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Definicién 8.15. Sea E/K una extensién algebraica. La clausura separable F' de
K en FE es el conjunto de los elementos de E que son separables sobre K. Cuando
F es igual a K decimos que K es separablemente cerrado en E.

Proposicion 8.16. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Entonces E/K es separable si y sélo si F/K
y E/F lo son.

2) Sea
E

\
F/ | \G
N S

un diagrama de extensiones. Si F//K es separable, entonces también lo es F.G/G.

3) Si (Ei/K)icr es una familia de subextensiones separables de E/K, entonces
K(U;er Ei)/K también es separable.

Demostracion. 1) Que E/K separable implica que E/F y F/K son separables es
inmediato. Por la Proposicién 8.13 si E/F y F/K son separables, entonces E/K
también lo es.

2) Se lo deduce de la Proposicién 8.12, de que F.G = G(F') y de que irr(z, G) divide
a irr(z, K), para cada x € F.

3) Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién 8.12. [

Proposicién 8.17. La clausura normal E'/K de una extension separable E/K,
es separable.

Demostracion. Sea I = Hom(E/K,C/K), donde C' es una clausura algebraica de
E. El resultado se sigue inmediatamente de que £’ = K({J,; 0(E)), de que cada
una de las extensiones o(F)/K es separable y de la Proposicién 8.12. [

Dado un subconjunto S de una K-dlgebra E y un ntmero natural entero n,
denotamos con S™ a {s" : s € S}.

Lema 8.18. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0, E/K una extension alge-
braica de K y S C E. Son equivalentes:

1) Eziste k > 1 tal que K(Spk) = K(S).

2) K(Spk) = K(S) para todo k > 1.

Demostracion. Que 2) implica 1) es trivial. Veamos que 1) implica 2). Es claro que

K(57") C K(SP"), para todo i > 0. En particular, K(Spk) C K(SP) C K(S), lo
que junto con la hipétesis implica que K (SP) = K(S). Asi,

i1

i

K(S") C K(K(S)P) = K(K(SP)") C K(K(S*)) = K(S?

para todo ¢ > 0. [
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El item 1) se puede demostrar de forma mds pedestre. Esta tltima demostracién
tiene la ventaja de ser constructiva. Sea S = (s;)ses una familia de elementos de

E tal que K(S) = K(SP). Supongamos que z € K(Spi) y escribamos x = P(s?f)
y s = Py(s}), donde P(X; (j' € J)) y los Py(X; (j € J))’s son polinomios con

coeficientes en K. Entonces © = P((Pj/(sf))lﬂi) e K(sP').

Proposicién 8.19. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0, E/K una extension
algebraica de K y S C K tal que E = K(S). Se satisfacen:

1) Si E/K es separable, entonces E = K(Spk) para todo k > 1.
2) Si E/K es finitoy E = K(Spk) para algin k > 1, entonces E/K es separable.

Demostracion. 1) Sea z € S. Como z es raiz de (X — z)? = XP — aP € K(aP)[X],
existe 1 < i < p tal que irr(z, K(2P)) = (X — 2)’. Asi, dado que irr(x, K (zP))
divide a irr(z, K) y este ultimo polinomio es separable, ¢ = 1. En consecuencia,
X —x € K(2P)[X], lo que implica que z € K(zP). Como esto vale para todo z € S,
tenemos que E = K(SP). La demostracion se termina inmediatamente usando el
Lema 8.18.

2) Como E/K es finito, tenemos que E = K(T) = K(Tpk) para un subconjunto
finito T de S. Sea r > 1 tal que todos los elementos de T?" son separables. Por el
Lema 8.18, E = K(T?") que, por la Proposicién 8.12, es separable. [

Notemos que en la demostracién del item 1) hemos probado que para cada x € E
vale que x € K (zP). Pero esto se deduce también de item 1) aplicado a la extensién

K(z)/K. En realidad de esta manera vemos que = € K(a:pk) para todo k > 1.
La hip6tesis de finitud del item 2) se puede evitar pidiendo que exista una familia
(Si)icr de subconjuntos finitos de S tales que cada subextension finita de F/K sea
una subextensién de alguna de las extensiones K (.5;)/K’s y para cada i € I exista

k; > 1 tal que K(S;) = K(S? " ). Esto da una reciproca de la formulacién mas fina
del item 1) que acabamos de dar recién.

Corolario 8.20. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0, E/K una extension
separable de K y S C K. Se satisfacen:

1) Si el K-espacio vectorial generado por S es igual a E, entonces el K-espacio
vectorial generado por SP es también igual a E.

2) Si S es linealmente independiente sobre K, entonces SP también es linealmente
independiente sobre K.

3) Si S es una base de E sobre K, entonces SP también es una base de E sobre K.

Demostracién. 1) Dado un subcuerpo F' de E y un subconjunto de 7' de F, denote-
mos con F'(T') al subespacio F-lineal de E generado por T'. Como E = K(S), tene-
mos que EP = KP(SP) y como K(EP) es un algebra tenemos que K(EP) = K[EP].
Asi, por las Proposiciones 3.8 y 8.19,

E = K[EP] = K(EP) = K(K?(SP)) = K(SP).

2) Es claro que podemos suponer que S es finito. Sea T un subconjunto K-
linealmente independiente de K (.5) tal que S C T y K(S) = K(T). Por el item 1),
K(T) = K(T?). Como #(T?) = #(T) = (K(5) : K) < oo, de la independencia
lineal de T" sobre K se deduce la de T”.
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3) Es consecuencia inmediata de los items 1) y 2). O

Notacion y Observacion 8.21. Sea E/K una extension finita. Se llama grado de
inseparabilidad de F/K al cociente (E : K); = (E : K)/~v(E/K). Es claro que si la
caracteristica de K es cero, entonces (F : K); = 1y que si la caracteristica de K es
p > 0, entonces (E : K); es una potencia de p. Ademds, por las Proposiciones 2.5
y 6.3, si E/F y F/K son extensiones finitas, entonces (F : K); = (E : F);(F : K);.
Por 1ltimo, de la definicién y de la Proposicion 8.11, se deduce inmediatamente que
E/K es separable si y sélosi (E: K); = 1.

9. EXISTENCIA DE CLAUSURA SEPARABLE

Definicién 9.1. Un cuerpo es separablemente cerrado si no tiene extensiones sep-
arables propias.

Proposicion 9.2. Sea K un cuerpo. Son equivalentes:

1) K es separablemente cerrado.

2) Todo polinomio no constante y separable de K[X] se expresa como producto de
polinomzios lineales.

3) Todo polinomio no constante y separable de K[X]| tiene una raiz en K.

4) Todo polinomio separable e irreducible de K[X] es lineal.

Demostracion. 1) = 2) Sea P € K[X] un polinomio separable, C' una clausura
algebraica de K y x1,...,x, las raices de P en C'. Como, por la Proposicion 8.12,

K(z1,...,2,)/K es separable, x1,...,2, € K. Asi P se factoriza en K[X] como
un producto de polinomios lineales.

2) = 3) Es trivial.
3) = 4) Es trivial.

4) = 1) Sea E//K una extensién separable y x € E. Por hipétesis irr(z, K) es igual
a X —cconcé€ K. Como z se anula en irr(z, K) = X — ¢, tenemos que z = c € K
yasi F =K. [

Definicién 9.3. Sea E'/K una extension separable. Si E es separablemente cerra-
do decimos que F es una clausura separable de K.

Proposicién 9.4. Sea E/K una extension separable. Son equivalentes:

1) E es una clausura separable de K.

2) Todo polinomio separable con coeficientes en K se factoriza en E[X] como un
producto de polinomios lineales.

3) Todo polinomio separable e irreducible de K[X| se factoriza en E[X]| como un
producto de polinomios lineales.

Demostracion. 1 = 2) y 2) = 3) son triviales. Veamos que 3) = 1). Sea E'/E
una extensién separable y sea = € E’. Por hipétesis irr(z, K) tiene todas sus raices
en E. Asi, como z es una raiz de irr(z, K), tenemos que z € E. O

Teorema 9.5. Se satisfacen:

1) Todo cuerpo K tiene una clausura separable.
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2) Si E/K y E'/K son dos clausuras separables de K, entonces existe un isomor-
fismo de extensiones f: E/K — E'/K.

Demostracion. 1) Sea C' una clausura algebraica de K y E la clausura separable
de K en C. Es claro que cada polinomio separable de K[X] tiene sus raices en E.
Asi, por la Proposicién 9.4, F/K es una clausura separable de K.

2) Por la Proposicién 4.2 existe un morfismo f de E/K en E'/K. Por la Proposi-
cién 9.4, para cada x € E’, el polinomio irr(z, K) tiene gr(irr(z, K)) raices distintas,
tanto en F como en E’. Asi, por la Proposicién 4.3, f es sobreyectivo. []

10. EXTENSIONES PURAMENTE INSEPARABLES

Definicién 10.1. Sea E/K una extensién algebraica, C' una clausura algebraica
de E'y x € E. Decimos que z es puramente inseparable sobre K si irr(z, K) no
tiene ninguna raiz distinta de x en C.

Proposicién 10.2. Sea E/K una extension algebraica y x € E. Son equivalentes:
1) x es puramente inseparable.

2) (K (2)/K) = 1.

Demostracion. FEs consecuencia inmediata de la Proposicién 6.2. [

Observacion 10.3. Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y F/K una extensién al-

gebraica. Por el item 1) de la Proposicién 8.4, todo elemento de F, puramente
inseparable sobre K, pertenece a K.

Proposicién 10.4. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0, E/K una extension
algebraica y x € E. Son equivalentes:

1) x es puramente inseparable.

2) irr(z, K) tiene la forma (X — x)ph = xP" — gp"

3) Existe h > 0 tal que z¥" € K.

Demostracion. 1) = 2) Es consecuencia inmediata de la Observacién 8.8.

2) = 3) Es trivial.

3) = 1) Basta observar que irr(z, K) | (X — :z:)ph, ya que = se anula en (X — x)ph =
xe" — g O

Definicién 10.5. Una extensién algebraica F/K es puramente inseparable si lo

son todos sus elementos.

Observacion 10.6. Sea K un cuerpo. Por la Observacion 10.3, Si K tiene una ex-
tension propia y puramente inseparable, entonces la caracteristica de K es positiva.

Proposiciéon 10.7. Sea, E/K una extension algebraica y S C E tal que E = K(S5).
Son equivalentes:

1) E/K es puramente inseparable.

2) Todos los elementos separables de E estdan en K.

3) Todo x € S es puramente inseparable.

4) YE/K) =1.

Demostracion. 1) = 2) Esto es inmediato.
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2) = 3) Si la caracteristica de K es cero, entonces por el item 1) de la Proposicién 8.4
FE = K y el resultado es inmediato. Podemos suponer entonces que la caracteristica
de K es p > 0. Tomemos x € S. Por la Observacion 8.8 existe un polinomio
irreducible y separable P € K[X]| y un numero natural h tal que irr(z, K) =
P(Xph). Como zP" es raiz de P es separable. Asi, por hipétesis, 2" pertenece a
K y, en consecuencia, por la Proposicion 10.4, x es puramente inseparable.

3) = 4) Sea C una clausura algebraica de E' y sea f un morfismo de E/K en C/K.
Como f(z) = x para todo x € S, tenemos que f =id.

4) = 1) Sea = € E. Por la Proposicién 6.3, 1 = vy(E/K) =v(E/K(x))y(K(z)/K).
Asi, y(K(z)/K) = 1, de donde por la Proposicién 10.2, x es puramente insepara-
ble. O

Corolario 10.8. Si E/K es una extension finita, entonces E/K es puramente
inseparable si y solo si (E: K) = (F : K);. En particular, si K tiene caracteristica
p >0y E/K es puramente inseparable, entonces (E : K) es una potencia de p.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la equivalencia entre los puntos 1) y 4)
de la Proposicion 10.7. [

Proposicién 10.9. Sea E/K una extension algebraica, F la clausura separable de

K en E y C una clausura algebraica de E. Se satisfacen:

1) E/F es puramente inseparable, cada morfismo de extensiones de E/K en C/K
estd univocamente determinado por su restriccion a F y (F : K) = v(E/K).

2) Si E/F es finita, entonces EPF) C F, donde EWFF) = {(FF) . ¢ ¢ E}.

3) Si E/K es finita, entonces (E : F) = (E : K);.

Demostracién. 1) Por el Corolario 8.14 y la equivalencia entre los puntos 1) y
2) de la Proposicion 10.7, la extensién F/F es puramente inseparable. Ademads,
como y(E/F) = 1, cada morfismo de extensiones de E/K en C/K estd univo-
camente determinado por su restricciéon a F. Por tltimo (F : K) = v(F/K) =
V(EF/K)(E/F) =y(E/K).
2) Por la Proposicién 10.4, z&" (1 (=:.F) ¢ F Asi, dado que por la Proposicién 3.4
y el item 1) de la Proposicién 2.5, gr(irr(z, F')) divide a (E : F'), tenemos que
z(EF) ¢ .
3) Si E/K es finito, entonces (F : F) = (E: K)/(F : K) = (E : K)/v(E/K) =
Proposicion 10.10. Se satisfacen:
1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Entonces E/K es puramente inseparable, si

y solo si EJ/F y F/K lo son.
2) Sea

E

\
F/ \G
N

K
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un diagrama de extensiones. Si F//K es puramente inseparable, entonces también
F.G/G lo es.

3) Si (E;/K)icr es una familia de subextensiones puramente inseparables de E /K,
entonces K(J,c; Ei)/K también es puramente inseparable.

Demostracion. 1) Se lo deduce inmediatamente de la Proposicién 6.3 y de la equiv-
alencia entre los puntos 1) y 4) de la Proposicién 10.7.

2) Se lo deduce de que F.G = G(F), de que irr(z, G) | irr(z, K) para todoz € F' y
de la equivalencia entre los puntos 1) y 3) de la Proposicién 10.7.

3) Esto se deduce inmediatamente de la equivalencia entre los puntos 1) y 3) de la
Proposicién 10.7. [

Corolario 10.11. Sea E/K wuna extension algebraica y sea F' el conjunto de los
elementos de E que son puramente inseparables. Se satisfacen:

1) F/K es una subextension normal de E/K.
2) Todo elemento de E puramente inseparable sobre F' pertenece a F.

3) F es el cuerpo dejado fijo por todos los morfismos de E/K en C/K, donde C' es
una clausura algebraica de E.

4) Si E/K es normal, entonces F es el cuerpo dejado fijo por los elementos de
G(E/K).

5) Si F' la clausura separable de K en E, entonces F N F' = K. Ademds E/F es
separable si y solo si E = F.F'.

Demostracién. 1) Por la Proposicién 10.7, F' es un cuerpo. Ahora, por las equiv-
alencias entre los puntos 1) y 2) de la Proposicién 10.4 y los puntos 1) y 3) del
Teorema 7.4, F//K es normal. Veamos el item 2). Tomemos x € E puramente in-
separable sobre F'. Por la equivalencia entre los puntos 1) y 3) de la Proposicién 10.7
y por el punto 1) de la Proposicién 10.10, F'[x|/K es puramente inseparable. Asi,
por definicién, z € F. Es claro que 3) implica 4). Veamos que vale 3). Como
v(F/K) = 1, todo elemento de Hom(F/K,C/K) deja fijo a los elementos de F.
Resta ver que si x € F no es puramente inseparable, entonces existe un morfismo f
de E/K en C/K tal que f(z) # x, lo que se deduce de que, por la Proposicién 10.2,
existe f: K(z)/K — C/K tal que f(z) # x y de que, por la Proposicién 4.2, este
morfismo se extiende a FE. Para terminar la demostracién, debemos probar el
item 5). Por el item 1) de la Proposicién 8.16 y el item 1) de la Proposicién 10.10,
la extensién (F'N F')/K es separable y puramente inseparable y asi, F N F’ = K.
Ahora, por el item 1) de la Proposicién 10.9 y el item 1) de la Proposicién 10.10,
E/F.F' es puramente inseparable y si F//F' es separable, entonces por el item 1) de
la Proposicién 8.16, E/F.F’ también lo es. Asi, en este caso, E/F.F’ es separable
y puramente inseparable y, por lo tanto, £ = F.F’. Reciprocamente, si £ = F.F”,
entonces E/F = F.F'/F es separable por ser el levantado de F’/K y por el item 2)
de la Proposicién 8.16. [

Definicién 10.12. Sea E/K una extension algebraica. La clausura perfecta F' de
K en E es el conjunto de los elementos de E' que son puramente inseparables sobre
K.

A continuacién construimos una extension algebraica que estd generada por un
elemento que no es ni separable ni puramente inseparable.
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Ejemplo 10.13. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y sea ¢t una indetermi-
nada. Por el Criterio de Eisenstein el polinomio P(X) = X?" +tX?P+t € K(t)[X] es
irreducible. Escribamos F = K (t)[X]/(P(X)) y consideremos la extensién £ /K (t).
El polinomio minimal de la clase X de X en E es P. Asi, como P(X) = Q(X?),

donde Q = XP +tX +t, el elemento X no es separable. Por otra parte, si X fuera
puramente inseparable sobre K (t), entonces tendriamos

2

XP 4 tXP +t=(X - X)P =XP - X",
lo que se contradeciria con que t # 0.

11. EXISTENCIA DE CLAUSURA PERFECTA

Definicién 11.1. Un cuerpo K es perfecto si toda extensién algebraica de K es
separable.

Observacion 11.2. Por el item 2) de la Proposicién 8.6 todo cuerpo de caracteristica
cero es perfecto.
Proposicion 11.3. Sea K un cuerpo de caracteristica positiva p. Son equivalentes:
1) K es perfecto.

2) K no tiene extensiones puramente inseparables propias.

3) Todo polinomio de la forma XP" —c¢conce K se factoriza en K[X]| como
h

X' o= (X —z)P .
4) Todo polinomio de la forma XP — ¢ con ¢ € K tiene una raiz en K.
5) Elmorfismo de Frobenius o: K — K, definido por o(z) = xP, es un isomorfismo.

6) Todo polinomio irreducible de K[X]| es separable.

Demostracion. 1) = 2) Es trivial.

2) = 3) Sea C una clausura algebraica de K y sea z € C una raiz de X" — e
Por la equivalencia entre los items 1) y 3) de la Proposicién 10.4, x es puramente
inseparable. Asi, por la Proposicién 10.7, K(z)/K es puramente inseparable, de

donde 2 € K. En consecuencia, X?" — ¢ = XP" — 27" = (X — a:)ph.

3) = 4) Es trivial.

4) = 5) Es trivial.

5) = 6) Sea P un polinomio irreducible de K[X]. Por el item 3) de la Proposi-

cién 8.6, existe un polinomio irreducible y separable Q = ag+---+a, X" € K[X]y

un entero no negativo h tal que P = Q(Xph). Por hipétesis existen by, ..., b, € K
h v

tales que a; = b . Asi, P = Q(Xph) = (bo+- - -+an”)p’ y, como P es irreducible,

esto implica que h = 0.

6) = 1) Sea E/K una extensién algebraica de K. Entonces E/K es separable, ya

que por hipétesis irr(z, K) es separable cualquiera sea x € E. [

Ejemplo. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0. Por el Corolario 4.3, si K/F,
es algebraico, entonces el morfismo de Frobenius o: K — K es sobreyectivo y asi,
en este caso, K es perfecto.
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Proposicion 11.4. Se satisfacen:
1) Si E/K es algebraica y K es perfecto, entonces E es perfecto.
2) Si E/K es finita y E es perfecto, entonces K es perfecto.

Demostracion. 1) Sea E’/E una extension algebraica. Por el item 1) de la Proposi-
cién 3.12 y la hipétesis, E'/K es separable. Ahora, por el item 1) de la Proposi-
cién 8.16, E’/E también lo es.

2) Es claro que podemos suponer que la caracteristica de K es p > 0. Adem&s un
proceso inductivo reduce el problema al caso en que existe x € F tal que E = K ().
Sea irr(z, K) = X" + ap_1 X" '+ ... 4+ ag el polinomio minimal de z. Entonces la
igualdad

0= (2" +an 12" '+ +ag)? = (@) +ab_,(2")" 14+ +ab

muestra que (KP(zP) : KP) < n = (K(z) : K). Por otro lado, como K(x) es
perfecto, KP(zP) = K(x)? = K(x). Combinando estos dos hechos obtenemos
que (K(z) : K?) < (K(z) : K), lo que implica que K = KP. De aqui se deduce
inmediatamente que el automorfismo de Frobenius o: K — K, dado por o(y) = yP,
es sobreyectivo, de donde, por la Proposicién 11.3, K es perfecto. [

Definicién 11.5. Sea F/K una extensiéon puramente inseparable. Si F es perfecto
decimos que E es una clausura perfecta de K.

Proposicién 11.6. Sea K un cuerpo de caracteristica positiva p y sea E/K una
extension puramente inseparable. Son equivalentes:

1) E es una clausura perfecta de K.

2) Todo polinomio de la forma X?" — ¢ con ¢ € K se factoriza en E[X] como
X' — o= (X —ZL‘)ph.
3) Todo polinomio irreducible de la forma X?" — ¢ con c € K tiene una raiz en E.

Demostracion. 1) = 2) Se lo deduce inmediatamente de la Proposicién 11.3.

2) = 3) Es trivial.

3) = 1) Sea E'/FE una extensién puramente inseparable y sea x € E’. Entonces
irr(z, K) = X P" —¢conc € K. Por hipétesis este polinomio tiene una raiz y € FE.

Pero entonces 2P = yph, de donde x = y € E. Como esto vale para cada x € E’,
tenemos que E’ es igual a E. [

Teorema 11.7. Se satisfacen:
1) Todo cuerpo K tiene una clausura perfecta.

2) Si E/K y E'/K son dos clausuras perfectas de K, entonces existe un isomor-
fismo de extensiones f: E/K — E'/K.

Demostraciéon. 1) Sila caracteristica de K es cero, entonces por la Observacién 11.2,
K es la clausura perfecta de K. Podemos suponer asi que la caracteristica de K es
p > 0. Sea C' una clausura algebraica de K y sea E la clausura perfecta de K en
C. Es claro que cada polinomio de la forma X P _cconce K , tiene una raiz en
E. Asi, por la Proposicién 11.6, E/K es una clausura perfecta de K.

2) Por la Proposicién 4.2 existe un morfismo f de E/K en E'/K. Si la carac-
teristica de K es cero, entonces K = FE = E’ y es inmediato que f es sobreyectiva.
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Supongamos ahora que la caracteristica de K es p > 0. Por la Proposicién 11.3,
para cada x € E’, el polinomio irr(x, K) tiene tanto en E como en E’ sélo una raiz.
Asi, por la Proposicién 4.3, f es sobreyectiva. [

12. EXTENSIONES SIMPLES

Proposicion 12.1. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es
ciclico.

Demostracion. Sea G un subgrupo finito del grupo multiplicativo K* de un cuerpo
K yseax € G un elemento de orden maximo N. Se afirma que si y es un elemento de
G, entonces el orden n de y divide a N. En efecto, de lo contrario existiria un primo
p y un nimero natural h tal que p"~!' | N, p" t N y p" | n, de donde xphfly”/ph
tendria orden pN, contradiciendo la maximalidad de N. En consecuencia G esta
incluido en el conjunto de las raices de X~ — 1, lo que implica que |G| < N = |(z)|
y, por lo tanto, que G = (z). O

Definicién 12.2. Una extensiéon F/K es simple o monogena si existe x € E tal
que E = K (z).

Teorema 12.3. Sea E/K una extension. Son equivalentes:
1) E/K es finita y simple.
2) E/K es algebraica y simple.

3) Sélo hay un niumero finito de subextensiones de /K.

Demostracion. 1) = 2) Es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.8.

2) = 3) Sea z € E tal que F = K(z). Consideremos la funcién 6, del conjunto
de subextensiones F'//K de E/K en el de los polinomios ménicos que dividen a
irr(z, K), dada por 6(F) = irr(z, F'). Como este tultimo es un conjunto finito,
para ver que el primero también lo es basta mostrar que 6 es inyectiva. Sea F' el
subcuerpo de F' generado por K y los coeficientes de irr(z, F'). Como irr(x, F') es
irreducible sobre F’, tenemos que irr(z, F') = irr(z, F'). Asi, de

(E:F)=(F(x):F)=gr(irr(z, F)) = gr(irr(z, F') = (F'(x) : F') = (E : F'),

deducimos que F' = F’, lo que muestra que 6 es inyectiva.

3) = 1) Dado x € E existe m € N tal que K(z™"!) = K(2™). Asi, cada z € E y,
por lo tanto E, es algebraico. Sea E1, ..., E, la familia de subextensiones propias de
E/K. Para cada 1 < i <n tomemos x; € E'\ E;. Entonces E = K(z1,...,2,), lo
que por la Proposicién 3.7 muestra que F/K es finita. Veamos que E/K es simple.
Por la Proposicion 12.1 esto es evidente si K y, por lo tanto E, es finito. Supongamos
ahora que K es infinito. Es claro que basta ver que dados z,y € F, existe A € K tal
que K (z,y) = K(z+Ay). Como entre K y E hay s6lo una cantidad finita de cuerpos
intermedios, existen A\, Ao € K, distintos tales que K(z+ \y) = K(z+ A2y). Asi,

Yy (x+Xy) — (z+Ay) v z=(z+A\y) — My,

VDY

estan en K (x + A\1y), lo que prueba que K(z,y) = K(x + A\y). O
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Teorema 12.4. Sea K(x1,...,z,,y)/K una extension algebraica. Si los x;’s son
separables, entonces K(x1,...,zy,,y)/K es simple.

Demostracion. Por la Proposicion 12.1 podemos suponer que K es infinito. Por un
argumento inductivo, podemos suponer también que n = 1. Sea C una clausura
algebraica de K (x1,y). Denotemos con {z}] = z1,25,..., 2.} vy {v1 =y, y2,.- ., ys}
a las raices en C' de P(X) = irr(x1, K) y Q(X) = irr(y, K), respectivamente. Como
K es infinito, existe A € K tal que los Az 4+ y; son todos distintos. Escribamos
z = Azr1 +y. Es claro que Q(z — Az1) = Q(y) = 0 y que Q(z — Az}) # 0 para todo
i # 1. Dado que x; es una raiz simple de P(X), esto implica que el maximo de
los divisores comunes de P(X) y de Q(z — AX) en K(2)[X] es X — x1, de donde
x1 € K(z). Ahora es claro que y = z — Az también estd en K(z) y, por lo tanto,
que K(z1,y) = K(2). O

Corolario 12.5. Toda extension finita y separable es simple.

Corolario 12.6. Si E/K es separable, entonces

(E: K) =sup{gr(irr(z,K) : x € E} =sup{y(K(z)/K) :z € E} =~v(E/K).

Demostracion. Si E/K es finito, entonces el resultado se deduce inmediatamente
de la Proposiciones 3.4 y 8.11 y 12.5. Si (F : K) = oo, entonces para cada n € N,
existe una subextension finita F//K de E/K tal que n < (F': K). En consecuencia,
por las Proposiciones 3.4 y 12.5, (E : K) = sup{gr(irr(z, K) : x € E}. La segunda
igualdad se deduce inmediatamente de la Proposicién 8.11. Finalmente, la iltima
se deduce facilmente de que, por la Proposicién 6.3, v(K(z)/K) < v(E/K) para
todox € . U

13. TEORIiA DE GALOIS

Definicién 13.1. Sea E//K una extensiéon y H C G(E/K) un subgrupo. Se define
Ef = {r € E:o(x) = x para todo o € H}. Es claro que E¥ es un subcuerpo de
FE que contiene a K.

Observacion 13.2. Sea E/K una extensiéon, G = G(E/K) e I(E/K) y S(G) los
reticulados de subextensiones de E/K y de subgrupos de G respectivamente. Las
asignaciones de I(E/K) en S(G) y de S(G) en I(E/K), dadas por F/K — G(E/F)
y H — EH respectivamente, satisfacen:

1) Si K CF C F' CE, entonces G(E/F) D G(E/F").

2) Si H C H’ son subgrupos de G, entonces B D EH',

3) Para cada subextensién F/K de E/K, tenemos F C EG(E/F),

4) Para cada subgrupo H de G(E/K) tenemos H C G(E/E™).

5) Paracada F/K € I(E/K) y cada f € G, tenemos G(E/f(F)) = f.G(E/F).f~1.
6) Para cada H € S(G) y cada f € G, tenemos EFHI ™" = f(EH).

El siguiente resultado es una consecuencia formal de los primeros cuatro items
de la observacion anterior
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Corolario 13.3. Se satisfacen:
1) G(E/F) = G(E/ECE/F),
2) EH — pGE/ET)

4) E<UiHi> =0 B

5) G(E/N; F5) 2 (U; G(E/FY)).
6) ENH: O K(, EH).

Demostracién. 1) La inclusién G(E/F) C G(E/ESE/F)) es consecuencia del i-
tem 4) y la inclusién G(E/F) D G(E/ESE/F)) del item 1) aplicado al item 3).

2) Es similar a la demostracién de 1).

3) Dado que F; C K(J, F3), tenemos G(E/K (U, Fi)) € (; G(E/F;). Por otro lado
F, C EGE/F) ¢ pNiGE/F) para todo i, de donde KW,F;)CE EN:GE/F) 1o que
a su vez implica que (), G(E/F;) C G(E/EN:GE/F)Y C G(E/K (U, F)).

4) Es similar a la demostracién de 3).

5) Dado que (), F; C Fj, tenemos G(E/F;) C G(E/(,; Fi) para todo j, de donde
(U; G(E/E)) € G(E/; ).

6) Es similar a la demostracién de 5). O

Decimos que una subextensiéon F/K de E/K es cerrada si existe un subgrupo
H € S(G) tal que F = Ef. Por el item 2) del corolario anterior, esto equivale
a que F = ES(E/F)  De la misma manera decimos que un subgrupo H de G es
cerrado si existe una subextensién F/K de E/K tal que H = G(E/F). Por el
item 1) del corolario anterior, esto equivale a que H = G(E/Ef). Por ejemplo
la subextensién trivial E/K de E/K y los subgrupos triviales {1} y G de G son
cerrados. Denotemos con I(E/K) al subconjunto ordenado de I(E/K) formado
por las subextenciones cerradas de E/K y con S(G) al subconjunto ordenado de
S(G) formado por los subgrupos cerrados de G. Por los items 3) y 4) del corolario
anterior I(E/K) y S(G) son reticulados completos y tienen las mismas operaciones
de infimo que I(E/K) y S(G) respectivamente. Ademés por los items 1) y 2) del
mismo corolario, la asignacién dada por F/K +— G(E/F') define un isomorfismo
entre el reticulado I(E/K) y el reticulado dual de S(G), cuya inversa es la aplicacién
dada por H — EH /K. Por tltimo, del item 5) de la Observacién 13.2 se deduce
que S(G) es cerrado por conjugacién y, del item 6) de la Observacién 13.2, que
si F/K es una subextension cerrada de E/K, entonces cualquiera sea f € G, la
extension f(F')/K también lo es.

Sean E/K una extensién y H; C Hs subgrupos de G(E/K). Es claro que si
F/K es una subextensién cerrada de E/K, entonces ES(E/K) C F. Uno de los
teoremas mas importantes de esta seccién dice que vale la reciproca y el otro que
si (Hy : H1) < ooy Hj es cerrado, entonces Ho también lo es.

En la demostracion del Teorema 13.5 usaremos un lema interesante en si mismo.
Sean F/K una extensién y H un subgrupo de G(E/K). Para cada € E definimos
Z: H — E por z(g) = g(z).
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Proposicion 13.4. Sea x1,...,x, una familia de elementos de E. FEntonces
Z1,...,Tn es linealmente independiente sobre EH si y sélo si Z7,...,ZTn es lin-

ealmente independiente sobre E.

Demostracién. Supongamos que T7,..., T, es linealmente independiente sobre E.
Sea ajx1 + - - + anx, = 0 una ecuacién con coeficientes en E. Como, para cada
geH,

0=g(arr1 + -+ anwy) = a19(x1) + - + ang(xn) = a171(9) + - - - + an®n(g),

tenemos que a; = --- = a, = 0. Supongamos ahora que x1,...,x, es linealmente
independiente sobre E pero que 77, ..., T, no es linealmente independiente sobre
E. Sea

(*) a171 + -+ asts =0

una ecuacion no trivial de dependencia lineal. Cambiando los indices si es necesario,
podemos suponer que s es la menor cantidad de sumandos que puede aparecer en
una ecuacion de este tipo y dividiendo ahora por as, podemos suponer también que
as = 1. Observemos que (k) es equivalente a

(**) arg(xi) + -+ as—19(xs—1) + g(xzs) =0 para todo g € H.

Considerando (xx*) para g = id € H obtenemos a1x1+---+as_1T5s—1 + s = 0. Asi,
de la independencia lineal de los x;’s se sigue que no todos los a;’s estédn en EH.
Podemos suponer claramente que a; ¢ E*. Tomemos ¢’ € H tal que ¢'(z1) # 1.
A partir de (x*) obtenemos

g'(a1)g'(g(x1)) + -+ g'(as-1)g'(9(xs-1)) + ¢'(g(xs)) =0 para todo g € H,
o equivalentemente
(**%) g (a1)g(x1) + -+ ¢'(as—1)g(zs_1) + g(xs) =0 para todo g € H.
Restando (x * x) de (*x), obtenemos
(a1 = g'(a1))g(z1) + -+ + (as—1 — g'(as-1))g(zs-1) =0 para todo g € H,

lo que es una contradiccion, ya que esta es una ecuacion no trivial y mas corta que

(xx). O

Teorema 13.5. Sea E/K una extension algebraica. Se satisfacen:

1) Si K CFy C Fy CE, entonces (G(E/Fy) : G(E/Fy)) < y(Fy/Fy) < (Fy : Fy).
Ademds si E/Fy es normal, entonces (G(E/Fy) : G(E/Fy)) = v(Fa/F1) y si
Fy5/Fy es separable, entonces v(Fy/Fy) = (Fy : Fy).

2) Si Hy C Hy C G(E/K), entonces (E™ : EM2) < (H, : Hy).

Demostracion. 1) Sea G(E/Fy)/ G(E/F3) = {c G(E/F,) : 0 € G(E/Fy)} el con-

junto de las clases a izquierda de G(E/F3) en G(E/Fy). Consideremos la aplicacién

0: G(E/F1)/G(E/F;) — Hom(Fy/Fi, E/Fy), dada por 0(c G(E/F2)) = op,.

Como 0 es inyectiva, tenemos la primera desigualdad del enunciado. La segunda ya
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fue probada en la Proposicién 6.4. Supongamos ahora que E/F; es normal. Sea C'
una clausura algebraica de E. Cada o: Fy/Fy — E/F; se puede extender a un mor-
fismo o: E/F) — C/F; y como E/F; es normal, tenemos que ¢(E) = E. Es claro
que f(c) = o. Por ultimo, que si Fy/F} es separable, entonces v(Fy/Fy) = (F» : Fy),
fue probado en el Corolario 12.6.

2) Sean z1,...,7, € E1. Debemos ver que si n > (Hs : Hy), entonces los x;’s
no son linealmente independientes sobre E2. Por la Proposicién 13.4 es suficiente
ver que las funciones z;: Hy — F, definidas por z;(g) = ¢g(z;) no son linealmente
independientes sobre E. Sea g1, ..., J(H,:m,) una familia de representantes de las
clases a izquierda de Hy en Hs. Sin > (Hs : Hy), entonces existe una combinacién
lineal no trivial

YIZ1+ -+ YnZn  CONY1,. .., Yn € F,

tal que
y171(g:) + -+ YnZTn(g:) =0 para todo 1 <1i < (Hs : Hy),

Sea g € H, arbitrario. Escribamos g = g;h con h € H;. Como los x;’s pertenecen
a EH1, tenemos

nz1(9) + -+ ynZn(9) = y1gi(h(z1)) + - 4+ yngi(h(zn))
= y19:(21) + - + Yngi(Tn)
=y121(9:) + -+ ynTn(gi) =0,

lo que prueba que las funciones 77, ..., T, no son linealmente independientes sobre

E. O
El siguiente resultado es una consecuencia formal del Teorema 13.5.
Corolario 13.6. Sea E/K una extension algebraica, Fy C Fy subcuerpos de E que
contienen a K y Hy C Hy subgrupos de G(E/K). Se satisfacen:
1) Si F1/K es cerrada, entonces (G(E/F1) : G(E/Fy)) = (Fy : Fy).
2) Si F1/K es cerrada y (Fy : F1) < 0o, entonces Fy/K es cerrada.
3) Si Hy es cerrado, entonces (EH1 : EH2) = (Hy : Hy).
4) Si Hy es cerrado y (Ho : Hy) < oo, entonces Hy es cerrado.

Demostracion. Veamos 1) y 2). Si F;/K es una subextensién cerrada de E/K,
entonces Fy = EG(E/F1) y por el Teorema 13.5,

(Fy : Fy) > (G(E/F)) : G(E/Fy)) > (ECGE/F2) . gG(E/F))y
= (EG(E/Fz) :Fl) _ (EG(E/FQ) . FQ)(FQ : Fl) > (F2 : F1)~

Asi, (G(E/Fy) : G(E/Fy)) = (Fy : Fy) y si ademés (Fy @ Fy) < oo, entonces
(EGE/F) . Fy) =1, lo que implica que Fy = ESF/F2) La demostracién de 3) y
4) es similar. [

El item 2) del Corolario anterior serd mejorado por el item 1) de la Proposi-
cién 13.11. La demostracién que daremos es independiente de lo que ya obtuvimos.
Hemos puesto aqui este resultado parcial més que nada porque se sigue formalmente
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del Teorema 13.5 y asi tiene validez en otros contextos en los que hay un teorema
similar a este.

Una subextensiéon F//K de F/K tiene codimensién finita si (E : F) < oo. Por
el Corolario 13.6, | G(E/K)| = (E : ESE/K)) los subgrupos finitos de G(E/K)
son cerrados y la asignacién dada por H +— EH /K define un biyeccién entre el
conjunto de los subgrupos finitos de G(E/K) y el conjunto de las subextensiones
de codimensién finita de E/K que son cerradas. Similarmente las subextensiones
F/K de E/K, tales que EG(E/K) C F y (F : EGE/K)) < o0, son cerradas y
la asignacién dada por F/K +— G(E/F) define una biyeccién entre el conjunto
de estas subextensiones de E/K y el conjunto los subgrupos de indice finito de
G(E/K) que son cerrados.

Definicién 13.7. Una extensién algebraica E/K es galoisiana o de Galois si
EGE/K) — K es decir si K es cerrada.

Si E/K es de Galois y finita, entonces | G(E/K)| = (E : K) y todas las subex-
tensiones de E/K y todos subgrupos de G(E/K) son cerrados. Asi, en este caso
la asignacién dada por F//K — G(E/F) define un isomorfismo entre el reticulado
I[(E/K) de subextensiones de E/K vy el reticulado dual del formado por los sub-
grupos de G(E/K), cuya inversa es la aplicacién dada por H — E¥ /K. Este es el
teorema fundamental de la teoria de Galois. A continuacién caracterizamos a las
extensiones de Galois y estudiamos algunas de sus propiedades.

Proposicién 13.8. Sea E/K una extension algebraica. Son equivalentes:
1) E/K es de Galois.
2) E/K es el cuerpo de descomposicion de una familia de polinomios separables.

3) E/K es normal y separable.

Demostracion. 1) = 2) Dado x € E existen o1,...,0, € G(E/K) tales que para
cada 0 € G(F/K) existe un tnico 1 < ¢ < r tal que o(z) = o;(x). Consideremos el

polinomio f, = [[;_;(X — o;(z)). Observemos los siguientes hechos:

- Como existe 1 <14 < r tal que o;(x) = id(z) = z, el elemento x es raiz de f,,

- fx es separable,

- Dado v € G(F/K) existe una permutaciéon = de {1,...,r} tal que v o o;(z) =
o) (x). Asi, fo = []i_1(X —~(0os(x))) y, por lo tanto, es un polinomio con
coeficientes en ES(E/K) = K

2) = 3) Por el Teorema 7.4, F/K es normal y por la Proposicién 8.12, E/K es
separable.

3) = 1) Esto es consecuencia inmediata del item 4) del Corolario 10.11. O

Observacion 13.9. Sea E/K una extensiéon normal y sean F' y F’ las clausuras
puramente inseparables y separables de K en E, respectivamente. Por el item 1) del
Corolario 10.11, F'/K es normal y puramente inseparable y por la Proposicién 13.8
y el item 4) del Corolario 10.11, E/F es normal y separable. En particular, por el
item 5) del Corolario 10.11, E = F.F’. Ademas, por el item 2) del Corolario 8.14,
F'/K es normal y separable y, por el item 1) de la Proposicién 7.6 y el item 1) de
la Proposicién 10.9, E/F’ es normal y puramente inseparable.

Para el caso de extensiones finitas la Proposicion 13.8 puede ser complementada
con el siguiente resultado.
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Proposicién 13.10. Sea E/K una extension finita. Son equivalentes:

1) E/K es de Galois.

2) E/K es normal y separable.

3) E/K es el cuerpo de descomposicion de un polinomio irreducible y separable.

4) |GE/K)| = (E: K).

Demostracion. 1) < 2) Por la Proposicién 13.8.

2) = 3) Por el Corolario 12.5 existe x € F tal que E = K(x). Como es normal
E/K es el cuerpo de descomposicién de irr(z, K), que es irreducible y separable.

3) = 2) Por la Proposicién 13.8.
2) < 4) Por la Proposicién 6.4, |G(E/K)| = (E : K) equivale a |G(E/K)| =

v(E/K)yv(E/K) = (FE: K). El resultado se deduce ahora del Teorema 7.5 y de
la Proposicion 8.11. [

Proposicion 13.11. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es galoisiana, entonces E/F también
lo es.

2) Sea
E

\
F/ | \G
NS

un diagrama de extensiones. Si F/K es galoisiana, entonces también lo es
F.G/G.

3) Si (E;/K)icr es una familia de subextensiones galoisianas de E /K, entonces
K(Uie[ E)/K y (mie] E;)/K también lo son.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la equivalencia entre los items 1) y
3) de la Proposicién 13.8 y de las Proposiciones 7.6 y 8.16. O

El teorema de Galois mencionado después de la Definicién 13.7, puede ser proba-
do sin usar ni la Proposicién 13.4, ni el Teorema 13.5, ni el Corolario 13.6. Observe-
mos en primer lugar que estos resultados no fueron usados ni en las demostraciones
de las Proposiciones 13.8, 13.10 y 13.11, ni en la Observacién 13.9. Ya sabemos,
por la Proposicién 13.11, que si E/K es galoisiana, entonces todos los subcuerpos
de E que contienen a K son cerrados. Es suficiente probar entonces que si G es
un grupo finito de automorfismos de E, entonces G(E/E“) = G. En efecto, esto
muestra que todos los subgrupos finitos de de G(E/K) son cerrados. Ademads, para
el caso en que E/K es de Galois y finita, las igualdades que aparecen en los items 1)
y 3) del Corolario 13.6 se deducen facilmente de la Proposicién 13.10. En efecto,
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supongamos que F} C F5 son subcuerpos de E que contienen a K. Entonces,

(G(E/F)) : G(E/Fy))|G(E/Fy)| = | G(E/F)]
= (E : Fl)
= (F2 . Fl)(E . FQ)
= (F2: F1)| G(E/F3)),

lo que implica que (Fy : Fy) = (G(E/Fy) : G(E/Fy)). Si ahora Hy C Hs son
subgrupos de G(E/K), entonces

(B . B2y = (G(E/E®?) : G(E/E™)) = (Hy : Hy),

donde la tltima igualdad se sigue de que Hy = G(E/E™) y Hy = G(E/EH2).
Veamos una demostracién directa del resultado enunciado mas arriba. Es claro que
G C G(E/E®) y que E/E® es de Galois y, en particular, separable. Dado = € E,
consideremos el polinomio f, = [[,co(X—0o(x)). Observemos los siguientes hechos:

- Como id € G, el elemento z es raiz de f,,

- Dado que para cada v € G, el conjunto {yoo : 0 € G} es igual a G, tenemos
que fr =[], cq(X —7(o(2))) y asi, fo tiene sus coeficientes en EC.

Esto muestra que gr(irr(z, E“)) < |G|. Dado que esto vale para cada z € E, por el
Corolario 12.6, (E : E¥) < |G|. Como |G(E/E®)| < (E : E®), tenemos entonces
que G(E/E%) = G. Esta demostracién se debe a Emil Artin.

A continuacién estudiamos la relacion existente entre las subextensiones nor-
males de una extensién E/K y los subgrupos normales de G(E/K).

Teorema 13.12. Sea E/K wuna extension algebraica. Se satisfacen:

1) Si F/K es una subextension normal de E/K, entonces G(E/F) es un subgrupo
normal de G(E/K).
2) Si E/K es normal y H es un subgrupo normal de G(E/K), entonces EH /K

es normal. Ademds, el morfismo de G(E/K) en G(E¥/K), definido por la
restriccion, tiene nicleo igual a G(E/E™) y es sobreyectivo.

3) Si E/K es de Galois, entonces una subextension F/K de E/K es de Galois si
y solo si G(E/F) es un subgrupo normal de G(E/K). Ademds, en este caso,
G(F/K)~G(E/K)/G(E/F).

Demostracion. 1) Se lo deduce inmediatamente del item 5) de la Observacién 13.2.

2) Sea f € Hom(E¥ /K,C/K), donde C es una clausura algebraica de E. Por la
Proposicién 4.2, f se extiende a un morfismo f: E/K — C/K. Como E/K es

-~

normal, f(E) = FE, de modo que podemos considerar que f € G(E/K). Por el
item 6) de Observacién 13.2, f(EH) = E/HI™' = EH. Asi, EH /K es normal.
Es claro que el morfismo de G(E/K) en G(E /K), definido por restriccién, tiene
niicleo igual a G(E/E). Para ver que es sobreyectivo se puede razonar como en
la primera parte de la demostracién de este item.

3) Se lo deduce facilmente de los items 1) y 2), teniendo en cuenta que en este caso
toda subextensiéon de E/K es cerrada y que ademéas es de Galois si y sélo si es
normal. [
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Sea
FE

|
F/\G
~N 7

FNG

K

un diagrama de extensiones con F/F ()G normal. Tomemos una clausura alge-
braica C' de F' en F.G. Cada morfismo ¢ € G(F.G/G), define por restriccién,
un morfismo oz € Hom(F/F(\G,C/F(\G). Ahora, como F/F (]G es normal,
tenemos que o(F) C F. Queda definido de esta manera un morfismo

0: G(F.G/G) — G(F/F(G).

Afirmamos que este morfismo es inyectivo. En efecto, tomemos o € G(F.G/G) tal
que op = 6(0) = idp. Como 0| = idg, deducimos de aqui que o = idrg. Se
satisface el siguiente resultado:
Proposicién 13.13. Si F/F (G es de Galois, entonces F.G/G también lo es y
F™O) — FNG. Si ademds F/F(\G es finita, entonces 0 es un isomorfismo y
(F:FNG)=(F.G:G). En particular, (F.G : G) divide a (F : K).
Demostracion. Por el item 2) de la Proposicién 13.11, si F/F (G es de Galois,
entonces F.G /G también lo es. Veamos que FI™(?) = FNG. Es claro que si z € F
es dejado fijo por todos los elementos de Im(f), entonces es dejado fijo también
por todos los elementos de G(F.G/G) y pertenece por lo tanto a F'(|G. Asi,
por el teorema fundamental de la teoria de Galois, si F/F ()G es finita, entonces
Im(0) = G(F/FNG)y (F: FNG) =|GF/FNG)| =|GF.G/G)| = (F.G:GQG).
En particular (F.G : G) divide a (F': K). O
Proposicién 13.14. Sea F1/K,...,E,/K una familia de subextensiones finitas
de una extension E/K. Si las extensiones F1/K, ..., E,_1/K son de Galois, en-
tonces (Ey...E, : K) = (E, : K) H::ll(EZ :Ei\(Eix1...Ent1)). En particular
(Ei1...E, : K) divide a [];_,(E; : K) y son equivalentes:
1) Ei(\(Eiy1...E,) = K para todo 1 < i < n.
2) (By...E, :K)=][_,(E; : K).
Demostracion. Por la Proposicion 13.13,

(ElEnK) :(ElEnEQEn)(EQEnK)

= (B : Ei[ \(Bz...E,))(E; ... E, : K).

La igualdad del enunciado se sigue inmediatamente de esto por induccién en n.
Ahora la equivalencia entre los items 1) y 2) es inmediata. [

Sea (E;/K);ec; una familia de subextensiones normales de una extensién F/K.
El morfismo 0: G(K (U E;)/K) — [l;c; G(E:/K), definido por 0(f) = (fig,)ic1,
es claramente inyectivo. A continuacién estudiamos un caso en el que vale la so-
breyectividad.
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Proposicién 13.15. Si F1 /K, ..., E, /K es una familia de subextensiones de Ga-
lois finitas de una extension E /K, entonces Fy ... E, /K también lo es y son equi-
valentes:

1) El morfismo 0: G(FE;...E,/K) — G(F1/K) x --- X G(E,/K) es biyectivo.
2) E;(\(Fit1...En) = K para todo 1 <i < n.
Demostracion. Por el item 3) de la Proposicién 13.11, la extensién E ... E, /K es

de Galois. Ahora, dado que

n

HG(Ei/K)‘ = (B, :K)...(E,: K),

=1

|G(E, ... EyJK)| = (By...Ep: K) y

los items 1) y 2) son equivalentes. La demostracién se termina aplicando la Proposi-
cion 13.14. O

Los corolarios que siguen dan un ejemplo de como del conocimiento de propieda-
des del grupo de Galois de una extensién se pueden obtener datos sobre el reticulado
de sus subextensiones. Recordemos que un grupo G es el producto semidirecto
de un subgrupo normal suyo H; con otro subgrupo suyo Hs si Hi.Hy, = G y

Hi N\ Hs = {1}.

Corolario 13.16. Sean E/K una extension de Galois finita y Hy y Ho subgrupos
de G(E/K) con Hy normal. Si G(E/K) es el producto semidirecto de Hy y Hy de
G, entonces se satisfacen:

1) B /K es de Galois y G(E™1 /K) ~ H,.

2) E = EHi pHz,

3) BT EHh = K.

Demostracion. 1) Es consecuencia del Teorema 13.12 y de que G(E/K)/H; ~ Hs.
2) Es consecuencia del teorema fundamental de la Teoria de Galois y de que
G(E/EH EH2) = G(E/E"' )N G(E/EH2) = Hy (N Hy = {1}.

3) Se sigue de que, por la Proposicién 13.13 y los items 1) y 2),

(B M (\EM2) = (B E™2 . EM2) = (E : E™?)
= |Hy| = |G(E"/K)|=(E™ : K). O

Corolario 13.17. Sea E/K una extension de Galois finita. Supongamos que
G(E/K) =Gy x---xGy, yescribamos H; = Gy x -+ X Gy X {1} X Gip1 X+ X Gy
Se satisfacen:

1) Efi /K es de Galois y G(ETi /K) ~ G;.

2) E=FH EHn,

3) Efi \(EH+ . Ef») = K, para todo 1 < i < n.

Demostracion. Por el Corolario 13.16 aplicado a H; y a G obtenemos que Ef1 /K
es de Galois y G(E™1 /K) ~ Gy, B E% = Ey EH1 (N E% = K. La proposicién
se sigue ahora facilmente por induccion en n. [
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Definicién 13.18. Una extensiéon E/K es abeliana (ciclica) si es de Galois y
G(E/K) es abeliano (ciclico).

Proposicion 13.19. Se satisfacen:
1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es abeliana o cicica, entonces F/K
y E/F también lo son.

2) Sea
E

\
F/ | \G
N S

un diagrama de extensiones. Si F/K es finita y abeliana o finita y ciclica,
entonces F.G /G también lo es.

3) Si (E;/K)icr es una familia de subextensiones abelianas de E/K, entonces
K(U;e; Ei)/K también es abeliana.

Demostracion. 1) Se lo deduce facilmente de la Proposicién 13.11 y del Teore-

ma 13.12.

2) Se lo deduce facilmente de la Proposicién 13.13.

3) Sean f,g € G(K(U;c; £:)/K). Como cada E;/K es normal, f(E;) C E;y

gi(F;) C E; para todo i € I y como cada G(E;/K) es abeliano, f(g(x)) = g(f(x)),

para todo = € (J;c; Ei. Ahora es inmediato que fog=go f. 0O

Ejemplo 13.20. Sea K un cuerpo y K(t1,...,t,) €l cuerpo de fracciones del

anillo de polinomios K|[t,...,t,] en n variables. El grupo simétrico &,, opera
sobre K(t1,...,t,) via o(t;) = tou). A K(ty,.. .,t,)®" se lo llama el cuerpo de
las funciones simétricas. Por el Corolario 13.6 K(t1,...,t,)/K(t1,...,t,)%" es
una extensién de Galois con grupo &,,. Sean si,...,S, los polinomios simétricos

elementales definidos por
S; — Z tjl"'tji'
1<j1<--<ji<n
Es claro que K(s1,...,8,) C K(t1,...,t,)®". Como
P(X)=][(X —t)=X"+> (-1)'s; X",
i=1 i=1
K(ty,...,t,) es el cuerpo de descomposicién de P(X) sobre K(s1,...,5s,). En con-

secuencia, si P = P/"* ... P con los P;’s irreducibles distintos de K (s1, ..., s,)[X],
entonces

n! > gr(P)!...gr(P)! > (K(t1,...,tn) : K(s1,...,5n))
> (K(t, .. tn) : K(ty, ..o )" (K (t1, ..., t0)%"  K(51,...,5,))
=l (K (t1,. .., t0)%" : K(s1,...,50)),
de donde K (t1,...,t,)%" = K(s1,...,5,) y P es irreducible en K(sq,...,s,)[X].
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Teorema 13.21. El cuerpo C de los numeros complejos es algebraicamente ce-
rrado.

Demostracion. Sea F'/C una extension finita de C y sea E//R la clausura normal
de F/R, donde R es el cuerpo de los nimeros reales. Escribamos (E : R) = 2n
con n impar. Por el teorema de Sylow existe un subgrupo H de G(E/R) de orden
2", Asi, Eff /R es una extensién de R de grado n. Por el Corolario 12.5, existe
a € Ff tal que E = R(a). En particular irr(a, R) tiene grado n y, como en
R[X] todo polinomio de grado impar tiene una raiz, n = 1. Asi, G(E/R) y, por
lo tanto también G(E/C) es un 2-grupo. Afirmamos que G(E/C) = {id}. En
efecto, de lo contrario G(E/C) tendria un subgrupo normal H de indice 2 y, por el
Teorema 13.12, E* /C serfa una extensién de grado 2, lo que contradice el hecho
de que en C[X] cada polinomio de grado 2 tiene una raiz. Esto muestra que F' es
igual a C, de donde C es algebraicamente cerrado. [J

Definicién 13.22. Un grupo G de biyecciones de un conjunto A es transitivo si
para cada par x,y € A existe 0 € G tal que o(x) = y.

Proposicién 13.23. Sea P € K[X]| un polinomio y sea E el cuerpo de descom-
posicion de P. Son equivalentes:

1) P es una potencia de un polinomio irreducible.

2) El grupo de Galois G(E/K) de E/K es un subgrupo transitivo del grupo de
permutaciones de las raices de P.

Demostracion. 1) = 2) Sean x1,x9 € E dos raices de P. Como P es una potencia
de un polinomio irreducible existe o € Hom (K (z1)/K, K(x2)/K), que envia z1 en
x9. Ahora, como E/K es normal, o se extiende a un automorfismo de E/K.

2) = 1) Sea @ un factor irreducible de P, x una raiz de () e y una raiz cualquiera
de P. Por hipétesis existe 0 € G(E/K) tal que o(z) = y. Asi, Q(y) = Q(o(x)) =
o(Q(x)) = o(0) = 0, lo que muestra que toda raiz de P es raiz de @ y, por lo tanto,
P es una potencia de (). [

14. EXTENSIONES CICLOTOMICAS

Sea K un cuerpo y n un numero natural. Las raices de X™ — 1 en K se llaman
raices n-ésimas de la unidad en K. Es claro que X" — 1 es separable si y sélo
si la caracteristica de K es cero o coprima con n. Asi, en ese caso, hay n raices
n-ésimas de la unidad en cualquier cuerpo de descomposicion de X™ — 1 sobre K.
Supongamos que la caracteristica de K es p > 0. Escribamos n =p"m conr >0y
ptm. En K[X] vale la igualdad X™ —1 = (X™ — 1)P". Asi, las raices n-ésimas de
la unidad en K coinciden con las m-ésimas.

Observacion 14.1. Sea K un cuerpo, n un nimero natural que no es multiplo de la
caracteristica de K y F un cuerpo de descomposiciéon de X" — 1 sobre K. Por la
Proposicién 12.1, el grupo U, formado por las raices n-ésimas de la unidad en E, es
ciclico de orden n. Asi tiene p(n) := #({m :0 < m < ny (m:n)=1}) generadores
o rafces n-ésimas primitivas de la unidad. Denotemos con QX al conjunto de estas
raices. Se satisfacen:

1) Sin = abcon ay b coprimos, entonces la aplicacién ©: UK x UK — UX | definida
por O(wg,wy) = wawp, es un isomorfismo con inversa dada por O~ (w) =
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(w®®,w™), donde r,s € Z son tales que 1 = ra + sb. En particular, © in-
duce una biyeccién entre QX x O y QK (ya que QF x QK es el conjunto de los
generadores de UX x U[).

2) Supongamos que d divide a n. El morfismo m: UX — Uf/d, definido por 7(w) =

w? es sobreyectivo y tiene niicleo igual a UK. En efecto, es claro que el nicleo de

7 es UK. Dado que #(Uf/d) = #(UK)/#(UXK), el morfismo 7 es sobreyectivo.

El polinomio ¢,(X) = f:(?)(X — w;), cuyas rafces wi, ..., Wy(,) son las raices
n-ésimas primitivas de la unidad, es llamado el n-ésimo polinomio ciclotémico. Es
claro que UX y ¢, (X) no dependen de K sino sélo del del cuerpo primo de K. Se
satisfacen:

1) gr(¢n(X)) = @(n).

2) Sin =ab con ay b coprimos, entonces ¢(n) = ¢(a)p(b).

3) Sin = pi'...plm es la fatorizacién de n como producto de primos, entonces
p(n) =1 =) =) =0 T e = 1) i (o — 1),

4) X" —1= Hdm da(X).

5) n=2 g #(d).

6) Si m y n se factorizan como un producto de primos como m = p’fl ..phe
n=pi ... pl con 0 < h; <l;, entonces ¢, (X) = ¢m(Xp§17h1"'plsS_hs).

7) Sin = pi'...pl es la fatorizaciéon de n como producto de primos, entonces
6n(X) = py..p, (X227,

8) Sin = pm con p primo y m coprimo con p, entonces ¢, (X) = ¢ (XP)/dm (X).

y

9) Sin = 2m con m impar, entonces ¢, (X) = ¢ (—X).

En efecto, los items 1) y 4) son triviales. Al item 2) se lo deduce inmediatamente
de que QF ~ QF x QF. El item 3) es consecuencia inmediata del 2) y de que si p es
primo, entonces #({m : 0 <m < p" y p|m}) =p 1, lo que implica que ¢(p") =

p" —p"~1. El item 5) se sigue inmediatamente del 4). El item 6) es consecuencia

, s . ey . , ly—hy ls—he
de que cada raiz n-ésima primitiva de la unidad es raiz de ¢,,(XPr P ")y

de que gr(qu(Xplll_hl"'pirhs )) = plrr L pls—hep(m), que por 3) es igual a o(n).
El item 7) es un caso particular del 6). El item 8) se sigue de que £ es una raiz de
¢m (XP) siy sélo si es una raiz primitiva de orden m o n'y gr(¢,(X?)/¢m (X)) =
po(m) — o(m) = p(p)p(m) = p(n) y el item 9) se sigue de que £ es una raiz de
dm(—X) si y sélo si € es una raiz primitiva de orden n y gr(¢,,(—X)) = ¢(m) =
p(2)p(m) = p(n).

Observese que la formula del item 4) permite calcular recursivamente los poli-
nomios ciclotémicos y muestra que son ménicos y pertenecen a F,[X] si la carac-
teristica de K es p > 0 y a Z[X] si la caracteristica de K es cero. El siguiente
resultado da la relacién entre los polinomios ciclotémicos sobre Q y sobre [F,,.

Proposicion 14.2. Sea p un primo positivo y sean € N coprimo con p. Denotemos
con ¢%(X) al n-ésimo polinomio ciclotémico sobre Q y con DT (X) al n-ésimo
polinomio ciclotomico sobre Fy,. Entonces Or? (X) = ¢2(X), donde ¢p2(X) denota
al polinomio obtenido a partir de ¢@(X) tomando la clase en F, de cada uno de

sus coeficientes.
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Demostracion. Paran =1 el resultado es inmediato. Supongamos que n > 1y que
el resultado vale para todos los divisores propios de n. Como X" —1 =[] dln ¢9 (X),

tenemos que X" —1 =], gbg(X). Asi, dado que también X" —1 =], (;33” (X)

y que (ﬁ(g(X ) = ¢I§p (X) para todo divisor propio d de n, resulta que (b(g(X ) =
on (X). O

Sean K un cuerpo, C una clausura algebraica de K y w € C una raiz n-ésima
primitiva de la unidad. Entonces la caracteristica de K no divide a n, £ = K(w)
es el cuerpo de descomposicién de X™ — 1 sobre K y la asignacién,

0: G(E/K) — 7,

dada por (o) = i si o(w) = w’ estd bien definida y es un morfismo inyectivo de
G(E/K) en el grupo de unidades Z;, de Z,,. Asi el orden de G(E/K) divide a ¢(n).
Ademas, como |G(E/K)| = gr(irr(w, K), son equivalentes:

- (B K) = ¢(n),
- 0 es sobreyectivo,
- ¢n(X) es irreducible en K[X].

Ejemplo 14.3. Sean n > 1 un nimero natural, ¥ un cuerpo de descomposicién
de X" — 1 sobre Q y sea w € QQ una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces
E = Q(w) y E/Q es una extensién de Galois de grado ¢(n) con grupo isomorfo a
Zy,. En efecto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 14.4. Los polinomios ciclotémicos ¢,(X) € Q[X] son irreducibles.

Demostracién. Sea P € Z[X] un divisor irreducible y ménico de ¢, (X). Queremos
ver que P = ¢,(X). Para ello, como todas las raices n-ésimas primitivas de la
unidad se obtienen a partir de una dada por elevaciones a potencias primas y
coprimas con n, es suficiente mostrar que si w es una raiz de P y p es un nimero
primo que no divide a n, entonces wP es también una raiz de P. Sea Q € Z[X]
tal que PQQ = X™ — 1. Si wP no fuera una raiz de P, entonces seria una raiz de )
y como P = irr(w,Q), tendriamos asi que P dividiria a Q(X?). Entonces la clase
P(X) de P(X) en F,[X] dividirfa a la clase Q(X)? = Q(XP) de Q(XP) en F,[X] v,
para todo divisor primo de T de P, tendriamos que 72 divide a X™ — 1, lo que es
una contradiccién ya que, como p no divide a n, el polinomio X™ — 1 es separable
en Fy[X]. O

Observacion 14.5. Sean K un cuerpo, C una clausura algebraica de K y w € C
una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces la caracteristica de K no divide
any K(w) es el cuerpo de descomposicién de X™ — 1 sobre K. Supongamos que
n = ab con a y b coprimos. Como ra + sb = 1 implica que w™w*® = w, tenemos
que K(w®).K(w®) = K(w). Asi, por la Proposicién 13.14,

() (K (w) : K) | (K(w") : K)(K(w") : K).

Como w® y w® son raices a-ésima y b-ésima primitivas de la unidad, respectiva-
mente, tenemos también que

(**) (K(uw"): K) [ p(a) v (K(w'):K)|ep®b)
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Si ¢, (X) es primo, entonces (K(w) : K) = ¢(n), lo que junto a (x), (x*) y a la
igualdad ¢(n) = p(a)e(b), da

(K(w): K) = (K(u’) : K)(K(w") : K),
(K(w"): K) =) y (Kw"):K)=epb).

Asf, ¢4(X) v ¢5(X) son primos y, por la Proposicién 13.14, K (w®) N K (w*) = K.

Proposicion 14.6. Sean K un cuerpo y m y n dos enteros positivos. Si m divide
an y d,(X) esirreducible, entonces ¢,,(X) también lo es.

Demostracion. Basta ver que si n = pm con p primo y ¢,(X) es irreducible, en-
tonces ¢,,(X) también lo es. Si p f m esto se deduce de la Observacién 14.5
y si p | m, esto se deduce de que, por el item 6) del comienzo de esta seccién,

¢n(X) = ¢m(Xp)' U

En la Proposicion 14.9 probaremos que toda extensién cuadratica de Q estd in-
cluida en una extensién ciclotémica de una manera muy precisa. Nosotros usaremos
que si p es un nimero primo impar, entonces —1 € [, es un cuadrado si y sélo si
p=1 (mod 4).

Observacion 14.7. Sea p un ntmero primo impar. Dado x € F;, escribamos (%) =
—1 2 . oz

zP=1/2 La asignacién z — (%) define un morfismo de grupos de F en el grupo

multiplicativo {—1,1} de dos elementos. Sea a un generador de F;. Es claro que

<%> =1siysélosiz=a’con0<i<ppary que esto ocurre si y sélo si x es un

cuadrado en Fy. En particular, —1 € I, es un cuadrado si y s6lo si p=1 (mod 4).

Extendemos la definicién de <%> a [F, poniendo <%> = 0. Es claro que con esta

definicién sigue siendo valida la igualdad (%) = <£> <£> A <§> se lo denomina

p) \p
el stmbolo de Legendre.

Lema 14.8. Sea p un numero primo impar, K un cuerpo, C'" una clausura alge-
braica de K y w € C una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Denotemos con « a

Zi;(l) (%) w®. Entonces a2 = (%) P.

Demostracion. En efecto, tenemos

p—1
2 yZ) y+z
o = — | w
> (5
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Proposicién 14.9. Sea Q(6)/Q con § € C tal que 6% es un producto £p; ...p, de
primos distintos. Se satisfacen:

1) Si todos los primos p; son impares y congruentes a 1 médulo 4, entonces Q(6)/Q
estd incluido en Q(ws)/Q, donde ws es una raiz §-ésima primitiva de la unidad.

2) Si alguno de los primos p; es 2 o congruente a 3 mddulo 4, entonces Q(9)/Q estd
incluido en Q(w4s)/Q, donde wys es una raiz 45-ésima primitiva de la unidad.

Demostracion. Es suficiente probar que se satisfacen
a) V2 € Q(wg), donde wg es una raiz de orden 4 primitiva de la unidad.

b) Si p es un primo congruente a 1 médulo 4, entonces /p € Q(w,), donde w,, es
una raiz p-ésima primitiva de la unidad.

c¢) Sip es un primo congruente a 3 médulo 4, entonces \/p € Q(wyy), donde wy, es
una raiz 4p-ésima primitiva de la unidad.

Como wg = —1, tenemos que (wg + wgl)2 = w3 +2+ w§2 = 2, lo que prueba el
item a). Supongamos ahora que p es un primo impar. Por el Lema 14.8, existe

a € Q(w,) tal que a? = < )p. Sip=1 (mod 4), entonces (%) =1 y tenemos

__1
P
que o = p, de donde Q(v/p) € Q(wp). Esto prueba el item b). Supongamos ahora
que p =3 (mod 4). En este caso (%) = —1, de modo que o? = —p. Ahora, dado
que ¢ € Q(wyp) tenemos que i € Q(wyy) y la demostracion del item c) se termina
observando que (ia)? = —a? =p. O

Uno de los teoremas mas importantes de la teoria de congruencias es el teorema
de reciprocidad cuadratica de Gauss. Una de sus tantas demostraciones se basa en
el Lema 14.8. A continuacién damos esta demostracién. Pero primero probaremos
un resultado complementario.

Proposicion 14.10. Sea p un primo impar. Entonces

(g> = (_1)(p2—1)/8 _ { 1 sip=+1 (mod 8),
b ~1 sip=+3 (mod 8).

Demostracion. Sea w una raiz primitiva 8-ésima de la unidad en una clausura
algebraica de F,. Escribamos y = w + w™'. Entonces

wt+w =y sip=+1 (mod 8),

P— P 4P =
Y {w3+w_3=—y si p= 43 (mod 8),
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va que w® + w3 = w? + w® = wH(w ! + w) = —y. Asf, como w* = —1 implica
v=w+2+w?=2,

(2) B p—l_{ 1  sip=+1 (mod 8),
p) Y T U1 sip=+3 (mod ),
como queriamos. []

En la demostracion de teorema de reciprocidad cuadratica usaremos el siguiente
lema.

Lema 14.11. Sea p un nimero primo impar, K un cuerpo, C'" una clausura alge-
braica de K y w € C una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Denotemos con « a

Zi;é (%) w®. Si q=char(K) >0, entonces ¢ #p y ad™! = (ﬂ).

p

Demostracion. Dado que por hipdtesis hay una raiz p-ésima de la unidad en C,
necesariamente char(K) # p. Ahora

() EC) - (5)E6) - ()

y=0 y=0

de donde a7 = (%). O

Teorema 14.12 (de reciprocidad cuadratica). Sean p,q > 0 dos primos im-
pares. Entonces (%) = (—1)(P=D(a=1)/4 (%)‘

Demostracion. Sea C una clausura algebraica de F, y w € C una raiz p-ésima

primitiva de la unidad. Denotemos con « a Zi;é (%) w”. Por los Lemas 14.8 y

14.11,
(-
p

()
(2252 ()
-

_ (1)l DD/ (13) 0

q

El teorema anterior se puede utilizar para el calculo del simbolo de Legendre. Por
ejemplo

2)-E)-E)-GE-G)--@--0)-
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Una de las mayores dificultades que se presenta en este calculo es en la necesidad de
factorizar los nimeros que van apareciendo. Este problema se soluciona mediante
la introduccion de un simbolo que extiende al de Legendre.

Definicién 14.13 (Simbolo de Jacobi). Dados un nimero entero m y un nime-

ro natural e impar n definimos el smhbolo de Jacobi (m) por

(5)-11(%).

donde n = H:Zl p; es la factorizacion de n como producto de primos.

Lema 14.14. Sim y n son impares, entonces 2 | m—1,2 |n—1,2 | mn—1,
8|m2—1,8|n%—1,8|m?n%—1,

mn — 1 m—1 n-—1
= d?2
2 ; t g (mod2)

m2n?2—1 m?2—-1 n2-1
= d 2

Demostracion. Es inmediato que 2 | m — 1,2 | n—1,2 | mn -1, 8 | m? — 1,
8|n?—1y8|m?n?—1. Dado que (m —1)(n — 1) =0 (mod 4), tenemos
mn—1 m—-1 n-1

= 2).
5 5 + 5 (mod 2)

Finalmente, dado que (m? — 1)(n? — 1) =0 (mod 16), tenemos

m2n?—1_ m?-1 n?-1

3 =— + 5 (mod 2). O

Teorema 14.15. Se satisfacen:

0 () = () (),

2) () = (50) (52

3) Simi =my (mod n), entonces (%1) = (22).

P (3 = (e

5) (%) = (—=1)(*-1)/8,

6) (2) () = (-0

Demostracion. 1) se sigue directamente de la definicién. 2) y 3) se siguen de la
definicién y de la propiedad correspondiente del simbolo de Legendre. Veamos 4).

Supongamos que n = H§:1 p; es la factorizacion de n como producto de primos.
Entonces, por el Lemma 14.14

<—_1) L0072 = (T2 = (D2,

n
=1
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La demostracién de 5) es similar. Veamos 6). Sim =[[,_,; p;iyn = Hj.:l g; son las
factorizaciones de m y n como productos de primos, entonces, por el Teorema 14.12,
los items 1) y 2) de este teorema y el Lema 14.14,

() G =TI () (7)
_ H ﬁ(_l)m—l)(qj—lm

i=1j=1
— (_1)22:1Eizl(pi—l)(qj—1)/4

— (_1)2121(1%—1)/2 > ioa(a;—1)/2

(_1)(m—1)(n—1)/4.

Por ejemplo

403 _ (803N (=L (3 N3\ (408 (1)
803/  \403)  \403/\403/) \403)  \ 3 /) \3)
Terminamos esta seccién con una demostracion del teorema de Wedderburn que dice
que todo anillo de divisién finito es un cuerpo. En esta demostracién se utilizan

tanto la ecuacién de las clases de la teoria de grupos finitos, como propiedades de
los polinomios ciclotémicos.

Teorema 14.16 (Wedderburn). Todo anillo de division finito D es un cuerpo.

Demostracion. Denotemos con Z el centro de D y con Z, al centralizador en D de
cada elemento x € D. Es facil ver que Z es un cuerpo y que cada Z, es un anillo de
divisién. Asi, si g = #(Z), ny = (Zy : Z), my = (D : Z;) y n = (D : Z), tenemos
que n = myng, #(Z:) = ¢ y #(D) = q¢" = (¢"*)™=. Es claro también que Z* es
el centro de D* y que Z7 es el centralizador en D* de cada elemento z € D*. Sea
R un conjunto de representantes de cada una de las clases de conjugacién de D*
que tienen mas de un elemento. La ecuacién de las clases de D* queda

#(D*) _ ¢ q" —1
#(Z3)

() " 1=#D) =#(Z)+ Y T

TER

Dado que x ¢ Z para ningin = € R, tenemos que n, divide propiamente a n

d . n_
para todo z € R. Asi, tanto X™ — 1 como cada uno de los cocientes ;.(nm 711 son

polinomios divisibles por ¢, (X) en Z[X]. De aqui se deduce inmediatamente que

on(q) divide en Z tanto a ¢" — 1 como a cada uno de los enteros qq”—1 . Por (x)

ng 1

tenemos entonces que ¢, (q) | ¢ — 1, lo que implica que

II le—wl=l¢n@l] a1,

wEN,

donde 2, es el conjunto de las raices n-ésimas primitivas de la unidad. Dado que
si n > 1, entonces |¢ — w| > ¢ — 1 para cada w € §,,, deducimos de aqui que n = 1
y, por lo tanto, D = Z. [J
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15. CUERPOS FINITOS

Sea K un cuerpo finito con ¢ elementos. Es claro que K tiene caracteristica
positiva p y que ¢ = p™, donde n = (K : F,). En efecto, en este caso K =~ IE‘I(,n)
como [F,-espacio vectorial, lo que implica que ¢ = p". La siguiente proposicién
implica en particular que vale la reciproca.

Proposiciéon 15.1. Para cada primo p > 0 y cada nimero natural n, existe un
cuerpo de p" elementos. Ademds si un cuerpo tiene p" elementos, entonces es el
cuerpo de descomposicion de XP" — X sobre F,. En particular, toda extension
finita de un cuerpo finito es normal y separable y dos cuerpos que tienen la misma
cantidad de elementos son isomorfos.

Demostracion. Sea C' una clausura algebraica de F, y sea K el conjunto de las
raices de X?" — X en C. Como este polinomio es separable K tiene p" elementos.
Ademas es claro que 0,1 € K y que K es cerrado para la suma y el producto. Asi,
K es un anillo. Como K es un dominio finito, es un cuerpo. Supongamos ahora
que K es un cuerpo que tiene p" elementos. Por la Proposiciéon 12.1 K* es un
grupo ciclico de orden p™ — 1 y, en consecuencia, todo elemento de K es una raiz de
XP" —X. Como este polinomio tiene a lo sumo p™ raices, K coincide con el conjunto
de las raices de X?" — X. En particular K /F, es un cuerpo de descomposicién de
XP" — X, lo que por el Teorema 7.3, muestra que dos cuerpos finitos con la misma
cantidad de elementos son isomorfos. [J

A un cuerpo con ¢ elementos lo denotaremos con F,. Por lo que acabamos
de ver, salvo isomorfismos este cuerpo es unico y ademas, ¢ = p" donde p es la
caracteristica de K y n = (K : F,).

Sea k un entero positivo. Analicemos la existencia de raices k-ésimas en F,.
Como el grupo multiplicativo de I, es ciclico esto se puede hacer facilmente.

Proposiciéon 15.2. Sea o un generador de F, y sea i un entero positivo. La
ecuacion X* = o' tiene solucion si y solo si (k:q—1) | i, donde (k: q—1) denota
al mdzimo de los divisores comunes de k y q — 1. Ademds, en este caso, X¥ = o
tiene (k : ¢ — 1) soluciones distintas. En particular X*¥ = 3 tiene solucién para
todo B € F, siy sdlo si(k:q—1) =1y, en este caso, la solucion es unica.

Demostracion. Es claro que X* = o tiene solucién si y sélo si existe j € N tal que
a/* = o’ lo que equivale a que jk =i (mod ¢ — 1). Asi, X* = o’ tiene solucién si
y s6losi (k:q—1) |i. Sean j y j' dos enteros positivos tales que 1 < j < 5/ < ¢g—1.
Como of* = ad'% i y sélo si ¢ — 1 divide a k(5" — j) o, lo que es lo mismo, si y s6lo
si(q—1)/(k:q—1)divide a j' — j, la ecuacién X* = o tiene (k : ¢ — 1) soluciones
distintas. [J

Es facil determinar los subcuerpos de un cuerpo finito. Hacemos esto el la
siguiente Proposicion.

Proposicién 15.3. Sea p > 0 un nimero primo. Entonces F,n contiene a Fpm si
y solo st m divide a n.

Demostracion. Sea F' un subcuerpo de F,». Denotemos con p™ a la cantidad de
elementos de F'. Como [Fy» es un F-espacio vectorial, existe r tal que p" = #(Fpn) =
#(F)" = p™, lo que muestra que m divide a n. Reciprocamente, supongamos que
m | n. Entonces, p™ — 1 | p” — 1, de donde XP"~1 —1 | X?"~1 — 1y, por lo tanto,
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X" - X | XP" — X. Asi, el cuerpo de descomposicién Fyn de XP" — X sobre F,
contiene un cuerpo de descomposicién F,m de X P"™ _ X sobre F,. 0O

A continuacién damos una demostracion alternativa de que toda extension finita
de un cuerpo finito es de Galois y calculamos su grupo de Galois.

Proposicién 15.4. El grupo de Galois de Fyn /F, es ciclico de orden n y estd
generado por el elemento o de G(Fyn /F,), definido por o(z) = z9.

Demostracion. Es claro que (Fyn : F,) = n. Por la Proposicién 12.1, los grupos Fy y
[F7n son ciclicos de orden g—1 y g™ —1, respectivamente. Como z? = o"(x) = x para

todo x € Fyn equivale a que n/r, el orden de (o) es n. Asi, por las Proposiciones 6.4
y 13.10, la extension Fy» /F, es de Galois y G(Fy» /F,) = (o). O

A continuacion estudiamos los polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos.

Proposicién 15.5. Para cada cuerpo finito Fy y cada entero positivo n, existe un
polinomio irreducible P € F,[X] de grado n. Ademds si P € F,[X] es un polinomio
irreducible de grado n y « es una raiz de P en una clausura algebraica C de F,
entonces se satisfacen:

1) P es separable y el cuerpo de descomposicion de P sobre Fy es Fq(a) =Fyn.

n—1

, 2
2) Las raices de P en C son a,a?,a% ... «af

3) a" =« siy sélo sin | m. En particular n es el menor entero positivo tal que
" = a.

4) P| X9 — X siysdlosin|m. En particular n es el menor entero positivo tal
que P| X9" — X.

5) Supongamos que P # X.Entonces P | X9 ~1—1 si y sélo sin | m. En particular
n es el menor entero positivo tal que P | X9 =1 — 1. Ademds todas las raices de
P estdn en Fy. y tienen el mismo orden en Fi..

Demostracion. Como Fyn /I, es simple, existe § € Fyn tal que Fyn = F,(5). Asi,
irr(,F,) es un polinomio irreducible de grado n sobre F,. Supongamos ahora que
P € F,[X] es un polinomio irreducible de grado n y que « es una raiz de P en
una clausura algebraica C' de F,. Como Fy(a)/F, es de Galois, P se factoriza en
() como un producto de polinomios distintos de grado 1. En consecuencia, P
es separable y () es el cuerpo de descomposiciéon de P sobre F,. Como ademds
(Fy(a) : Fy) = gr(P) = n, este cuerpo F,(a) es isomorfo a Fyn. Esto prueba el
item 1). Los items 2) y 3) se siguen inmediatamente de que el grupo de Galois
de Fyn /F, es ciclico de orden n y estd generado por el elemento o de G(Fyn /F,),
definido por o(x) = x9. Veamos el item 4). Como P = irr(a,F,), tenemos que
P | X" — X siy sélo si a es raiz de X9 — X, lo que por el item 3) equivale a
que n | m. Por tltimo, la primera parte del item 5) se sigue inmediatamente del
item 4) y la segunda de que, por ser un automorfismo, o: Fyn — Fyn, preserva el
orden de @ en Fn. U

Sea P € F,[X] un polinomio irreducible distinto de X. Por los item 2) y 3) de
la proposicién anterior todas las raices de P generan el mismo subgrupo ciclico de
Fyn, donde n es el grado de P. Al orden de este subgrupo lo llamamos el orden de
P y lo denotamos o(P). Cuando o(P) = ¢" — 1, decimos que P es primitivo sobre
F,. El siguiente resultado da una manera de calcular el orden v de P.
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Proposicién 15.6. Sea P € F,[X]| un polinomio irreducible distinto de X. Si P
tiene orden v, entonces P | X* — 1 si y solo si v | k. En particular v es el menor
entero positivo tal que P | XV — 1.

Demostracién. Supongamos primero que v | k. Cada raiz « de P satisface ¥ —1 =
0y, por lo tanto, a® — 1 = 0. Como P es separable, esto implica que P | X* — 1.
Reciprocamente, si P | X* — 1, entonces cada raiz de P es una raiz de X* — 1 y asf
su orden divide a k. [

El siguiente corolario muestra en particular que el grado de un polinomio orre-
ducible de P € F,[X], distinto de X, estd determinado por su orden.

Corolario 15.7. Sea P € F,[X] un polinomio irreducible distinto de X. Denote-
mos con n a su grado y con v a su orden. Son equivalentes:

1) P| X9~ 1.

2) n|m.

3) v|qgm—1.

En particular v es coprimo con q y n es el orden de la clase de q en Z;,.

Demostracion. 1) < 2) Por el item 5) de la Proposicién 15.5.
1) < 3) Por la Proposicién 15.6. O

El siguiente corolario da un método que permite verificar si un polinomio es
primo.

Corolario 15.8. Sea P € F,[X] un polinomio de grado n y sea o # 0 una raiz de
P de orden v. Son equivalentes:

1) P es irreducible y distinto de X.

2) v es coprimo con q yn es el orden de la clase de q en Z%,.

Demostracién. 1) = 2) Por el Corolario 15.7.

2) = 1) Por el Corolario 15.7 n es el grado de irr(a,F,). Como irr(e,F,) divide
a P y los dos polinomios tienen el mismo grado, difieren en un multiplo por un
escalar no nulo. Es claro asi que P es irreducible. [

Corolario 15.9. Sean P € F,[X]| un polinomio irreducible distinto de X, n y
v el grado y orden de P respectivamente y p un primo que divide a ¢ — 1. Si
" —1=puyv=p°v conpfuypiv, entoncest =r — s es el mayor entero tal
que P | X" =0/ 1,

Demostracion. Por el Corolario 15.7 p’v = v divide a ¢ — 1 = p"u. Es claro
ahora que, por la Proposiciéon 15.6, ¢ = r — s es el mayor entero tal que P |
x@-0/p" _ 1. 0

Ejemplo. Consideremos el polinomio irreducible X% + X + 1 € Fy[X]. Como
P{X* —1yP|X%—-1ycomoPtX?—1yP|X%—1, por el Corolario 15.9,
32 |vy7|v. Asi,v=3%7=63.

Ejemplo. Consideremos el polinomio irreducible X6 + X% + X2 + X +1 € Fo[X].
Como ¢q = 2, tenemos que ¢° — 1 =63 =32.7. Como P{ X" -1y P|X* —1y
como Pt X% —1y P| X% —1, por el Corolario 15.9, 3| v pero 32 vy 7| v. Asi,
v=317=21.

Los ejemplos anteriores muestran que el orden de un polinomio irreducible no
esta determinado por su grado.
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Proposicién 15.10. Sea P € F,[X]| un polinomio irreducible distinto de X y sean
n el grado de P y m un entero positivo. Entonces P se factoriza en Fym[X]| como un
producto de (n :m) factores, cada uno de los cuales tiene grado igual a n/(n :m).

Demostracion. Sean v el orden de Py @ un factor primo de P en Fym[X]. Por el
Corolario 15.7 el grado de @ es igual al menor entero positivo r tal que v | ¢™" — 1.
La proposicién se sigue inmediatamente de que, nuevamente por el Corolario 15.7,
r=n/(n:m). O

Sea F, un cuerpo finito de ¢ elementos, n un nimero natural, £/ un cuerpo de
descomposicion de X™ — 1 sobre F, y w € E una rafz n-ésima primitiva de la
unidad. La existencia de w muestra en particular que n es coprimo con ¢g. Por el
Corolario 15.7, irr(w, F,) tiene grado igual al orden o, (q) de la clase g de ¢ en Z,
de modo que £ = F,(w) = F,0.@. Ademas, por la Proposicién 15.4, G(E/F,) es
ciclico de orden o0,(q) y estd generado por el elemento o € G(E/F,), definido por
o(w) = w?. En particular, la aplicacién 0: G(E/F,) — Z, definida después de la
Proposicién 14.2, satisface 6(c) = G y asi es sobreyectiva si y sélo si 0,(q) = ¢(n).
Sea x un generador del grupo multiplicativo IFZM@ de Fon@. A continuacion
determinamos que potencias de x son las raices n-ésimas primitivas de la unidad
en [F*

q

on(q) *

de Fqu(E) .

El elemento x* de F*, -, es una raiz n-ésima primitiva de la unidad en F*, . siy
qu(Q) qon(Q)

Proposicion 15.11. Sea x un generador del grupo multiplicativo FZ%(E)

qon(ﬁ) —

solo si k =wu L dondel<u<ny(u:n)=1.

Demostracion. Observemos en primer lugar que n divide a ¢°»(@ — 1. Para todo
on(q) _
k > 1, el orden o(z*) de 2* es o(z") ¢ =1

_ = (@ 1k
y sélo si (qon(Q) —1: ]{7) _ qon(q)il
(u : n) =1. [

En consecuencia, o(x*) = n si
qon(a)fl

, es decir si k = u ,donde 1 <u<ny

Proposicion 15.12. Sean > 1 un entero positivo y coprimo con q. Se satisfacen:

1) El polinomio ciclotomico ¢,(X) € Fy[X] se factoriza como el producto de todos
los polinomios madnicos e irreducibles de orden n de F,[X].

2) Denotemos con 0,(q) al orden de la clase de q en Z;. Todos los polinomios
monicos e irreducibles de orden n de Fy[X]| tienen grado 0,(q) y su cantidad es

¢(n)/on(q)-

Demostracion. 1) Sea P un polinomio moénico e irreducible de orden n de F,[X].
Por definicion todas las raices de P tienen orden m y son por lo tanto raices de
¢n(X). Como P es separable, esto implica que P | ¢,,(X). Dado que por otra parte,
todo polinomio ménico e irreducible que divide a ¢,,(X) tiene orden n, concluimos
que ¢, (X) € F,[X] se factoriza como el producto de todos los polinomios ménicos
e irreducibles de orden n de F,[X].

2) Por el Corolario 15.7 los polinomios irreducibles de orden n de F,[X] tienen grado
0n(q). Asi, item 1) la cantidad de los que ademds son ménicos es p(n)/o0,(g). O

Corolario 15.13. Sea n > 1 un entero positivo y coprimo con q. El producto de
todos los polinomios P € F[X]| distintos de X, que son mdnicos e irreducibles y
cuyo orden divide a n es igual a X™ — 1.
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Demostracion. Esto se deduce inmediatamente de que X™ — 1 = [] dln ¢q y de la
Proposicién 15.12. [J

Proposicién 15.14. Sea F, un cuerpo finito y n un numero natural. El producto
de todos los polinomios monicos e irreducibles de Fy[X], cuyos grados dividen a n
es iqual a X9 —1.

Demostracion. Por el item 4) de la Proposicién 15.5, un polinomio ménico e irre-
ducible de F,[X] divide a X 4" — X siy sélo si su grado divide a n. La demostracién
se termina facilmente usando que X9 — 1 es separable. [

Dado un cuerpo finito F, y un nimero natural n denotemos con (Y,),>1 al
producto de todos los polinomios ménicos e irreducibles de F,[X] de grado n. Por
la Proposicién 15.14, X" —X = IT dln T,. Esto da una manera recursiva de calcular
los polinomios T,,, que muestra ademas que estos polinomios tienen coeficientes en
el cuerpo primo de F,.

Sea P € F,[X] un polinomio de grado n. El método para ver si P es irreducible,
enunciado en el Corolario 15.8, tiene la desventaja de que se requiere conocer el
orden de alguna raiz de P. Los siguientes resultados puede ser utiles a la hora de
comprobar si P es irreducible.

Proposicién 15.15. Sea F, un cuerpo primo y P € F,[X]| un polinomio ménico.
Escribamos a P como un producto de polinomios monicos e irreducibles P =
[Lic; Pi y denotemos con n al minimo de los maltiplos comunes de los grados de
los P;’s. Son equivalentes:

1) P es separable.
2) P| X7 —X.
8) Erviste m € N tal que P | X9~ — X.

, m . , .
Ademds, en este caso, P | X9 — X si y sélo sin | m.

Demostracion. Denotemos con n; al grado de P;. Por la Proposicién 15.5, P; |
X" — X siy sélosin; | m. Asi, si P es separable, entonces P | X" — X siy sélo
si n | m. Esto muestra en particular que 1) implica 2). Es trivial que 2) implica 3).
Finalmente 3) implica 1) ya que X9 — X es separable. [

Proposicién 15.16. Sea F, un cuerpo primo y P € F,[X] un polinomio monico
que no es divisible por X. Escribamos a P como un producto de polinomios monicos
e irreducibles P = [],.; P; y denotemos con v y n al minimo de los mailtiplos co-
munes de los ordenes y de los grados de los P;’s, respectivamente. Son equivalentes:

1) P es separable.
2) P| XV —1.
Ademds, en este caso, v |q" —1 y P| X' —1 siy sélo si v |t.

Demostracién. Denotemos con v; al orden de P;. Por la Proposicién 15.6, P; | Xt—1
siy sélo si v; | t. Asi, si P es separable, entonces P | X" — 1 si y sélo si v | t. Esto
muestra en particular que 1) implica 2). Veamos que 2) implica 1). En efecto, por
el Corolario 15.7, v es coprimo con g y por lo tanto X" — 1 es separable. Asi, si
P | XV — 1, entonces P es separable. Por ultimo, por la Proposicién 15.15, si P es
separable, v | ¢" — 1. O
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16. INDEPENDENCIA LINEAL Y ALGEBRAICA DE
MORFISMOS. TEOREMA DE LA BASE NORMAL

Definicién 16.1. Sea G un monoide y F' un cuerpo. Un caricter de G en F es un
morfismo £: G — F*, de G en el grupo multiplicativo de F'. Al caracter que toma
el valor constante 1 se lo llama caracter trivial.

Teorema 16.2 (Artin). Cada familia &, ... ,&, de cardcteres distintos de G en
F' es linealmente independiente sobre F.

Demostracion. Supongamos que existe una ecuacion no trivial
% _
(*) a1éy +---+asfs =0

de dependencia lineal con coeficientes en F'. Cambiando los indices si es necesario,
podemos suponer que s es la menor cantidad de sumandos que pueden aparecer en
una ecuacion de este tipo. Es claro que s > 2. Como & # & existe z € G tal que
&1(2) # &(2). Para todo x € G tenemos a1&;(zx) + -+ + as&s(zx) = 0, de donde,
como &1, ...,&, son caracteres,

a151(2’)§1 + -+ asgs(z)gs = 0.

Dividiendo esta relacién por &;(z) y restandosela a (*) obtenemos la ecuacién

az(1 —£2(2)/€1(2))€2 + - - + as(1 = £:(2) /61(2))8s = O,

que es no trivial y tiene menos sumandos que (x), lo que es absurdo. [

Corolario 16.3 (Dedekind). Sean E/K y F/K dos extensiones. Cada familia
de morfismos distintos de E/K en F/K es linealmente independiente sobre F'.

El resultado que acabamos de ver asegura que una familia o4,...,0, de K-
inclusiones distintas de F en F', es linealmente independiente sobre F. En otras
palabras, dice que si P(X1,...,X,) = Xy + -+ A\ X, € F[Xq,...,X,)] es

un polinomio lineal no nulo, entonces P(oy,...,0,) # 0. Bajo circunstancias es-
peciales, este resultado puede refinarse considerablemente. Dado un polinomio no
necesariamente lineal P(X,...,X,) € F[X1,...,X,] denotamos con P(oy,...,0,)

a la funcién de F en F, definida por P(oq,...,0,)(x) = P(o1(x),...,0,(x)). Por
ejemplo si n = 2y P(X1,X2) = X? + X1 Xs, entonces P(01,02)(z) = o1(x)? +
o1(z)oa(x). Decimos que una famila oy, ..., 0, de elementos de Hom(E/ K, F/K) es
algebraicamente independiente sobre F' si para cada polinomio P € F[Xq, ..., X,],
tenemos que P(o1,...,0,) = 0 si y sélo si P = 0. Probaremos a continuacién
que, bajo ciertas condiciones muy generales, vale la independencia algebraica de
morfismos. En la demostraciéon usaremos el siguiente resultado, importante en si
mismo.

Teorema 16.4. Sean E/K una extension separable de gradon y o1, ...,0, las K-
inclusiones de E en una clausura algebraica C de E. Una familia B = {\1,..., Ay}
de elementos de E es una base de E sobre K si y sdlo si det(o;(\;)) # 0.

Demostracion. Tomemos aq,...«a, € C'y supongamos que B es una base de E so-
bre K. Entonces Y .-, a;04(\;) = 0 para todo j implica que Y ., a;o; = 0, lo que
por el Corolario 16.3, implica a su vez que o3 = - -+ = o, = 0. Asi, det(o;();)) # 0.
Reciprocamente supongamos que vale esta condicién y que Z?Zl ajA; = 0 con los
a; en K. Entonces 0 = 0;(0) = 2?21 a;0;();), de donde a; = 0 para todo j. O
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Teorema 16.5. Sean E/K y F/K dos extensiones y o1,...,0, una familia de
elementos distintos de Hom(E /K, F/K). Si E/K es finita y K es infinito, entonces
01,...,0n €s algebraicamente independiente sobre F.

Demostracion. Como las restricciones de o1, ...,0, a la clausura separable de K
en F son todas distintas, podemos suponer que E/K es separable y reemplazando
F', primero por su clausura algebraica y luego por la clausura algebraica de K en F/,
podemos suponer que F' es la clausura algebraica de K. Considerando por tdltimo
todos los morfismos de extensiones cuerpo de F/K en F/K podemos suponer que
n es el grado de E/K. Supongamos que P(Xi,...,X,) € F[X;,...,X,] es un
polinomio tal que P(o1,...,0,)(z) = 0, para todo z € E. Sea {A1,...,\,} una
base de E sobre K. Consideremos el polinomio Q(X1,...,X,) € F[X1,...,X,],
definido por

Q(Xy,.... X Zxo—l ZXan

Para toda familia aq, ..., «, de elementos de K,

Qaq,. .., E a;op (A E a;jopn(A
n n
=P 01 E Oéj)\j yeoeyOp E Oéj/\j ZO,
J=1 J=1

y asi como K es infinito, Q(X1,...,X,) = 0. Sean f31,...,3, € F. Dado que por el
Teorema 16.4 det(o;(\;)) # 0, existen aq, ..., a, € F tales que §; = Z?Zl a;oi(A;)
para todo 7. Asi,

P(B1,...,0n) = Z%Ul Z%Un =Q(aq,...,a,) =0,

para todo (1,...,0, € F', de donde P =0. [

Teorema 16.6 (de la base normal). Sean E/K una extension de Galois de
gradon y{o1,...,0n} = G(E/K). Eziste A € E tal que {o1(\),...,0n,(\)} es una
base de I sobre K.

Demostracion. Supongamos primero que K es un cuerpo finito ;. Entonces E =
Fo y G(E/K) = {id, 0,02, ... ,aqn_l}, donde o esté definida por o(x) = x?. Por el
Corolario 16.3, estas aplicaciones son linealmente independientes sobre Fyn. Asi, el
polinomio minimal de o es X™ —1 y, por lo tanto, coincide con el caracteristico. Por
el teorema de la descomposicion ciclica de endomorfismos de espacios vectoriales
de dimensién finita aplicado a este caso, existe A € Fg» tal que

2

A =id\), A =0(N), AT =0%(\),..., AT  =d7 (A}

es una base de E sobre K. Supongamos ahora que K es infinito. Por el Teo-
rema 16.4, para ver que existe A\ € F tal que {o1()A),...,0,(\)} es una base de
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E sobre K, es suficiente comprobar que existe A € E tal que det(o;(c;(N))) # 0.
Veamos esto. Consideremos la matriz

g1 001 01002 0100np

092 © 01 092 O 09 092 O 0np
M = . .

0,001 O0pnoO00O2 ... Op O0n

Observese que cada una de las filas y cada una de las columnas de M es una
permutacién oy, ..., 0,. Asi,

01, 01, ce 01,
M _ 021 022 Ce Ugn ,
Ony Ony --- Onp,
donde (i1,...,%,) es una permutacién de {1,...,n} para cada i y (1;,...,n;) es
una permutacién de {1,...,n} para cada j. Consideremos la matriz
X1, X, X1,
Xo, X, Xa,
N(Xi1,...,X,) = : : ' :
Xn, Xn, .. Xa,

obtenida reemplazando cada o; por X; en M. Afirmamos que el polinomio
P(Xy1,...,X,) =det(N(Xy,...,X,))

es no nulo. En efecto, como la matriz N(1,0,...,0) tiene un 1 en cada fila y cada
columna y cero en todos los demas lugares, P(1,0,...,0) = 1, de donde P # 0.
Asi, por el Teorema 16.5, existe A € E tal que det(o;(0;(X))) = P(o1,...,00)(A) #
0. O

Sean E/K una extensiéon de Galois de grado n 'y {o1,...,0,} = G(E/K). Una
base de E sobre K de la forma {o1(\),...,0,(\)} se llama normal. A continuacién
damos un ejemplo de base normal.

Proposicion 16.7. Sea K un cuerpo, n € N un numero que no es maultiplo de la
caracteristica de K y E el cuerpo de descomposicion de X" — 1 sobre K. Supon-
gamos que ¢, (X) € K[X] es irreducible. Entonces, el conjunto €, de las raices
n-ésimas primitivas de la unidad de E es una base normal de E sobre K si y solo
st es un producto de primos distintos.

Demostracion. Sea w € E una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Por el comen-
tario que sigue a la Proposicién 14.1, F = K(w) y la aplicacién 0: G(E/K) — Z,,
definida por (o) =i si o(w) = w?, es un isomorfismo. Asi,

Q={w':1<i<ny(i:n)=1}={o(w): 0 € GE/K)},

de modo de que si €2, es una base de E sobre K, entonces es una base normal.
Veamos primero que si n es un producto de primos distintos, entonces (2,, es una
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base de E sobre K. Sin es un primo p, entonces €, = {w,... ,wP~} donde w
es una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Como (E : K) =p—1y FE = K(w),
el conjunto {1,w,...,wP~2} es una base F sobre K. Asi, dado que 1 +w + --- +
wP™! = ¢,(w) = 0, el conjunto 2, = {w,...,wP~'} también es una base E sobre
K. Supongamos ahora que el resultado es cierto para divisores propios de n y
escribamos n = pm con p primo. Sean w; raiz p-ésima primitiva de la unidad y
wo una raiz m-ésima primitiva de la unidad. De la Proposiciéon 14.6 se sigue que
(K(wy) : K) = ¢(p) y (K(w2) : K) = ¢(m). Asi, por hipétesis inductiva, {2, es una
base de K (w7 ) sobre K y €, es una base de K (ws) sobre K. En consecuencia, dado
que E = K(w;).K(ws), el conjunto §,, = 9,0y, 1= {wijwa : w1 € Qp y wa € Qy,}
genera a E sobre K. Como (F : K) = ¢(n) = #(Q2,,) tenemos finalmente que €2,, es
una base de E sobre K. Para la inversa, supongamos que n = p¥m con k > 1. Dado
que, por el item 6) de la Observacién 14.1, ¢, (X) = qﬁpm(kafl), el coeficiente de
X?M=1en ¢, (X) es cero. Como este coeficiente es la suma de las rafces n-ésimas

primitivas de la unidad, en este caso, estas raices no forman una base de E sobre
K. O

17. POLINOMIOS SIMETRICOS

En lo que sigue probamos que todo polinomio simétrico se escribe de manera
Unica como un polinomio en los polinomios simétricos elementales. Nosotros tra-
bajamos en un contexto mas general que el dado en el Ejemplo 13.20, permitiendo
que los polinomios tengan coeficientes en un anillo conmutativo arbitrario.

Sea A un anillo conmutativoy A[ty,...,t,] el anillo de polinomios en n variables.
El grupo simétrico &,, opera sobre Alty,...,t,] via o(t;) = t,(;). A los polinomios
P € Altq,...,t,] que satisfacen la ecuacion o(P) = P se los denomina polinomios
simétricos. Denotamos con Alty,...,t,]%" al subanillo de Alty,...,t,] formado
por los polinomios simétricos. Sean sq, ..., s, los polinomios simétricos elementales

definidos por
S; = E tj1"'tjz"
1<j1 < <ji<n

Es claro que A[sy,...,s,] C Alt1,...,t,]®". En el Teorema 17.2 mostramos que
todo polinomio simétrico se escribe de manera tnica como un polinomio en los
polinomios simétricos elementales.

Teorema 17.1. Los polinomios simétricos elementales s1,...,S, son algebraica-
mente independientes sobre A.

Demostracion. Supongamos que el resultado es falso. Sea n el menor entero positivo
para el que falla y sea

P(X1,...,X,) #0 de grado minimo con P(sy,...,8,) =0.
Escribamos
P(X1,...,Xp) =Po(Xq,..., X 1)+ 4+ Py(X1,..., Xpn_1) X2

Debe ser Py(X1,...,Xn—1) # 0, ya que si no

P(Xl,...,Xn) :XnQ(Xl,...,Xn):>Q(81,...,Sn) :0,
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lo que es absurdo porque gr(Q) < gr(P). Evaluando ahora en t¢,, = 0, la igualdad

0= PFPo(s1y---,8n-1)+ -+ Py(s1,... ,sn_l)si,

obtenemos que 0 = Py(s},...,s,_;), donde los s,’s son los polinomios simétricos
elementales en tq,...,t,_1, lo que contradice la minimalidad de n. [
Teorema 17.2. Sea P € Alty,...,t,] un polinomio simétrico. Entonces existe un

unico polinomio Q(X1,...,Xy), tal que

P(tl,...,tn) :Q(Sl,...,Sn).

Demostracion. La unicidad se deduce de la independencia algebraica de los s;’s.
Veamos la existencia. Ordenemos los monomios ¢7* ...t%", poniendo

R LS T Tel

siag+---4a, > (1+---+ 6, osi ambas sumas coinciden, pero existe 0 < s < n tal
que a; = B1,...,a5s = 85y asy1 > Bs41. Es facil ver que existen sélo una cantidad
finita de monomios que son menores que un monomio dado. Sea P un polinomio
simétrico. Sea t{" ...t%" el monomio mas grande que aparece en P con coeficiente
¢ no nulo. Como P es simétrico, los momomios obtenidos a partir de ¢J* ...t%",
permutando las variables, aparecen en P con el mismo coeficiente Asi a; > ag >
-+« > ay. Dado que el monomio mas grande que aparece en s; con coeficiente no
. a1 —0 (2 —OQ3 OUp—1—0n
nulo es ¢ ...t;, el mayor monomio que aparece en s; 55 S8, S0 es
17" ... t2". Asi, el monomio mdas grande que aparece en
a1 —Qa ag—Q Ap—1—CQn o
P(t1, ... ty) —es{t 2s527 % s, "7 Tspn

con coeficiente no nulo es menor que ¢7 ...t%". La demostracién se termina ahora
facilmente, usando un argumento inductivo. [J

A continuacién consideramos una familia importante de polinomios simétricos,
conocidos como polinomios de Newton, y encontramos férmulas recursivas que
permiten calcularlos. Para cada k£ > 0 definimos el polinomio de Newton pi €
Alty, ..., ty] por

ity ... ty) =th 4 4tk

Antes de enunciar las férmulas recursivas mencionadas arriba probamos un lema
que usaremos en la demostracion de estas férmulas.

Lema 17.3. Sea A un anillo conmutativo y P € Alty,...,t,] un polinomio de
grado d < n. Si P se anula cada vez que n—d de sus indeterminadas son evaluadas
en cero, entonces P = 0.

Demostracion. Si P # 0, entonces P es suma de términos no nulos de la forma
U1 Um
at;'...t;",

conv; >1ywv+-- 4+ v, <d Como esto implica que m < d, evaluando en cero
n — d variables distintas de t;,,...,t; , se obtiene un polinomio no nulo. [
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Teorema 17.4 (relaciones de Newton). Escribamos s; = 0 para todo i > n.

Entonces,
pe —pr-151+ -+ (=1 prsp 1 4+ (=1)"ks = 0,

para todo k > 0.

Demostracion. Un célculo directo muestra que
t — st (1) s, gt + (—1)"s, =0 para todo 1 <i < n.
Asi, para todo 1 < i <ny todo k > n,
th—spth ™ (—D) st (1)t = 0.

Sumando estas igualdades, para ¢ entre 1 y n deducimos que el resultado vale para
todo k£ > n. Consideremos ahora el polinomio simétrico

P(t1, .. tn) = pr — pr—1s1 + -+ (1) prse_y + (1) ksy,
para k < n. Por la parte del teorema que ya hemos probado aplicada al caso n = k,
P(ty,...,t%,0,...,0) =0.

Dado que P es simétrico, esto muestra que P se anula cada vez que evaluamos n—k
cualesquiera de sus variables en cero. Asi, por el Lema 17.3, P es nulo. [J

El resultado anterior no sélo da una manera recursiva para expresar los poli-
nomios de Newton en funciéon de los polinomios simétricos elementales, sino que
también permite expresar los polinomios simétricos elementales sq,...,s, en fun-
cién de p1,...,pn, bajo la hipdtesis de que A contenga a los racionales. De aqui se
deduce la parte de la existencia del siguiente resultado:

Corolario 17.5. Sea A un anillo conmutativo que contiene a Q y P € Alty,. .., t,]
un polinomio simétrico. Entonces existe un unico polinomio Q(Xy,...,X,), tal que

P(tlv-'wtn) = Q(plw--apn)-

Demostracion. Acabamos de probar que existe (). Para ver que es tnico se puede
proceder exactamente como en el Teorema 17.1. [

Veamos una demostracion de que el cuerpo de los nimeros complejos es alge-
braicamente cerrado, que utiliza que cada polinomio simétrico es un polinomio en
los polinomios simétricos elementales. Usaremos los siguientes hechos:

1) Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene una raiz real.

2) Todo polinomio de segundo grado con coeficientes complejos tiene sus raices en
el cuerpo de los nimeros complejos.

3) Dado un polinomio no constante P de R[X], existe una extensiéon K de C en
donde P se descompone como producto de polinomios de grado 1.

4) Todo polinomio simétrico es un polinomio en los polinomios simétricos elemen-
tales.
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Teorema 17.6. El cuerpo C de los numeros complejos es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Tenemos que ver que todo polinomio no constante P(X) € C[X]

tiene una raiz en C. Considerando el polinomio F(X) = #P(X )P(X), donde

P(X) es el conjugado de P(X) y A el coeficiente principal de P, reducimos el
problema al caso de polinomios ménicos y con coeficientes reales. Escribamos

gr(F)=d=2"q con g impar

Hacemos la demostracién por induccién en n. Si n = 0 el resultado se sigue de 1).
Supongamos entonces que n > 1. Por 3) existe una extension K de Cy zy,...,24 €
K tal que

Sea c un elemento arbitrario de R y consideremos los elementos y;; = x; +x; +cx;x;
con i < j de K. Su cantidad es d(d+1) =2""q(d + 1) y q(d + 1) es impar. Los
coeficientes de

G(X) =] [(X —uiy)

i<

son polinomios reales y simétricos en los x;’s. Asi, por 4) los coeficientes de G son
polinomios reales evaluados en los coeficientes de F' y, por lo tanto, son nimeros
reales. Por la hipétesis inductiva G(X) tiene una raiz z. en C. Esta raiz es uno de
los y;;. Escribamos

Ze = Yicje = Ti,, + Z;, + CT; Tj,.

Como R es infinito y el conjunto de los pares (7, ) con i < j es finito, existen dos
nimeros reales distintos ¢ y ¢’ tales que i. = i y j. = jor. Denotemos con r y s a
estos indices. Entonces,

Ty 4+ x5+ cxrxs € C y zp + x5+ xpzs €C,

de donde se deduce inmediatamente que x, + x, y x,zs pertenecen a C. Asi el
polinomio (X — z,.)(X — x) tiene sus coeficientes en C y por 2) z,,zs € C. O

18. NORMA Y TRAZA

Definicién 18.1. Sean E/K una extension finita, C' una clausura algebraica de
K yoy,...,0, la familia de morfismos de extensiones de E/K en C/K. Definimos
la traza T% (o) y la norma N% () de un elemento a de E, como

Tﬁ(@)=(E1K)¢ZUj(a) vy Ng(@) =] :

respectivamente.



TEORIA DE CUERPOS (VERSION PRELIMINAR) 55

Teorema 18.2. Se satisfacen:
1) La traza es una funcion K-lineal de E en K, no depende de la clausura algebraica
de C de K elegida y es no nula si y solo si E/K es separable.

2) La norma es una funcion multiplicativa que manda E* en K* y no depende de
la clausura algebraica C de K elegida.

Demostracion. Tomemos en primer lugar una clausura algebraica C' de F y de-
notemos con Tf(’c y Nf(’c a la traza y la norma definidas usando esta clausura
algebraica. Denotemos con E’ a la clausura normal de E en C. Para cada
o € Hom(E'/K,C/K) existe una permutaciéon = de {1,...,n} tal que coo; = o)

para 1 <i <n. Asi,

o (Z 0¢(0¢)> = Z Or)(a) = Z oi(a)

=1

n n n
o <H Ui(a)> = H oriy (@) = H oi(a),

i=1 i=1 i=1
de modo que, por el item 3) del Corolario 10.11, 37", o;(c) y [1; 0i(c) pertenecen
a la clausura puramente inseparable F' de K en E’. Ahora, si E/K no es separable,
entonces (E : K); # 1, lo que implica que T%C = 0. Por otro lado, si E/K es sep-
arable, entonces por el Corolario 16.3, Tf(’c # 0. Ademas, por la Proposicién 8.17,
E’/K también es separable, de modo que F' = K y asi la imagen de T fgc esta
siempre incluida en K. Afirmamos que la imagen de F por Nf;’c estd incluida en
K. En efecto, si @ € E, entonces por los items 2) y 3) de la Proposicién 10.7,
alF:K)i g separable, de modo de que

(E:K);

M@= [[o@] = ILo (o)

también lo es. Asi, por el item 5) del Corolario 10.11, N%(a) € K. Veamos
ahora que la traza y la norma no dependen de la clusura algebraica de K elegida.
En efecto, supongamos que C’ es otra clausura algebraica de K y denotemos con
Tf{’cl y N}E(’C, a la traza y la norma definidas usando esta clausura algebraica.
Consideremos un isomorfismo o de extensiones de C/K en C'/K y sea a € E.
Como T%C(a) y Ni’c(a) estdan en Ky (000;)1<i<n s la familia de morfismos de
extensiones de E/K en C'/K,

T (@) =0T (@) = (B: K)i y_o(o;(0)) = TR (@),
" (E:K);
NE(@) = o (N (@) = | [T o(o(a)) = Ng ().

Por 1ltimo es inmediato que T}E{ es K-lineal, que Nf( es multiplicativa y que
NE(E*)C K*. O
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Teorema 18.3. Sean F/K y E/F dos extensiones finitas. Se satisfacen:

TE =TE o TE y  NE=NEoNEL.

Demostracion. Sea C' una clausura algebraica de F'y sean (7;)1<i<, la familia de
morfismos de extensiones de F/K en C/K y (0j)i<;<s la familia de morfismos
de extensiones de E/F en C/F. Para cada 1 < i < r tomemos una extensién
7; € Hom(C/K,C/K) de 7;. Claramente, (7;00;) 1Si<r, €s una familia de morfismos

distintos de E/K en C/K. Como v(E/K) = v(E/F)y(F/K) = rs, estos son todos
los morfismos de extensiones de E/K en C'/K. Asi, para cada o € F,

(E:K),

(F:K);
NENE(a (HTZ NE(a ) = .H 7i(oj(a)) = NE(a).

. E F _mE
De la misma manera se ve que Ty =Ty oTr. [

Teorema 18.4. Sea E/K una extension finita y sea o € E. Si
irr(a, K) = X™ + amilefl + -+ ag,

entonces Th(a) = —(E : K(a))am-_1 y N&(a) = ((=1)™ag)FHK (@),

Demostracion. Sea C una clausura algebraica de K(a) y sean o1, ..., 0, la familia
de morfismos de extensiones de K (a)/K en C/K. El polinomio minimal de « sobre
K se factoriza como

n (K (a):K);
Xm+am_1Xm_1+--~+ao = (H(X—O’Z(Oé))) .
i=1

Asi,

T () = (K(a) : K): Y 0i(0) = —am_1
=1

(K(a):K);
K(oz) (H Uz > _ (_1)ma0’

lo que por los Teoremas 18.2 y 18.3, implica que

T (0) = T (TF (@) = (B: K(a)) Tg'™ () = (B : K(a))am

K(a K(« K (« m K(a
NE (@) = N (N (o (@)) = NE D (@) BN = ((—1)map) PK @) 0
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Proposicién 18.5. Sea E/K una extension finita y sea o« € E. La traza y la
norma de o son iguales respectivamente a la traza y el determinante del endomor-
fismo K-lineal @ de E, definido por a(x) = ax.

Demostracion. Sea irr(a, K) = X™+a, 1 X™ 1+ +ag ysea {vy,... L V(E:K () }
una base de E sobre K(«). entonces

{v1, av1, .., 01, VB () QUE R () - - @ (B K () }

es una base de E sobre K. La matriz de & en esta base tiene la forma

o FER =
0 A O o e 1
L _ : donde =1 :
0 0 0 0 —am—2
o A m
0 0 0o 0 ... 1 —Qm—1
En consecuencia, por el Teorema 18.4, T(@) = —(E : K(a))am—1 = TE(a) y

det(@) = ((=1)™ao) FE @) =NE(a). O

Definicién 18.6. Sea E/K una extension finita. Denotamos con (, ): ExXE — K
a la forma bilineal definida por (a, 3) = T% (af).

Definicién 18.7. Sea E/K una extensién separable de grado n. Definimos el
discriminante Ag /i : E™ — K, por

Ap/r(oa, ... an) = det(({@i; a5))1<ij<n)-

Notaciéon 18.8. Sea E/K una extension separable de grado mn y o1,...,0, los
morfismos de extensiones de E/K en C/K, donde C una clausura algebraica de E.
Dados aq, .. .,a, € E, denotamos con M(ay,...,a,) a la matriz

o1(ar) o1(ag) ... o1(ay)

O'Q(al) 0'2(042) O'Q(Oén)

M(aq,...,ap) =
on(ar) op(az) ... oplay)

Teorema 18.9. Sea E/K una extension separable de grado n. Entonces

Ag/p(ar, ..., a,) =det(M(ag,. .. L))

Demostracion. Un célculo directo muestra que
(<Oéi, O‘j))lgi,jgn = M(Oél, ceey Oén)T M(Ozl, ce ,Oén),
donde M(ay,...,a,)" denota a la matriz transpuesta de M(ay, ..., a,). El resul-

tado se deduce inmediatamente de este hecho. O

El siguiente corolario da un criterio para determinar cuando, en una extensién
separable /K de grado n, una familia de elementos aj, ..., a, de E es una base
de E sobre K. Una parte de este criterio ya habia sido dada en el Teorema 16.4.
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Corolario 18.10. Sea E/K una extension separable de grado n y o, ..., q, una
familia de elementos de E. Son equivalentes:

1) aq,...,a, es una base de E sobre K,
2) det(M(av,...,a,)) #0,
3) AE/K(ala"'7an) #O

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las Teoremas 16.4 y Teorema 18.9. [J

Corolario 18.11. Sea E/K una extension finita. Son equivalentes:
1) E/K es separable,

2) La forma bilineal { , ): E X E — K es no degenerada,

3) La forma bilineal { , ): E X E — K es no nula,

Demostracion. 1) = 2) Si E/K es separable, entonces por el Corolario 18.10,
Ag/k(a1,...,a,) # 0, para toda base ay, ..., a, de E sobre K, lo que claramente
implica que ( , ) es no degenerada.

2) = 3) Es trivial.

3) = 1) Por el item 1) del Teorema 18.2, si E/K no es separable, entonces la forma
bilineal ( , ): E x E — K es nula. [

Supongamos que F/K es una extension separable de grado n y sean B =
{on,...,an} y B' = {a),...,al} dos bases de E sobre K. Denotemos con (¢;;)
a la matriz de cambio de base de B’ en B. Asi, (¢;;) estd definida por las ecua-
ciones o, = >, ¢y La igualdades (o, ;) = >, 5 ciucju{ay, o) muestran que

(i) (o, ) (eju) = ({0, o). Asf,

AE/K(O/lv ce ,Oé;) = AE/K(Oél, .. ,Ckn) det(cl-j)Q,

de modo de que el hecho de que Ag/x(a1,...,a,) sea un cuadrado en K* no
depende de la base {a1,...,a,} elegida. Es claro, por el Teorema 18.9, que esto
ocurre si y sélo si M(ayq,...,a,) € K. Ahora, por el Corolario 12.5, existe a € F
tal que £ = K(«). Sean ay = a, (g, . . ., v, las raices de irr(a, K) en una clausura
algebraica de E. Consideremos la base {1,q,...,a" '} de E sobre K. Es claro
que

1 a; ... ot

1 a ... ab!

detM(La,...,a™ ) =det | . . 7 7 [ =]l ay).
Do : : i<j
1 o, ... aﬁ_l

Llamemos ¢ a [, ;(a;i — ;) y A a Ap/k(1,a,...,a""). Entonces A = 6% y
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 18.12. Supongamos que E/K es galoisiana. Se satisfacen:

1) Sichar(K) # 2, entonces

a) Si A es un cuadrado en K, entonces G(E/K) es un subgrupo del grupo 2,
de permutaciones pares de {a, ..., q,}.
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b) Si A no es un cuadrado en K, entonces G(E/K) es un subgrupo del grupo
S, de permutaciones de {ai,...,an}, que contiene la misma cantidad de
permutaciones pares que impares. Ademds ESFE/K)MAn — K (§).

2) Si char(K) = 2, entonces A es un cuadrado en K, pero G(E/K) no es necesa-
riamente un subgrupo del grupo 2, de permutaciones pares de {aq,...,ap}.

Demostracion. Es claro que o(§) = sg(o)d, para todo 0 € G(E/K). Asi, 6 € K =
EGE/K) iy sélo si char(K) = 2 o char(K) # 2 pero G(E/K) C 2,,. Supongamos
que G(E/K) contiene alguna permutacién impar 7. Entonces la aplicacién o — too
define una biyeccién del subconjunto de las permutaciones pares de G(E/K) en el
de las impares. Ademas, es claro que K (§) C EG(E/K)NAn v como

(ECE/R)NM - ) = (G(E/K) : G(E/K)NAy,) =2,
si char(K) # 2, entonces K (§) = EG(F/K)0%n - Por ltimo, considerando el Ejem-

plo 13.20, vemos que G(F/K) no siempre estd incluido en 2,,, ni siquiera cuando
la caracteristica de K es 2. [

Lo que acabamos de ver puede ser generalizado de la siguiente manera: Sea
P € K[X] un polinomio ménico y separable. Denotemos con ai,...,qa, a las
raices de P en alguna clausura algebraica de K y sea F' = K(aq,...,ay) el cuerpo
de descomposiciéon de P. Entonces G(E/K) es un subgrupo del grupo &, de
permutaciones de las raices de P. El discriminante de P es por definicion Ap =
[Ticj(ei — a;)?. Es claro que Ap es dejado fijo por todos los elementos de &,, y
asi pertenece a K. Es facil ver que el Teorema 18.12 se extiende a este contexto,
con la misma demostracién. Ademds

Po pPr ... Pn-1
b1 p2 ... p
Ap=det(M(L,a1,...,a” YO M(®, ay,...,a7 H=det| . . T,
Pn—1 Pn see P2n—2
donde los p;’s son los polinomios de Newton evaluados en aq,...,a,. Dado que

estos polinomios se pueden calcular recursivamente en funcién de los polinomios
simétricos elementales, obtenemos asi una manera de calcular el discriminante de
P en funcién de sus coeficientes. En la siguiente seccién damos otra manera de
calcular el discriminante.

19. LA RESULTANTE Y EL DISCRIMINANTE
Sean n y m enteros positivos, vg, ..., Un, Wo, - .., W, X indeterminadas sobre Z
y F(X) y G(X) los polinomios
F(X)=vX" 4+ -4+ v, y G(X)=weX™+ -+ wp.
La resultante R(F,G) de F'y G es el determinante de la matriz de n + m filas por
n + m columnas

v9 U1 .. Uy 0 ......... 0
0 Vo V1 Un 0 0
) 0 ......... 0 vg U1 Un
wy Wi ... Wy 0 ..ol 0
0 woy w1 Wi, 0 0




60 JORGE A GUCCIONE Y JUAN J. GUCCIONE

Observese que R(F, G) € Z[v, w| es homogeneo de grado m en las v’s y de grado n en
las w’s. Ademds R(F, G) contiene al monomio v{*w], con coeficiente 1. Llamemos
Co, ..., Crim alas columnas de () y escribamos C = X"~ 1Cy+ ... +1-Cpypn.
Entonces se tiene

R(F,G) = det(Cy, . .., Crym) = det(Co, . . ., Crim—1,C).

Desarrollando por la iltima columna se ve que existen ¢, 9 € Z[v, w, X|, de grados
m —1yn—1en X respectivamente, tales que

R(F,G) = oF +¢G.
Sea A un anillo conmutativo. La resultante R(f,g) de dos polinomios
f(X)=a X"+ +a, vy gX)=bX"+- - +by
de grados n y m respectivamente, con coeficientes en A, es el elemento

R(f,9) = R(F,G)(ag,...,an,bo,...,bn)

de A. Por lo dicho antes existen ¢, € A[X], de grados m — 1 y n — 1 respectiva-
mente, tales que

R(f,9) = ¢f +g.

En consecuencia si f y ¢ tienen alguna raiz comun en algtin anillo que contiene a
A, entonces R(f,g) = 0. Para ver bajo que condiciones vale la reciproca de este
resultado, conviene dar primero algunas expresiones importantes para la resultante.

Nota. Supongamos que ag # 0 y que by = --- = b;_1 = 0 pero b; # 0 para algin

0 < i < m. Entonces se deduce facilmente de la definicion de la resultante que

R(F,G)(ag,...,an,bo,...,bym) = aiR(f,g).

Anélogamente, si by # 0y ag = -+ = a;—1 = 0 pero a; # 0 para algin 0 < i < n,
entonces

R(F,G)(ag, .., an,bo,...,bm) = (=1)""by R(f,g).

Finalmente si ag = by = 0, entonces
R(F,G)(ag, ... ,an,b0,...,by) =0.

Teorema 19.1. Sean vg,t1,...,tn, Wo, U1, . .., Un, X indeterminadas. Considere-
mos los polinomios

U(X—tl) (X_tn):UOXn+"'+Un,
G(X>:w0(X—U1)(X—um):onm+_|_wm,

donde v; = (—1)wgs;(t1, ..., tn) y w; = (=1) wos;j(u1,. .., upy). Entonces

n m

R(F,G) = vgwy [T [ ]t —u) = 5nH = (=)™ wy [ [ F(w).

1=175=1 =1
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Demostracion. Escribamos
n m
= vy’ SH H (t; —uy).
Dado que R(F,G) es un polinomio en las v’s y en las w’s,

R(F, G) = T(vg,wo,tl,...,tn,ul,...,um),

donde T" es un polinomio con coeficientes enteros. Veamos que S divide a R(F, G).
Como Z[vg, wo, t1, ..., tn, U1, ..., Uy es factorial y los polinomios vi*w{ y t; —u;’s
son coprimos dos a dos es suficiente ver que v§j'wy | R(F,G) y que cada t; — u; |
R(F,G). Lo primero se deduce inmediatamente de que R(F,G) es un polinomio
homogeneo de grado m en los v’s y de grado n en los w’s y de que vy | v; para
todo i y wp | w; para todo j. Para lo segundo consideremos a R(F,G) como un
polinomio en ¢; con coeficientes en Z[vg, W, t1, .« s ti—1,tit1y -y bpy ULy ey Um] ¥
lo dividimos por t; — u;, lo que nos da una expresién de la forma

R(F7 G) = (ti - uj)Q(F’ G) + R,(Fv G)7

con R'(F,G) € Zlvo,wo,t1,.- . ti—1,tix1,--- tn, U, .., Uy]. Dado que la resul-
tante de dos polinomios que tienen una raiz en comun es nula, evaluando en la
expresién de arriba t; en u;, obtenemos que R'(F,G) =0y asi t; — u; | R(F, G).
Escribamos R(F,G) = ¢S. Un célculo directo muestra ahora que

n m
H = (=1)""wg ] Fluy),
i=1 j=1
de donde
S € Zvgy ..., Un, W, Uty ey U] NZ[0g, E1, - oy by Woy e - vy Win]
y es homogeneo de grado n en las w’s y de grado m en las v’s. En consecuencia
¢ € Loy ...y Upy W0y ULy e vy U] NZ[VgyE1y - vy by Wy e - vy W]
y es homogeneo de grado 0 en las v’s y en las w’s, de donde
¢ € Llwo,ur, ..., Up| N ZLlvg, ty, ... ty] = Z.

Para terminar la demostracién debemos ver que ¢ = 1. Puesto que en R(F,G) el

monomio vj'w;), aparece con coeficiente 1, debemos ver que lo mismo ocurre con
. o m n

S, lo que se sigue de que S =vy* [[,_; G(¢;). O

Corolario 19.2. Sean f(X) = aoX" + -+ an y g(X) = bgX™ + --- 4 by, dos
polinomios de grados n y m respectivamente, con coeficientes en un cuerpo K.
Entonces R(f,g) = 0 si y sdlo si f y g tienen una raiz comun en alguna clausura
algebraica de K.

Demostracion. Por el teorema anterior

R(s.0) = o T [T

1=1j5=1
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donde los a;’s son las raices de f y los §;’s las de g. Asi, si R(f,g) = 0 debe ser
«; = f§; para algin par (7, 7). La otra implicacién ya la hemos probado. O

Veamos ahora la relacion con el discriminante. Sean vg,tq,...,%t,, X indetermi-
nadas sobre Z y sea F'(X) el polinomio

F(X)ZUO(X_tl)---(X—tn):UoXn+---—|—vn,

donde v; = (—1)%gs;(t1,...,t,). El discriminante DF de F' es por definicién
Dp =vg" [ [(t: — t;)
1<J

Teorema 19.3. Sea F'(X) como arriba y denotemos con F'(X) a la derivada
FI(X)=nvoX" '+ (n— D X" 24+,

de F(X). Consideremos a R(F,F") como un polinomio en vy, ...,v,. Entonces

R(F, F') = o 1HF 1)y Dp.

Demostracion. Por la regla de derivacion de un producto
n

FI(X) =) vo(X —t1) .. (X =t 1)(X — tig1) ... (X —t),
i=1
de donde F'(t;) = vo(t;—t1) ... (t;—t;—1)(ti—tix1) ... (t;—t,) paracada 1l <i < mn.
En consecuencia, por la férmula R(F,G) = v* [[\—, G(¢;) aplicada a G = F’ se
obtiene que

n
n(n—1)
R(RF/):”g_lH F'(t;) = 3"~ 1Ht —t) = (—1)™ 5 yyDp. O
i=1 1#j
Sea ahora f(X) un polinomio de grado n con coeficientes en un cuerpo K.
Escribamos

f(X)=ap(X —a1)...( X —ap) =ac X" + -+ ay,

donde aq,...,a, son las raices de f en una clausura algebraica C' de K y a; =
(—1)*apsi(ai,...,a,). El discriminante Ay de f es por definicién
2
Ay = aon H - oz]
1<J

Teorema 19.4. Sea f(X) como arriba. Entonces,
n(n 1) nn=1) p_9_or(f’
Ap=(-1 QHf o) = (=) T ag IR ).

Demostracion. Las primera férmula se sigue inmediatamente del Teorema 19.3 y
la segunda del Teorema 19.3 y de la nota que precede al Teorema 19.1. [J

Teorema 19.5. Sea f(X) como arriba. Si f(X) es irreducible y separable, en-

tonces
Ap=(-1)

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la primera férmula del Teorema 19.4,
de la definicién de la norma, de para cada 7 entre 1 y n hay un tinico morfismo de

K(ay)/K en C/K que envia ay en «; y de que estos son todos los morfismos de
K(ay)/Ken C/K. O

n(n—1) n— K(a
= ap ANV (f ().
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20. EXTENSIONES CICLICAS

En esta seccién estudiamos las extensiones ciclicas £/K de orden n bajo la
hipotesis de que en K hay una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Observese
que esto implica en particular que la caracteristica de K no divide a n. También
consideramos las extensiones ciclicas E/K de orden p = char(K). En este estudio
usaremos el siguiente resultado:

Teorema 20.1 (90 de Hilbert). Sea E/K una extension ciclica, o un generador
de G(E/K) y (8 un elemento de E. Se satisfacen:

1) NE(B) =1 si y sdlo si existe a # 0 en E tal que § = a/o(a).
2) TE(B) =0 si y sdlo si existe a € E tal que = o — o().
Demostracion. 1) Es claro que si existe o # 0 en E tal que § = a/o(«), entonces

N%(8) = 1. Denotemos con n al grado de (E : K) y supongamos que Hz;é o"(B) =
NE(8) = 1. Esto implica que la funcién

n—1

T = id+z <1:[ ah(ﬁ)> o’

j=1 =

satisface la igualdad (3(o o 7) = 7. Por el Corolario 16.3 existe § € F tal que a =
7(0) # 0. El resultado se sigue ahora inmediatamente de que fo(a) = Bo(7(0)) =
7(0) = a.

2) Es claro que si existe a # 0 en E tal que 8 = a — o(a), entonces TE(3) = 0.
Supongamos ahora que T% () = 0. Por el item 1) del Teorema 18.2 existe § € E
tal que T% (6) # 0. Dividiendo 6 por T% (6), podemos suponer que T% () = 1. Sea

o=y (Zo—hw)) o4(0),

n—1 n j—1
B o )=620”(9)+Z< a%@)) 0
§=0 j=2 \h=1
n—1 /j—1 n—1
= B0°(0) + B (0) + (Z 0"(5)) o7 () + (Z ah(m) " (0)
j=2 \h=0 h=1
n—1 /j—1 n—1
=Y (Z ahw)) o1 (0) + ( ohw)) 0=a,
j=1 \h=0 h=0

de donde 8 =a —o(a). O

Corolario 20.2. Sea E/K wuna extension ciclica y o un generador de G(E/K).
Las sucesiones de grupos abelianos

i @ NZ
1 K* E* E* K*




64 JORGE A GUCCIONE Y JUAN J. GUCCIONE

. TE
0 K—splop g 0,

donde i y j son las inclusiones candnicas y ¢ y ¢ estan definidas por p(x) = x/o(x)
y ¢(x) = x — o(x), son exactas.

Proposicién 20.3. Sea E/K wuna extension finita. Si K es un cuerpo finito,
entonces la norma NE: E* — K* es sobreyectiva.

Demostracion. Por la Proposicién 15.4, la extension E/K es ciclica y asi, por el
corolario anterior, hay una la sucesion exacta

i ¥ NZ
1 K* E* E* K*.

En consecuencia, #(Im(N7)) = #(E*)/#(Im(p)) y #(Im(p)) = #(E*)/#(K*),
lo que implica que #(Im(NE)) = #(K*). O

Proposicion 20.4. Sea K un cuerpo y n € N. Supongamos que en K hay una
raiz n-ésima primitiva de la unidad w. Se satisfacen:

1) Si E/K es una extension ciclica de grado m, entonces existe « € E tal que
E = K(«a) y a es raiz de un polinomio irreducible de K[X] de la forma X™ — a.

2) Si« es una raiz de un polinomio de K[X] de la forma X" —a, entonces K (a)/K
es una extension ciclica de grado d con d un divisor de n e irr(a: K) = X% —b,
donde b = .

Demostracion. 1) Sea o un generador de G(E/K). Como w € K la norma de
w~! satisface NE(w=!) = (w=1)" = 1, de donde, por el item 1) del Teorema 20.1,
existe o € E tal que (o) = aw. En consecuencia, o(a") = o(a)” = a™w" = a”,
lo que implica que a = o™ € K y asi, irr(a, K) | X™ — a. Como ademds todos
los conjugados ¢'(a) = aw’ de « son distintos, gr(irr(a, K)) = (K(a) : K) >
v(K(a)/K) =n, de donde K(a) = E e irr(a, K) = X" — a.

2) El caso a = 0 es trivial. Supongamos entonces que a # 0. Como w tiene orden n,
la caracteristica de K no divide an. Asi X™ —a y, por lo tanto también K («)/K, es
separable. Como ademds todas la raices aw’ de X™ —a estdn en K («), la extensién
K(a)/K, es de Galois. Sea o un automorfismo de K(a)/K. Dado que o(«) es
una rafz de X" — a, existe 0 < i(o) < n tal que o(a) = aw'?). Queda definido
asi un morfismo inyectivo 0: G(K(«a)/K) — Z, por 6(c) =i(c). En consecuencia
G(K(«a)/K) es ciclico de orden d con d un divisor de n. Sea o un generador de
G(K(a)/K). Como a = id(a) = ¢%(a) = aw’®)? tenemos que w'®)? = 1, lo que
implica que o(a?) = o(a)? = (aw'®))? = a?. Esto muestra que b = o € K, de
donde irr(a, K) | X% — b. Asf, como gr(irr(a, K)) = (K () : K) = d, el polinomio
minimal irr(a, K) de a sobre K es X?—b. O

Proposicién 20.5 (Artin-Schreier). Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0.
Se satisfacen:

1) Si E/K es una extension ciclica de grado p, entonces existe @ € E tal que
E = K(«) y « es raiz de un polinomio irreducible de K|[X] de la forma XP—X —a.
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2) Sea P = XP — X —a € K[X]. Si P tiene una raiz en K, entonces todas sus
raices estan en K y st P no tiene ninguna raiz en K, entonces P es irreducible
en K[X]. Ademas, en este caso, si a es una raiz de P, entonces K(a)/K es
ciclica de grado p.

Demostracion. 1) Sea o un generador de G(E/K). Como TE(~1) = p.(=1) = 0,
por el item 2) del Teorema 20.1, existe a € E tal que o(«) = a+1. En consecuencia
todos los conjugados o'(a) = a+i de « son distintos y asi, (K(a) : K) > p, lo que
muestra que F = K(«). Como o(a? —a) =o(a)? —o(a) = (a+ 1) — (a+1) =
aP — a, el elemento a = aP — a pertenece a K. Asi, irr(a, K) | XP — X —a y, como
gr(irr(a, K)) = (K(«) : K) = p, el polinomio minimal de « sobre K es X? — X —a.
2) Es claro que si « es raiz de P también o+ i con 1 < i < p es raiz de P. Asi P
tiene p raices distintas y si una de ellas esta en K todas las demés también lo estéan.
Supongamos que ninguna raiz de P esta en K. Veamos que P es irreducible. Sea ()
un factor irreducible moénico de P. Las raices de () tienen la forma a+14,...,a+14,
donde d = gr(Q) y 0 < iy < -+ <ig <p. Como la suma da + }_, i; pertenece a K
y a ¢ K tenemos que d = p, lo que muestra que Q = P. Dado que todas las raices
de irr(X, a) = P estédn en K(«) tenemos que K («) es el cuerpo de descomposicién
de P. Asi, como este polinomio es separable, K(«a)/K es una extensiéon de Galois
de grado p. Es claro que G(K(a)/K) es ciclico, ya que su orden es primo. Un
generador de G(K(a)/K) es por ejemplo el automorfismo o € G(K(a)/K) que
envia xen o+ 1. U

21. TEOREMA DE JORDAN-HOLDER Y GRUPOS RESOLUBLES

Lema 21.1 (de la mariposa). Sean G un grupo y Hy C Hy y L1 C Lo subgrupos
de G. Si Hy es un subgrupo normal de Hy y Ly es un subgrupo mormal de Lo,
entonces Hy(Ly N Hy) es un subgrupo normal de Hy (Lo N Hy), Ho(Lo N Hy) es un
subgrupo normal de Ho(Lo N Hy) y existe un isomorfismo

Hy(Ly N Hy)  Ly(LyN H)

~

Hy(LyNHy)  Li(LaNHy)

Demostracion. Sean K = Hy(L1NHs)y L = LoNHy. Como Ly N Hy esta incluido
en el normalizador de H; el conjunto K es un subgrupo de GG. Como ahora L esta
incluido en el normalizador de K, el conjunto KL es un subgrupo de G y K es un
subgrupo normal de K'L. Asi, por el teorema de Noether, L N K es un subgrupo
normal de L'y L/(LNK) ~ KL/K. Reemplazando K y L por sus definiciones
obtenemos

Hq(LyN Ho) N Lo N Hy

Hy(LiNHy) (LeNHy)(LyNHy)

La demostracion sale ahora por simetria. [J

Definicién 21.2. Sea G un grupo. Dos cadenas Hy € Hy € H, C ... C H,,
y Lo C Ly C Ly C... C L, de subgrupos de G tales que H;_; es un subgrupo
normal de H; para todo 1 <7 <m y L;_; es un subgrupo normal de L; para todo

1 < j < n son equivalentes si m = n y existe una permutacién o de {1,...,m} tal
Hi ~ Lo
que g, = Lowy—

7, para todo i entre 1 y m.
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Teorema 21.3 (de Schreier). Sea G un grupo. Dos cadenas finitas Hy C Hy C
H,C...CH,=GyLyCL CLy C...CL, =G de subgrupos de G tales
que H;_1 es un subgrupo normal de H; para todo 1 < i < m y L;_1 es un subgrupo
normal de L; para todo 1 < j <n, se pueden extender a cadenas equivalentes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Hy = Lo = {1}.
Dados 0 <i<mny1l<j<mescribamos H;; = H;_1(L; N H;) y dados 1 <i <n
y 0 < j <m escribamos y L;; = L;_1(L; N Hj). Quedan formadas cadenas

Hy=Hpa CH1 C...CHy=H =HyppC...C Hyyp = Hy,

Lo=LioCLi1C...C Lyy=L1 =Ly C...C Ly = Ly,

donde no necesariamente las inclusiones son propias. Por el Lema 21.1, H;_; ; es
un subgrupo normal de H;; para todo1 <i <nytodol <j<m,L;;_1esun
subgrupo normal de L;; para todo 1 <i <ny todo 1 < j < m y hay isomorfismos

Hi; Lij . : iy .
7. ~ -, bara todo1 <i<nyl<j<m. La demostraciéon se termina
=1, KRN A

facilmente usando este hecho. [

Definicién 21.4. Sea GG un grupo. Una serie de descomposiciéon de longitud n de

G es una cadena {1} = Gy & --- & G,, = G de subgrupos de G, tal que G;_; es un

subgrupo normal de G; y GG; es simple, para todo 1 <17 < n.

Teorema 21.5 (de Jordan-Hdélder). Si un grupo G tiene una serie de descom-
posicion, entonces cada cadena {1} = Gy & -+ & G, = G de subgrupos de G tal
que G;_1 es un subgrupo normal de G; para todo 1 < i < n, se puede refinar a
una serie de descomposicion. Ademds todas las series de descomposicion de G son
equivalentes y por lo tanto tienen la misma longitud.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Teorema 21.3. [J
Definicién 21.6. Sea G un grupo. La longitud I(G) de G es
I(G) = { n  si G tiene una serie de descomposicién de longitud n,
o0 en otro caso.
Notese que [({1}) = 0.

Teorema 21.7. Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces G
tiene una serie de descomposicion si y sélo si H y G/H la tienen. Ademds [(G) =

I(H)+I(G/H).
Demostracion. Se sigue facilmente del Teorema 21.5. [J

Teorema 21.8 (de la dimensién). Sean G un grupo y H y L subgrupos normales
de G. Entonces[(H) y (L) son finitos, si y sdlo sil(HL) yl(HNL) lo son. Ademds
I(HL)+I(HNL)=1IH)+I(L).

Demostracion. Se lo deduce facilmente aplicando el Teorema 21.7 a las sucesiones
exactas

l—=HNL H e 1
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y
1 L HL ZL 1
y usando el hecho de que % o~ % O

Definicién 21.9. Un grupo G es resoluble si tiene una serie de descomposicion
(1}=Gy GGG GCu1GGr=C

con los cocientes G;+1/G; abelianos.
Proposicion 21.10. Todo subgrupo de un grupo resoluble es resoluble.

Demostracion. Sea {1} = Go & G1 & -+ & Gy—1 & G, = G una serie de de-
scomposicion de G y H un subgrupo de G. Tomemos 1 < i < n. Como G;_ es
un subgrupo invariante de Gj;, el subgrupo H N G;_1 de H N G; es invariante y
Hﬁ%il C GG,l Asi, ngw%?,l es abeliano. La proposicién se deduce immediata-
mente de esto. [

Proposicion 21.11. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Son equiva-
lentes:

1) G es resoluble.
2) H y G/H son resolubles.

Demostracion. Se sigue facilmente del Teorema 21.5. [

Lema 21.12. Sin >5 y G y H son subgrupos de &,, tales que H es un subgrupo
normal de G, G/H es abeliano y G contiene a todos los tresciclos, entonces H
contiene a todos los tresciclos.

Demostracion. Sean o = (ijk) y B = (krs) dos tresciclos. Dado que G/H es
abeliano a~ 137 taf € H. Asi, como a~ 13 tap = (kji)(srk)(ijk)(krs) = (kjs), el
grupo H contiene a todos los tresciclos. [l

Proposicion 21.13. Sin > 5, entonces ni &,, ni U, son resolubles.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 21.12. O

22. EXTENSIONES RESOLUBLES POR RADICALES

Observaciéon 22.1. Sea E/K wuna extension finita y separable y E' la clausura
normal de E/K. Son equivalentes:

1) G(E'/K) es resoluble.

2) Eziste una extension de Galois E" /K con E C E" tal que G(E"/K) es resoluble.
Demostracién. Que 1) implica 2) es trivial. Veamos que 2) implica 1). Es claro que

E’' C E”. Asi, por el punto 3) del Teorema 13.12 y la Proposicién 21.11, G(E’/K)
es resoluble. [J

Definicién 22.2. Una extensién es resoluble si verifica las condiciones equivalentes
de la Observacién 21.1.
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Proposicion 22.3. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Entonces E/K es resoluble si y sélo si F/K
y E/F lo son.

2) Sea
E

\
F/ | \G
N S

un diagrama de extensiones. Si F/K es resoluble, entonces F.G/G también lo
es.

Demostracion. 2) Sea F'/K una extensién de Galois con F C F' y G(F’'/K) resol-
uble. Por la Proposicién 13.13 F'.G/G es de Galois y G(F’.G/G) es un subgrupo
de G(F'/K). Asi, por la Proposicién 21.10, F.G/G es resoluble.

1) Supongamos que E/K es resoluble. Es claro entonces que F'/K también lo es.
Por el punto 2) aplicado al caso G = F y F' = E, también E/F es resoluble.
Supongamos ahora que F//K y E/F son resolubles. Consideremos el diagrama,

C

/

L

EH/
g
I

|

K

donde, H/K y L/H son extensiones de Galois resolubles y finitas y C es una
clausura algebraica de L. Sea M = K({J,o(L)), donde o recorre los elementos
de Hom(L/K,C/K). Por las Proposiciones 8.17, 13.8 y 13.11, M/K y M/H
son de Galois. Como o(H) = H para todo ¢ € Hom(L/K,C/K) y la apli-
cacién 0: G(L/H) — G(o(L)/o(H)), definida por 8(7) = c o700 ! es un i-
somorfismo, los grupos G(o(L)/H) son todos resolubles. En consecuencia, por
la Proposicién 21.11, también [[ G(o(L)/H) es resoluble. Como para todo o €
Hom(L/K,C/K), la extensiéon o(L)/H es normal, tenemos que 7(o(L)) = o(L)
para todo 7 € G(M/H) y todo 0 € Hom(L/K,C/K). Asi, podemos definir un
morfismo ¥: G(M/H) — [], G(o(L)/H), poniendo ¥(7) = (7|4())o- Dado que ¥
es claramente inyectivo, por la Proposicién 21.10, G(M/H) es resoluble. Ahora,
por el item 3) del Teorema 13.12, G(M/H) es un subgrupo normal de G(M/K)
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y GIM/K)/G(M/H) ~ G(H/K). Dado que G(M/H) y G(H/K) son resolubles,
deducimos de la Proposicién 21.11, que también G(M/K) lo es. O

Definicién 22.4. Una resoluciéon por radicales es una cadena Fy C E; C ... C
E,_1 C E, de cuerpos tal que F;11 = F;(§;) para cada i € {0,...,n — 1}, donde
¢ es una rafz de un polinomio de la forma X™ — a € E;[X] con m un nimero
natural no divisible por la caracteristica de K o de un polinomio de la forma
XP — X —a € E;[X] con p = char(K) > 0. Una extensién E/K es radical si existe
una resolucién por radicales con Egy = Ky E,, = F.

Observese que toda extension radical es separable.

Proposicion 22.5. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es radical, entonces E/F también
loesysi F/K y E/F son radicales, entonces E/K también lo es.

2) Sea
E

\
F/ | \G
N S

un diagrama de extensiones. Si F'/K es radical, entonces F.G/G también lo es.

Demostracion. 2) Es inmediatoquesi K = Fy CF; C...CF,_; CF, = Fesuna
resolucién por radicales de F/K, entonces G = Fy.G C F1.G C ... C F,,_1.G C
F,.G = F.G es una resolucién por radicales de F.G/G.

1)Esclatoquesi K =FyCF, C...CF, 1CF,=FyF=FyCFE C...C
E,_1 C E, = E son resoluciones por radicales de F'//K y FE/F respectivamente,
entonces, K =FyCF, C...CF, 1CF, CELCE,C...CEFE,=Fesuna
resolucién por radicales de E/K. Supongamos ahora que F/K es radical. Por el
punto 2) aplicado al caso G = F'y F' = F se deduce que E/F también lo es. [

Definicién 22.6. Una extension finita F/K es resoluble por radicales si existe una
extensién radical E'/K con E C E’.

Por la Proposicién 8.16 toda extension resoluble por radicales es separable.
Teorema 22.7. Una extension es resoluble por radicales si y solo si es resoluble.

Demostracién. Veamos primero que si /K es resoluble, entonces /K es resoluble
por radicales. Sea C una clausura algebraica de F y E’/K la clausura normal
de E/K en C. Por definicién E’/K es una extensién resoluble de Galois. Sea
m el producto de todos los primos que son distintos de la caracteristica de K y
que dividen a (E’ : K) y sea w € C una raiz m-ésima primitiva de la unidad.
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Consideremos el diagrama de extensiones

C

E' K(w)

N
~

K

E' K (w)

Por el item 2) de las Proposiciones 13.11 y 22.3, la extensién E'. K (w)/K(w) es de
Galois y resoluble. Sea {1} =Gy C G1 & - & Gp—1 & G, = G(E' . K(w)/K(w))
una serie de descomposiciéon de G(E'.K(w)/K(w)). Por el teorema de Jordan-
Holder todos los cocientes G;11/G; tienen orden primo. Consideremos la cadena
Kw)=F & F &+ G F, = FE.K(w) de subcuerpos de E’.K(w), obtenida
poniendo F; = (E'.K(w))®»-i. Para cada 0 < i < n sea p; = (Fy41 : F;). Si
p; # char(K), entonces por el item 1) de la Proposiciéon 20.4, existe o; € Fj1q
tal que F;11 = Fj(o;) y «; es una raiz de un polinomio irreducible de la forma
XPi —a € F;[X] y si p; = char(K), entonces por el item 1) de la Proposicién 20.5,
existe a; € Fy41 tal que Fi11 = F;(;) y ; es una raiz de un polinomio irreducible
de la forma XP' — X —a € F;[X]. Asi, la extensién E'.K(w)/K(w) es radical y
como K(w)/K también es radical, se deduce del item 1) de la Proposicién 22.5,
que también E'.K(w)/K lo es. Esto prueba que E/K es resoluble por radicales.
Supongamos ahora que E/K es resoluble por radicales y veamos que es resoluble.
Sea E’/K una extension radical con £ C E’ y sea E”/K la clausura normal de
E’/K en alguna clausura algebraica C' de E’. Por las Proposiciones 8.17, 13.8 y
22.5, E"/K es radical y de Galois. Sea K = Fy ¢ Fy & --- G F, = E” una
cadena de subcuerpos de E”, tal que para cada 0 < i < n existe a; € F;11 tal que
Fi11 = Fi(oy;) y «; es una raiz de un polinomio de la forma X™ —a € F;[X] donde
n; es un numero natural no divisible por la caracteristica de K o de un polinomio
de la forma X? — X — a € F;[X] donde p = char(K) > 0. Sea m el producto
de todos los n;’s que aparecen mencionados arriba y sea w € C' una raiz m-ésima
primitiva de la unidad. Consideremos el diagrama de extensiones

C

(w)

E”/ | \K( )
\ /

Por el item 2) de la Proposicién 13.11 la extensiéon E”. K (w)/K (w) es de Galois. Sea
{1} =G G1 & - ¢ Gr1 & Gy, =G(E".K(w)/K(w)) la cadena de subgrupos
de G(E".K(w)/K(w)), obtenida poniendo G; = G(E".K(w)/F,,—;.K(w)). Como
para cada 0 < i < n, la extensién F;y;.K(w)/F;.K(w) es normal, cada G; es un

K
K
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subgrupo normal de G; 1. Ademds, por el item 2) de las Proposiciones 20.4 y 20.5,
los cocientes G41/G; son ciclicos. En consecuencia, la extension E”. K (w)/K (w)
es resoluble y como K (w)/K también es resoluble, deducimos del item 1) de la
Proposicién 22.3, que E'.K (w)/K también lo es. [

Teorema 22.8 (Abel). Sin > 5, entonces la ecuacion general de grado n no es
resoluble.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Ejemplo 13.20, de la Proposicion 21.13
y del Teorema 22.7. [

23. BASES DE TRASCENDENCIA

Definicién 23.1. Sea A una K-algebra conmutativa. Un conjunto S de A es
algebraicamente independiente sobre K si el morfismo de K-dlgebras v: K[X; (t €
S)] — A, definido por v(X;) = t para todo t € S, es inyectivo. Un conjunto
que no es algebraicamente independiente sobre K se denomina algebraicamente
dependiente sobre K.

Observacion 23.2. Si S es algebraicamente dependiente sobre K existe un subcon-
junto finito S’ de S que también es algebraicamente dependiente sobre K.

Proposicién 23.3. Sea E/K una extension de cuerpos, S un subconjunto de E y

S’ un subconjunto de S. Son equivalentes:

1) S es algebraicamente independiente sobre K.

2) S’ es algebraicamente independiente sobre K y s es trascendente sobre K(S\{s})
para cada s € S\ S'.

Demostracion. 1) = 2) Es claro que S’ es algebraicamente independiente sobre K.
Supongamos que existe s € S\ S’ tal que s es algebraico sobre K (S \ {s}). Sea
P(X) e K(S\ {s})[X] un polinémio ménico tal que P(s) = 0. Escribamos

f P’i(Sh ceey Sm)
22 Q51 5m)

donde los s; son elementos distintos de S\ {s}. Sacando denominador comun y
evaluando X en s obtenemos una igualdad de la forma

d .
Z Ri(s1,...,8m)s' =0,
i=1

con Ry(s1,...,8m) # 0. Esto muestra que S es algebraicamente dependiente sobre
K, lo que contradice la hipétesis. Asi, s es trascendente sobre K (S\ {s}) para cada
seS\9S.

2) = 1) Supongamos que existe una familia no vacia s1, ..., s, de elementos distin-
tos de S tal que P(sq,...,s,) = 0 para algtin polinomio nonulo P € K[X1,..., X,].
Tomemos una familia minimal con esta propiedad. Por hipdtesis algin s; no
pertenece a S’. Es evidente que podemos suponer que i = n. Escribamos

d
P(Xy,..., Xp) =) Pi(X1,..., X0 1) X,
=0

con Py(X1,...,X,-1) # 0. Es claro por la minimalidad de n que Py(s1,...,Sn—1) #
0 y asi s, es algebraico sobre K(s1,...,8,-1). O
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Corolario 23.4. Sea E/K una extension de cuerpos y S = {s1,...,Sn} un sub-
conjunto de E. Entonces S es algebraicamente independiente sobre K si y solo si
s; es trascendente sobre K(s1,...,8;—1) para todo 1 <i < n.

Teorema 23.5. Sea E/K una extension de cuerpos y S un subconjunto de E. Son
equivalentes:

1) S es mazximal entre los subconjuntos de E que son algebraicamente indepen-
dientes sobre K.

2) S es minimal entre los subconjuntos de E tales que E/K(S) es algebraico.

Demostracién. 1) = 2) Por la Proposicién 23.3, aplicada al caso S’ = S, ten-
emos que E/K(S) es algebraico. La minimalidad se deduce de que por la misma
proposicion, s es trascendente sobre K (S \ s) para cada s € S.

2) = 1) Por la Proposicién 23.3, aplicada a S’ = S, ningtin subconjunto de F més
grande que S puede ser algebraicamente independiente. Asi, es suficiente ver que S
lo es. Supongamos que esto es falso. Entonces, nuevamente por la Proposicién 23.3,
existe s € S tal que s es algebraico sobre K (S\ {s}). Asi, por las Proposiciones 3.8
y 3.9, E/K(S\ {s}) es algebraico, lo que contradice la minimalidad de S. O

Definicién 23.6. Sea E/K una extensiéon de cuerpos. Una base de trascendencia
de E/K es un subconjunto S de E que es algebraicamente independiente sobre K
y que satisface la propiedad de que la extensiéon E/K(S) es algebraica.

Teorema 23.7. Sea E/K una extension de cuerpos, T C E tal que E/K(T) es
algebraico y S C T un subconjunto algebraicamente independiente sobre K. FEzxiste
una base de trascendencia de E/K que contiene a S y que estd contenida en T

Demostracion. Sea S una cadena maximal de subconjuntos de T' que contienen a
Sy son algebraicamente independientes sobre K. Tomemos S’ = |Jg/ g 5" Por
la Observacién 23.2 el conjunto S’ es algebraicamente independiente sobre K. Es
claro que S’ es maximal entre los subconjuntos de T' que tienen esta propiedad y
en consecuencia, por la Proposicién 23.3, los elementos de T son algebraicos sobre
K (S"). Asi, por las Proposiciones 3.8 y 3.9, E es algebraico sobre K(S’) y, por lo
tanto, S” es una base de trascendencia de E/K. [

Proposicién 23.8 (lema de intercambio). Sea F/K una extension de cuerpos
y S C FE un subconjunto finito y algebraicamente independiente de E sobre K. Si
T C E es tal que E/K(T) es algebraica, entonces existe un subconjunto T' de T
con la misma cantidad de elementos que S y tal que E/K((T\T')US) también es
algebraica.

Demostracion. Sea S’ C S maximal con la propiedad de que SNT C S’ y existe
un subconjunto 77 de T que tiene la misma cantidad de elementos que S’ y tal
que E/K((T'\T") U S’) es algebraica. Hay que ver que S’ = S. Supongamos
que existe s € S\ S’. Como s ¢ (T'\ T") U S’, por la Proposicién 23.3, el conjunto
(T\T")US"U{s} es algebraicamente dependiente sobre K. Asi, dado que S"U{s} es
algebraicamente independiente sobre K, por la misma proposicién, existe t' € T\ T"
tal que ¢’ es algebraico sobre K ((T'\ (T"U{t'}))US’U{s}). En consecuencia, por las
Proposiciones 3.8 y 3.9, la extensién E /K (T\(T"U{t'}))US"U{s}) es algebraica. [
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Teorema 23.9. Sea F/K una extension de cuerpos. Todas las bases de trascen-
dencia de E/K tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Sean S'y T dos bases de trascendencia. Si S o T tiene una cantidad
finita de elementos el resultado se deduce inmediatamente de la Proposicion 23.8.
Asi podemos suponer que tanto S como 7T tienen infinitos elementos. Por simetria
basta ver que #(S) > #(T'). Dado s € S existe un subconjunto finito 7T de T' tal
que s es algebraico sobre K( 5). Como #(S) es infinito, #(S) > # (U,eg Ts). Asi
basta ver que T' = |J, ¢ Ts, lo que se deduce del Teorema 23.5 y de que, por las
Proposiciones 3.8 y 3.9, E es algebraico sobre K (Uses Ts). U

Ejemplo 23.10. Sea K un cuerpo, K(t1,...,t,) el cuerpo de fracciones del anillo
de polinomios Klt,...,t,] en n variables y s1,...,s, los polinomios simétricos
elementales. Como K(ty,...,t,) es algebraico sobre K(s1,...,8,) ¥ {t1,-.-,tn}
es una base de trascendencia de K (t1,...,t,)/K, de los Teoremas 23.7 y 23.9 se
deduce que los polinomios s, ..., s, son algebraicamente independientes sobre K.

Definicién 23.11. Sea E//K una extensién de cuerpos. El grado de trascendencia
grtr(E/K) de E/K es el cardinal de cualquier base de trascendencia de E/K.

Proposicion 23.12. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si S es una base de trascendencia de F/K
y T es es una base de trascendencia de E/F, entonces S y T son disjuntos
y SUT es una base de trascendencia de E/K. En particular grir(E/K) =
grtr(F/K) + grtr(E/F).
2) Sea
E

/\
\/

un diagrama de extensiones. Si S es una base de trascendencia de F/ K, entonces
hay una base de trascendencia de F.G/G que estd incluida en S. En particular
grtr(F.G/G) < grtr(F/K).

Demostracion. 1) Es claro que SNT C FNT = (). Veamos que SUT es al-
gebraicamente independiente. Por la Observacion 23.2 es suficiente ver que cada
subconjunto finito si,...,Sm,,%1,...,%, con los s; € S y los t; € T es algebraica-
mente independiente sobre K. Sea

P(Xy,...,Xm,Y1,..., ) e K[Xq,..., X, Y1,...,Y,]
un polinomio tal que P(s1,...,Sm,t1,...,t,) = 0. Escribamos

P(X1,.., X, Vi, V)= Y Py (X, XYY

i1,eeyin >0



74 JORGE A GUCCIONE Y JUAN J. GUCCIONE

Como tq,...,t, es algebraicamente independiente sobre F', cada uno de los coefi-
cientes P;, . ; (S1,-..,5m) es nulo. Asi, como si,...,s,, es algebraicamente inde-
pendiente sobre K, cada polinomio P;, . ; (Xi,...,X,,)y, por lo tanto también P,
es nulo. Resta ver que E es algebraico sobre K (SUT). Ahora, E es algebraico sobre
F(T) y por la Proposicién 3.8, F(T) = K(F UT) es algebraico sobre K(SUT).
Asi, por la Proposicién 3.9, E es algebraico sobre K(F UT).

2) Por el item 2) de la Proposicién 3.12, la extensiéon F.G/G(S) es algebraica. Asi,
el resultado se sigue inmediatamente del Teorema 23.7. [

Definicion 23.13. Una extension es puramente trascendente si tiene una base de
trascendencia que es también un conjunto de generadores.

Proposicion 23.14. Sea K un cuerpo y t un elemento trascendente sobre K. Se
satisfacen:

1) Sis = f(t)/g(t) € K(t) con f(t) y g(t) primos relativos y al menos uno
de ellos no constante, entonces s es trascendente sobre K y [K(t) : K(s)] =

max(gr(f(t)),gr(g(t))).
2) K(t) es algebraico sobre cualquier cuerpo F' que satisface K & F C K(t).

Demostracion. 1) El polinomio
P(X) = g(X)s — f(X) € K(s)[X]

se anula en t. Asi, t es algebraico sobre K(s), lo que implica que s es trascen-
dente sobre K, ya que de lo contrario, K(t)/K seria algebraica. Ademas P(X)
es irreducible. En efecto, si P(X) = A(s)Py(s, X)Ps(s,X) con Py, P, € K|s|[X]
primitivos, entonces como P(X) tiene grado 1 en s, uno de los polinomios P; o Py
pertenece a K[X]. Evaluando la igualdad de arriba en s = 0 y s = 1 obtenemos
que este polinomio divide a f(X) y a g(X) y, por lo tanto, es una constante. Asi,
P(X) es irreducible. Como gr(P(X)) = max(gr(f(t)),gr(g(t)), esto implica que
[K(t) : K(s)] = max(gr(f(t)),gr(g(t)))-

2) Se sigue facilmente de 1). [

Corolario 23.15. Si E/K es puramente trascendente, entonces cada elemento de
E\ K es trascendente sobre K.

Demostracion. Sea s € E\ K. Es claro que existe {t1,...,t,} algebraicamente
independiente sobre K tal que s € K(t1,...,t,). Ahora, por el item 1) de la
Proposicién 23.14, todo elemento de K(t1) \ K es trascendente sobre K. De la
misma manera todo elemento de K (t1,t2) \ K(t1) es trascendente sobre K () v,
por lo tanto, también sobre K, etcetera. [

A continuacion construimos una extension con grado de trascendencia 1 que no
es puramente trascendente.

Ejemplo 23.16. Sea n > 3 y K un cuerpo cuya caracteristica no divide a n.
Sea u trascendente sobre K y v una raiz de P(X) = X" + u™ — 1 en alguna
clausura algebraica de K (u). Claramente, K (u,v)/K no es algebraico. Veamos que
tampoco es puramente trascendente. Como v es algebraico sobre K (u), el grado de
trascendencia de K (u,v)/K es 1. Asi, si K(u,v)/K fuera puramente trascendente,
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existiria un elemento t € K(u,v) trascendente sobre K tal que K(t) = K(u,v).
Veamos que esto no es posible. Si K(t) = K(u,v), entonces

a(t
U= —-= y  v=-—%

b(t)

SN—
o

—~
~

SN—

con a(t) o b(t) no constante y a(t) coprimo con b(t) y ¢(t) coprimo con d(t). Sea
(b(t);d(t)) el méximo de los divisores comunes de b(t) y d(t). De la igualdad

) )

obtenemos que

(%) f@&)" +g@)" = h(t)",
donde
—a _d) =c b __ :M
T =%w.amy 9= Dowamy ¥ "= Gwaw)

Es facil ver que f(t), g(t) y h(t) son coprimos dos a dos. En efecto, supongamos
que ¢(t) es un primo de K[t], que divide a f(t), g(t) y h(t). Entonces divide a b(t) o
a d(t). Supongamos que divide a b(t). Como a(t) y b(t) son coprimos y ¢(t) divide
a f(t), esto implica que ¢(t) divide a d(t)/(b(t);d(t)). Asi, como b(t)/(b(t);d(t))
y d(t)/(b(t);d(t)) son coprimos y q(t) | g(t), tenemos que q(t) | ¢(t). Pero esto se
contradice con que ¢(t) divide a d(t)/(b(t);d(t)), ya que ¢(t) y d(t) son coprimos.
Supongamos que gr(f(t)) < gr(g(t)). Entonces gr(h(t)) < gr(g(t)). Dividiendo (x)
por h(t)™ y derivando respecto a t, obtenemos

FOHF O — FON (1) + 9()" (g (t)(t) — g(t)W (1)) = 0.
XO}mo f(t) y g(t) son coprimos, deducimos de aqui que g(t)" =1 | f/(t)h(t)—f(t)N (t).

(n—1)gr(g(t)) < gr(f(0)h(t)) —1 = gr(f(t)) +gr(h(t)) — 1 < 2gr(g(t)) — 1,
lo que no es posible, ya que n > 3. El caso en que gr(g(t)) < gr(f(t)) es similar.

Teorema 23.18 (Luroth). Sea t un elemento trascentente sobre K. Si E es un
subcuerpo de K(t), que contiene a K estrictamente, entonces E = K (s) para algin
se€ B\ K.

Demostracion. Sea s € E'\ K. Escribamos s = f(t)/g(t) con f(t) y g(t) coprimos.
Por la Proposicién 23.14,

[K(t) : E] <[K(t) : K(s)] = max(gr(f(t)), gr(g(t)))-

Escribamos dg := max(gr(f(t)),gr(g(t))) y n := [K(t) : E]. Por lo que acabamos
de ver ds > n. Debemos encontrar s tal que ds sea igual a n. Escribamos
ax(t) A (1)

PX :iI'I' taE :Xn+—Xn_i1+"'+—Xn_im7
0 =il B) b ) ™0
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con 1 <i; < -+ < iy < nydonde cada ak(t)/br(t) es un cociente no nulo de
polinomios coprimos. Como ¢ no es algebraico sobre K, no todos los coeficientes
de P(X) estan en K. Por lo tanto tenemos que

_ ak(t)
br(t)

EFE\K
para algin k. Consideremos el polinomio

H(X) = ap(X) — Z:((g be(X) € B(X).

Dado que H(t) = 0, tenemos que P(X) | H(X) en E[X]. Asi, existe Q(X) € E[X],
tal que

ar (X)br (1) — ar (£)br(X) = b () Q(X) P(X).
Multiplicando esta igualdad por by (t)...b,,(t), obtenemos que
() b1(t) - - b (t) (ar (X)be(t) — ar(t)br(X)) = bi(H)Q(X) P'(t, X),
donde

P'(t,X) =0b1(t)...by(t)P(X)
=b1(t) . b ()X + Y b1(t) .. b1 (Bak (E)brsa (t) .. by () X7,
k=1

Factoricemos P’(t,X) como P'(t,X) = h(t)P"(t,X), donde h(t) es el maximo
de los divisores comunes de los coeficientes de P'(t,X) € K[t][X] y P"(t,X) es

primitivo, en el sentido de que no es divisible por ningin polinomio en ¢ que no sea
constante. Como h(t) divide al maximo de los divisores comunes de

bi(t) .. b)) ¥ bi(t) .. b1 (B)as(Obpsr(t) ... by (t),

que es by(t)...bg—1(t)bgy1(t)...bn(t), tenemos que by(t) y ax(t) dividen a los co-
eficientes de X™ y X" % en P"(t, X), respectivamente. Asi,

gr,(P"(t, X)) = max(gr(ax(t)), gr(be(t))) = ds,

donde gr,(P"(t, X)) es el grado en t de P”(t, X ). Multiplicando (%) por un u(t) €
K|t] apropiado, obtenemos

w(t)by(t) ... b (8) (ar (X)b(t) — ar(t)bp (X)) = h(t)be (H)Q'(t, X)P" (¢, X),
donde Q'(t,X) € K|[t, X]. Ahora, como P”(t,X) no es divisible por ningin poli-
nomio en t que no es constante, tenemos que w(t)by(t)...by,(t) | h(t)bk(t)Q'(t, X).
Asi, existe Q" (t, X) € k[t, X], tal que

CLk(X)bk(t) — ak(t)bk(X) = Q//(t, X)P”(t,X).
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Como el grado en t del lado izquierdo de esta igualdad es a lo sumo igual a
max(gr(ag(t)),gr(bx(t))) = ds y el grado en ¢t de P(t, X) es al menos dg, resulta
que Q" (t, X) no depende de t y asi

ak ()b (t) — ar(H)br(X) = Q" (X)P" (1, X),

donde Q"”(X) € K[X]. Ahora, dado que el lado derecho de esta igualdad no es
divisible por ningtin polinomio en ¢ que no es constante y el lado izquierdo es
simétrico en X y en ¢, el lado derecho tampoco es divisible por ningtin polinomio
en X que no es constante. En consecuencia,

ar(X)bx(t) — ar(t)be(X) = QP"(t, X),

con (Q € K. Por ultimo, como los grados en ¢t y en X del lado izquierdo de esta
igualdad coinciden, tenemos

n=grx(P'(t, X)) = grx (P"(t, X)) = gr,(P"(t, X)) 2 ds > n,

lo que implica que dg =n. 0O

Definicién 23.19. Una extension E/K es finitamente generada si existen una
cantidad finita eg, ..., e, de elementos de E tal que £ = K(eq,...,e,).

Se deduce inmediatamente del Teorema 23.7 que si E/K estd generada por n
elementos, entonces grtr(E/K) < n.

24. SUBEXTENSIONES LINEALMENTE DISJUNTAS Y LIBRES
Proposicién 24.1. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Son equivalentes:

1) Toda familia de elementos de F linealmente independiente sobre K es linealmente
independiente sobre G.

2) Toda familia de elementos de G linealmente independiente sobre K es linealmente
independiente sobre F'.

3) Sean (e;)icr y (f;);jers familias de elementos de F' y G respectivamente. Si (e;)icr
y (fj)jes son linealmente independientes sobre K , entonces (e; fj)icr jes también
es linealmente independiente sobre K.

4) Eziste una base de F' sobre K que es linealmente independiente sobre G.
5) Eziste una base de G sobre K que es linealmente independiente sobre F'.
6) Existen bases (e;)icr de F sobre K y (fj)jes de G sobre K tales que (e; fj)icr jes

es linealmente independiente sobre K.

Demostracidn. 1) = 3) Supongamos que » ;i s Aijeif; = 0 es una ecuacién de
dependencia lineal de (e; f;)ier,jes sobre K. Entonces

DD Nifilei= D Ajeifi=0

iel \jeJ i€l jed
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y asi, dado que (e;);cs es linealmente independiente sobre G,

> Nijifi =0,

jedJ

para todo i € I. De la independencia lineal de (f;) .7, obtenemos ahora que \;; =0
para todo i € [ 'y j € J, lo que implica 3).

3) = 1) Sea (e;);cs una familia de elementos de F', linealmente independiente sobre
K ysea ) ;. ;gie; = 0 una ecuacién de dependencia lineal sobre GG. Tomemos una
base (f;);jcs de G sobre K y escribamos g; = ZjGJ Aijfj para todo i € I. Asi,

Z Aijeif; = Zgiei =0,

i€l jeJ i€l

lo que por hipétesis implica que A;; = 0 para todo 7 € I y j € J. Pero entonces
gi = ZjeJ Xijf; = 0 para todo ¢ € I, de donde (e;);¢cs es linealmente independiente
sobre G. La demostracién de que 2) < 3) es similar a la de que 1) < 3).

1) & 4). Es claro que 1) implica 4). Supongamos que (v;);c; es una base de F
sobre K que es linealmente independiente sobre G. Tomemos una familia finita
(ej)jes de elementos de F, linealmente independiente sobre K. Consideremos un
subconjunto finito I’ de I tal que los e;’s estdn en el K-subespacio vectorial de F
generado por (v;);cr. Existe un subconjunto I” de I’ con la misma cantidad de el-
ementos de J y tal que (v;);cr\ 17 [J(e;) e genera el mismo K-subespacio vectorial
de F' que (v;)ierr. En particular los G-subespacios vectoriales de E generados por
(vi)iernr U(ej)jer v (vi)ier coinciden. Como este tiltimo conjunto es linealmente
independiente sobre G y (I’ \ I")|J J tiene el mismo cardinal que I’ esto implica
que (v;)iern\ 1 U(ej) jes también es linealmente independiente sobre G.

2) & 5)y 3) & 6) son similares a 1) < 4). O

Definicién 24.2. Sean F/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Decimos que F y G son linealmente disjuntos sobre K si satisfacen
las condiciones de la Proposicién 24.1. También decimos en este caso que F' es
linealmente disjunta de G sobre K o que G es linealmente disjunta de F' sobre K.

Nota 24.3. Sean E/K una extension y F'/K y G/K dos subextensiones de E/K.
Es facil ver que F' y G son linealmente disjuntos sobre K si y sélo si existen una
familia (F;/K);cr de subextensiones finitamente generadas de F'/K y una familia
(G;/K)jes de subextenciones finitamente generadas de G/K tales que

1) Cada subextension finitamente generada de F'/K es una subextensién de algin

2) Cada subextension finitamente generada de G/K es una subextensién de algin
G;/K.

3) Para cada par de indices i € I y j € J, los cuerpos F; y GG son linealmente
disjuntos sobre K.

Proposicién 24.4. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones

de E/K. Si existe una familia (f;);c; de elementos de F que satisface

1) (fi)icr €s una base sobre K de un subanillo A de F cuyo cuerpo de fracciones
es F,
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2) Existe un subanillo B de G cuyo cuerpo de fracciones es G y tal que no hay
ninguna ecuacion no trivial de dependencia lineal

O0=0bifi, +-+bufi,

con i1y...,0n €L yby,...,b, en B,
entonces F' y G son linealmente disjuntos sobre K.

Demostracion. Veamos primero que la familia (f;);c; es linealmente independiente
sobre GG. Sea

O0=g1fi, + + Gmfin,

una ecuacion de dependencia lineal con 1,...,7,, € I y coeficientes ¢1,...,gmn en
G. Tomemos b € B no nulo tal que bg; € B para todo 1 <7 < m. Multiplicando
la ecuacion de arriba por b obtenemos una ecuacion 0 = bgy f;, + -+ + bg,, fi,, con
coeficientes bg; en B. Por hipotesis estos coeficientes son todos nulos. Es claro
entonces que los g; también lo son. Sea ahora fi,..., f/ una familia de elementos
de F que es linealmente independiente sobre K. Sea a un elemento no nulo de A tal
que af! € A para todo 1 < i <r. Claramente af],...,af, también es linealmente
independiente sobre K. Consideremos i1, ...,is € I tales que el K-espacio vectorial
generado por afy,...,af, estd incluido en el K-espacio vectorial V' generado por
firs- -, fi.. Existe una base de V' cuyos primeros elementos son afi, ...,af,. Dado
que por lo que vimos antes el G-espacio vectorial generado por V' tiene dimension
s, los elementos afy,...,af. deben ser linealmente independientes sobre G. [

Proposicion 24.5. Sea,

E

un diagrama de extensiones. Son equivalentes:

1) F y H son linealmente disjuntos sobre K.

2) F y G son linealmente disjuntos sobre K y F.G y H son linealmente disjuntos
sobre G.

Demostracion. 1) = 2) Es claro que F y G son linealmente disjuntos sobre K.
Veamos que F.G y H son linealmente disjuntos sobre G. El cuerpo F.G es el
cuerpo de cocientes de G[F]. Como F' y G son linealmente disjuntos sobre K, una
base de F' sobre K es también una base de G[F] sobre G. Ahora, dado que F'y
H son linealmente disjuntos sobre K, esta base es linealmente independiente sobre
H. Por la Proposicién 24.4, F.G y H son linealmente disjuntos sobre G.
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2) = 1) Sea (f;);jes una familia de elementos de F que es linealmente independiente
sobre K. Como F' y G son linealmente disjuntos sobre K, la familia (f;);c es
linealmente independiente sobre G y asi, como F.G y H son linealmente disjuntos
sobre G, la familia (f;);jes es linealmente independiente sobre H. [

Proposicién 24.6. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Son equivalentes:

1) Toda familia de elementos de F' algebraicamente independiente sobre K es alge-
braicamente independiente sobre G.

2) Toda familia de elementos de G algebraicamente independiente sobre K es alge-
braicamente independiente sobre F.

Demostracién. Veamos que 1) implica 2). Sea g1, ..., g, una familia de elementos de
G algebraicamente independiente sobre K y sea F’ /K una subextensién finitamente
generada de F//K. Por el item 1) de la Proposicién 23.12,

grtr(F'(g1,..., 90)/F') + grtr(F'/K) = grtr(F' (g1, - .-, )/ K)
= grtr(F'(g1,.--,9:)/K(g1,---,9-) + grtr(K (g1, ..., 9.)/K).

Dado que toda familia de elementos de F' que es algebraicamente independiente
sobre K es algebraicamente independiente sobre G,

grtr(F'(g1,...,9:)/K(g1,...,9-)) = grtr(F'/K).

ASiv gI‘tI‘(F/(gl, s 7g7’)/F/) = gI‘tI‘(K(gl, s 7g7’)/K) =T de donde g1,...,9r €8
algebraicamente independiente sobre F’. Como esto vale para toda subextension
F'/K finitamente generada de F/K, tenemos que g1, ..., g, también es algebraica-
mente independiente sobre F'. La demostracién de que 2) implica 1) es identica a
la de que 1) implica 2). O

Definicién 24.7. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones de
E/K. Decimos que F'y G son libres sobre K si satisfacen las condiciones de la
Proposicién 24.6.

Nota 24.8. Sean E//K una extensiény F'//K y G/K dos subextensiones de F/K. Es
facil ver que F'y G son libres sobre K si y s6lo si existen una familia (F;/K);c; de
subextensiones finitamente generadas de F'/K y una familia (G;/K),;c; de subex-
tenciones finitamente generadas de G/K tales que

1) Cada subextensién finitamente generada de F'//K es una subextensién de algin

2) Cada subextensién finitamente generada de G/K es una subextensién de algin
G;/K.

3) Para cada par de indices i € I y j € J, los cuerpos F; y G, son libres sobre K.

Proposicién 24.9. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si eziste una base de trascendencia de F/K que es algebraicamente inde-
pendiente sobre G, entonces F y G son libres sobre K.

Demostracion. Sea (f;);c; una base de trascendencia de F/K que es algebraica-
mente independiente sobre G. Sea f1,..., f. una familia de elementos de F que
es algebraicamente independiente sobre K. Es facil ver que existen i1,...,15s € [
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tales que los elementos fi,..., f. son algebraicos sobre K(f; ..., fi.). Conside-
remos una base de trascendencia de K(f{,..., fl, fi,,..., fi.)/K cuyos primeros
elementos son fi,...,fl. Dado que por hipétesis el grado de trascendencia de
G(fi,---s fl firy---, fi.)/G es s, los elementos f1, ..., f! deben ser algebraicamente
independientes sobre G. [

Corolario 24.10. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones de
E/K. Si F/K es algebraico, entonces F' y G son libres sobre K.

Demostracién. Es obvio que toda base de trascendencia de F'/ K es algebraicamente
independiente sobre G. [

Proposicion 24.11. Sea,
E

FG/FH\ H
NS
7

K

un diagrama de extensiones. Son equivalentes:
1) F y H son libres sobre K.
2) F y G son libres sobre K y F.G y H son libres sobre G.

Demostracion. 1) = 2) Sea (g;);c; una familia de elementos de G C H que es al-
gebraicamente independiente sobre K. Como F'y H son libres sobre K, la familia
(gi)icr es algebraicamente independiente sobre F. Esto muestra que F'y G son
libres sobre K. Veamos que F.G' y H son libres sobre G. Como F'y G son libres
sobre K, una base de trascendencia de F' sobre K es también una base de trascen-
dencia de F.G sobre G. Ahora, dado que F' y H son libres sobre K, esta base de
trascendencia es algebraicamente independiente sobre H. Por la Proposicion 24.9,
F.G y H son libres sobre G.

2) = 1) Sea (f;) es una familia de elementos de F' que es algebraicamente indepen-
diente sobre K. Como F'y G son libres sobre K, la familia (f;),c es algebraica-
mente independiente sobre G y asi, como F.G y H son libres sobre G, la familia
(fj)jes es algebraicamente independiente sobre H. [

Proposicién 24.12. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si F y G son linealmente disjuntos sobre K, entonces F y G son libres
sobre K.

Demostracion. Sea (f;)i;c; una familia de elementos de F' que es algebraicamente
independiente sobre K. Consideremos la familia de monomios en las variables f;’s.
Claramente esta familia es linealmente independiente sobre K. Asi, por hipétesis,
también es linealmente independiente sobre G. De aqui se deduce inmediatamente
que (f;)ier es algebraicamente independiente sobre G, lo que prueba que F'y G son
libres sobre K. [

A continuacion damos un reciproca parcial del resultado que acabamos de probar.
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Proposicién 24.13. Sean E/K una extension y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si F/K es puramente trascendente y F' y G son libres sobre K, entonces
F y G son linealmente disjuntos sobre K.

Demostracion. Sea (f;)ic; una base de trascendencia de F' que genera a F. La
familia M (F) de los monomios sobre esta base de trascendencia, es una base como
K-espacio vectorial, de un subanillo de F' cuyo cuerpo de fracciones es F'. Dado que
por hipdtesis (f;):cr es algebraicamente independiente sobre G, la familia M (F)
es linealmente independiente sobre G. Asi, por la Proposicion 24.4, F' y G son
linealmente disjuntos sobre K. [



