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1. Algebras y extensiones

Sea K un anillo conmutativo. Una K-álgebra es un anillo A junto con una es-
tructura de K-módulo a izquierda de A que satisface λ(ab) = (λa)b = a(λb) para
todo λ ∈ K y a, b ∈ A. Un morfismo f : A→ B de K-álgebras es una función que
es simultaneamente un morfismo de anillos y de K-módulos. Claramente la com-
posición (en el sentido conjuntista) de dos morfismos de K-álgebras es un morfismo
de K-álgebras. Dos elementos x e y de una K-algebra A se llaman conjugados si
existe un automorfismo de K-álgebras f : A→ A tal que f(x) = y. Una K-álgebra
es conmutativa si lo es como anillo. Sea A una K-álgebra. Un subconjunto B de A
es una subálgebra de A si es a la vez un subanillo y un submódulo de A. Es claro
que B es en si mismo una K-álgebra y que la inclusión canónica de B en A es un
morfismo de K-álgebras. El centro Z(A) de A es el conjunto de todos los elementos
a ∈ A que satisfacen ab = ba para todo b ∈ A. Es claro que Z(A) es una subálgebra
conmutativa de A.

Observación 1.1. Dada una K-álgebra A se obtiene un morfismo ϕ : K → Z(A)
definiendo ϕ(λ) = λ1. Rećıprocamente, dado un morfismo de anillos ϕ : K → Z(A),
se le puede dar a A una estructura de K-álgebra, poniendo λa = ϕ(λ)a. Como
claramente estas construcciones son rećıprocas, tener una K-álgebra A equivale a
tener un morfismo de anillos de K en Z(A). Con esta interpretación un morfismo
de K-álgebras f : A→ B es un morfismo de anillos tal que el triángulo,

A
f // B

K
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conmuta.

Observación 1.2. Sea E una K-álgebra. La intersección de una familia de subálge-
bras de E es una subálgebra de E. En particular, dado un subconjunto S de E
existe una mı́nima subálgebra K[S] de E que contiene a S.

Notación 1.3. Sean F y G dos subálgebras de una K-álgebra E. Denotamos
con F�G a la mı́nima subálgebra de E que contiene a F y a G. Es claro que
F�G = G�F y que si los elementos de F conmutan con los de G, entonces F�G =
{
∑
xiyi : xi ∈ F y yi ∈ G}. Si además F es conmutativo, entonces F�G = F [G].

Definición 1.4. Sea K un cuerpo. Se llama extensión de K a toda K-álgebra E
que es un cuerpo. Un morfismo de extensiones es un morfismo de K-álgebras. Si
una subálgebra F de una extensión E de K es un cuerpo, decimos que F es una
subextensión de E.
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Notaciones 1.5. Denotamos con E/K a una extensión E de K y denotamos con
Hom(E/K,F/K) al conjunto de morfismos de una extensión E/K en otra F/K.
Cuando E/K = F/K a este conjunto lo denotamos con End(E/K). Finalmente,
denotamos con G(E/K) o Aut(E/K) al subconjunto de End(E/K) formado por
los automorfismos de E/K.

Observación 1.6. Aut(E/K) y End(E/K), provistos de las operaciones definidas
por g ∗ f = g ◦ f son respectivamente un grupo y un monoide. Es claro que
Aut(E/K) es el grupo de unidades de End(E/K). A Aut(E/K) se lo denomina el
grupo de Galois de la extensión E/K.

Observación 1.7. La intersección de una familia de subcuerpos de un cuerpo dado
K es un cuerpo. En particular todo cuerpo K contiene a un cuerpo mı́nimo, que
se llama el cuerpo primo de K. Si la caracteŕıstica de K es p > 0, el cuerpo primo
de K es Z/pZ y si K es de caracteŕıstica 0, el cuerpo primo de K es Q. De ahora
en más escribiremos Fp en lugar de Z/pZ.

Notación 1.8. Sea E/K una extensión y S un subconjunto de E. Denotamos con
K(S) al mı́nimo subcuerpo de E que contiene a S.

Definición 1.9. Sea E/K una extensión y F y G dos subextensiones de E. L-
lamamos compuesto de F y G y lo denotamos F.G a la mı́nima subextensión de
E que contiene a F y a G. Es claro que F.G = F (G) = G(F ) = K(F

⋃
G) ={

(
∑
xiyi) (

∑
xjyj)

−1 : xi, xj ∈ F, yi, yj ∈ G y
∑
xjyj 6= 0

}
.

Observación 1.10. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica positiva p. La aplicación
σ : K → K, definida por σ(x) = xp, es un endomorfismo de K, que se llama
morfismo de Frobenius de K. Si x pertenece al cuerpo primo de K, entonces
σ(x) = x.

Observación 1.11. Todo morfismo de un cuerpo en un anillo es inyectivo.

2. Extensiones finitas

Definición 2.1. Una K-álgebra E es finita si es finitamente generada como K-
módulo.

Notación 2.2. Sea K un cuerpo. Dada una K-álgebra E denotamos con (E : K) a
la dimensión de E como K-espacio vectorial. Cuando E es un cuerpo a (E : K) se
lo denomina el grado de la extensión E/K.

Sean K un anillo conmutativo, E una K-álgebra y a un elemento de A. Decimos
que a es divisor de cero a izquierda si existe b ∈ E \ {0} tal que ab = 0, que es
divisor de cero a derecha si existe b ∈ E \ {0} tal que ba = 0, que es inversible a
izquierda si existe b ∈ A \ {0} tal que ba = 1 y que es inversible a derecha si existe
b ∈ A \ {0} tal que ab = 1. Es claro que si a es inversible a izquierda, entonces
no es divisor de cero a izquierda y que si a es inversible a derecha, entonces no es
divisor de cero a derecha.

Proposición 2.3. Sea K un cuerpo, E una K-álgebra finita y a un elemento de
E. Son equivalentes:
1) a no es divisor de cero a izquierda.
2) a no es divisor de cero a derecha.
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3) a es inversible a izquierda.
4) a es inversible a derecha.

En consecuencia son equivalentes:
1) E no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.
2) E no tiene divisores de cero a derecha no nulos.
3) E es un anillo de división.

Demostración. Ya sabemos que 3) ⇒ 1) y 4) ⇒ 2). Veamos que 1) ⇒ 4) Por
hipótesis la aplicación K-lineal fa : L→ L, definida por fa(x) = ax, es inyectiva y,
por lo tanto, sobreyectiva. Aśı, existe a′ ∈ L tal que aa′ = 1. Similarmente 2) ⇒
3). �

Proposición 2.4. Se satisfacen:
1) Sea F una K-álgebra conmutativa y E una F -álgebra. Si (ei)i∈I es un conjunto

de generadores de F como K-módulo y (fj)j∈J es un conjunto de generadores
de E como F -módulo, entonces (eifj)i∈I,j∈J es un conjunto de generadores de
E como K-módulo. En particular si F es una K-álgebra finita y E es una
F -álgebra finita, entonces E es una K-álgebra finita.

2) Sean F y G dos subálgebras de una K-álgebra E, tales que los elementos de F
conmutan con los de G. Todo conjunto de generadores de F como K-módulo,
es un conjunto de generadores de F�G como G-módulo. En particular, si G es
conmutativo y F es una K-álgebra finita tal que todos sus elementos conmutan
con los de G, entonces F�G es una G-álgebra finita y si además, K y G son
cuerpos, entonces (F�G : G) < (F : K).

Demostración. 1) Sea x ∈ E. Existe una familia (bj)j∈J con soporte finito, de
elementos de F , tal que x =

∑
j bjfj . Ahora, para cada j ∈ J existe una familia

(aij)i∈Ij con soporte finito, de elementos de K, tal que bij =
∑
i aijei. Aśı, x =∑

j bjfj =
∑
j

∑
i aijeifj .

2) Es inmediato. �

Proposición 2.5. Se satisfacen:
1) Si F/K una extensión y E es una F -álgebra, entonces (E : K) = (E : F )(F : K).
2) Sea,

E

F.G

zzzzzz
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F
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K
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zzzzzz

un diagrama de extensiones. Se satisfacen:
i) Si (F�G : G) <∞, entonces F.G es igual a F�G.

ii) Si (F : K) <∞, entonces (F.G : G) < (F : K) y F.G = F�G.

Demostración. 1) Por el punto 1) de la Proposición 2.4 es suficiente ver que si
(ei)i∈I es una familia linealmente independiente sobre K de elementos de F y
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(fj)j∈I es es una familia linealmente independiente sobre F de elementos de E,
entonces (eifj)i∈I,j∈J es una es una familia linealmente independiente sobre K de
elementos de E. Sea 0 =

∑
ij aijeifj donde (aij)i∈I,j∈J es una es una familia con

soporte finito de elementos de K. Como (fj)j∈I es linealmente independiente sobre
F , tenemos que 0 =

∑
i aijei, para cada j ∈ J . Aśı, como (ei)i∈I es linealmente

independiente sobre K, cada aij es igual a cero.

2i) Es consecuencia inmediata de la Proposición 2.3.

2ii) Por el punto 2) de la Proposición 2.4, (F�G : G) < (F : K) < ∞. Aśı, por i)
F.G es igual a F�G. �

3. Extensiones algebraicas

Definición 3.1. SeaK un cuerpo y E unaK-álgebra. Un elemento x ∈ E es entero
o algebraico sobre K si es solución de algún polinomio no nulo con coeficientes en
K. A los elementos que no son algebraicos los llamamos trascendentes.

Notación 3.2. Sea K un cuerpo, E una K-álgebra y x un elemento de E algebraico
sobre K. Denotamos con irr(x,K) al único polinomio mónico que genera el ideal
de K[X] consistente de los polinomios que anulan a x. Observese que el grado de
irr(x,K) es 1 si y sólo si x ∈ K y que si x ∈ E es algebraico y E no tiene divisores de
cero no nulos, entonces irr(x,K) es irreducible. Cuando x es trascendente ponemos
irr(x,K) = 0.

Observación 3.3. Sea F/K una extensión y E una F -álgebra. Todo elemento x de
E entero sobre K es entero sobre F . Además irr(x, F ) | irr(x,K).

Proposición 3.4. Sea K un cuerpo, E una K-álgebra y x ∈ E un elemento entero
sobre K. Son equivalentes:

1) gr(irr(x,K)) = n.

2) {1, x, x2, . . . , xn−1} es una base de K[x] como K-espacio vectorial.

En particular x es entero sobre K si y sólo si K[x] es finita sobre K. En este caso
también tenemos que (K[x] : K) = gr(irr(x,K)).

Demostración. Es inmediato. �

Definición 3.5. Sea K un cuerpo y E una K-álgebra. Si todos los elementos de E
son enteros sobre K decimos que E es entera. Si E es un cuerpo decimos también
que E es algebraica.

Proposición 3.6. Sea K un cuerpo, E una K-álgebra entera y a un elemento de
E. Son equivalentes:

1) a no es divisor de cero a izquierda.

2) a no es divisor de cero a derecha.

3) a es inversible a izquierda.

4) a es inversible a derecha.

En consecuencia son equivalentes:

1) E no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.

2) E no tiene divisores de cero a derecha no nulos.
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3) E es un anillo de división.

Demostración. Ya sabemos que 3) ⇒ 1) y 4) ⇒ 2). Veamos que 1) ⇒ 4) Por la
equivalencia entre los puntos 1) y 4) de la Proposición 2.3, existe a′ ∈ K[a] tal que
aa′ = 1. Similarmente 2) ⇒ 3). �

Proposición 3.7. Sea K un cuerpo y E una K-álgebra conmutativa. Son equiva-
lentes:
1) E es finita.
2) E es entera y existe un conjunto finito S de elementos de E tal que E = K[S].
3) Existe un conjunto finito de elementos enteros S de E tal que E = K[S].

Demostración. 1)⇒ 2) Tomemos como S a cualquier conjunto finito de generadores
de E como K-módulo. Para cada x ∈ E, la K-álgebra K[x] es finita. Aśı, por la
Proposición 3.4, E es entera.
2) ⇒ 3) Es trivial.
3) ⇒ 1) Tomemos x ∈ S. Podemos suponer por inducción que K[S \ {x}] es finita
sobre K. Ahora, por el item 2) de la Proposición 2.4 y por la Proposición 3.4, K[S]
es finita sobre K[S \ {x}]. Aśı, por el item 1) de la Proposición 2.4, E es finita
sobre K. �

Observese que en la demostración de 3) ⇒ 1) es en el único lugar en el que se
usa que E es conmutativa.

Proposición 3.8. Sea K un cuerpo y E una K-álgebra conmutativa. Si S ⊆ E es
un conjunto de elementos enteros de E, entonces K[S] es una K-álgebra entera. Si
además E es un dominio, entonces K[S] es un cuerpo.

Demostración. Dado x ∈ K[S] existe S′ ⊆ S finito tal que x ∈ K[S′]. Por la
Proposición 3.7, x es algebraico. Como esto vale para cada x ∈ K[S], la K-álgebra
K[S] es entera. Por último, si E es un dominio, también lo es K[S], de donde, por
la Proposición 3.6, K[S] es un cuerpo. �

Proposición 3.9. Sea F/K una extensión algebraica y E una F -álgebra. Todo
elemento de E entero sobre F es entero sobre K.

Demostración. Sea x ∈ E un elemento entero sobre F . Si anXn + · · · + a0 ∈
F [X] es un polinomio con an 6= 0, en el que x se anula, entonces x es entero
sobre K[a0, . . . , an], que por la Proposición 3.8, es un cuerpo. Como, por la Pro-
posición 3.4, K[a0, . . . , an][x] es una K[a0, . . . , an]-álgebra finita y, por la Proposi-
ción 3.7, K[a0, . . . , an] es una K-álgebra finita, tenemos que K[a0, . . . , an][x] es una
K-álgebra finita. Aśı, K[x] es finita y, por la Proposición 3.4, x es entero sobre
K. �

Corolario 3.10. Sea E una K-álgebra conmutativa. Los elementos de E que son
enteros sobre K forman una subálgebra F de E. Si además E es un dominio,
entonces F es un cuerpo y todo elemento de E que es entero sobre F pertenece a
F .

Definición 3.11. Sea K un cuerpo y E una K-álgebra. La clausura entera F de
K en E es el conjunto de los elementos de E que son enteros sobre K. Cuando F
es igual a K decimos que K es algebraicamente cerrado en E.



6 JORGE A GUCCIONE Y JUAN J. GUCCIONE

Proposición 3.12. Se satisfacen:
1) Sea F/K una extensión y E una F -álgebra. Entonces E es entero sobre K si y

sólo si E es entero sobre F y F/K es algebraica.
2) Sea

E

F.G
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un diagrama de extensiones. Se satisfacen:
i) Si F�G/G es entera, entonces F.G es igual a F�G.

ii) Si F/K es algebraica, entonces F.G/G también lo es y, además, F.G = F�G.
3) Si (Ei/K)i∈I es una familia de subextensiones algebraicas de E/K, entonces

K(
⋃
i∈I Ei)/K también es algebraica.

Demostración. 1) Es claro que si E es entero sobre K, entonces E es entero sobre
F y F/K es algebraica. Por la Proposición 3.9 si E es entero sobre F y F/K es
algebraica, entonces E es entero sobre K.
2i) Se lo deduce inmediatamente de la Proposición 3.6.
2ii) Por la Proposición 3.8, F�G = G[F ] es una G-álgebra entera. Aśı, por i) F.G
es igual a F�G.
3) Esto se deduce inmediatamente de la Proposición 3.8. �

4. Existencia de morfismos

Sean F/K y C/K dos extensiones y f un morfismo de F/K en C/K. Dado
un polinomio P = a0 + · · · + anX

n ∈ F [X], denotamos con P f al polinomio
P f = f(a0) + · · ·+ f(an)Xn ∈ f(F )[X].

Proposición 4.1. Sean F/K, E/F y C/K tres extensiones, f un morfismo de
F/K en C/K, x ∈ E e y ∈ C. Son equivalentes:

1) Existe f̂ ∈ Hom(F (x)/K,C/K) tal que f̂|F = f y f̂(x) = y.

2) irr(x, F )f = irr(y, f(F )).

Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que si x es trascendente sobre F , entonces y
lo es sobre f(F ). Supongamos ahora que x es algebraico sobre F . Entonces
irr(x, F )f (y) = f̂(irr(x, F )(x)) = 0 y aśı, como irr(x, F )f es irreducible, resulta
que irr(y, f(F )) = irr(x, F )f .
2) ⇒ 1) Es claro que si x es trascendente sobre F , entonces y lo es sobre f(F ) y
existe f̂ ∈ Hom(F (x)/K,C/K), tal que f̂|F = f y f(x) = y. Supongamos que x es
algebraico. Por las Proposiciones 2.3 y 3.4, F (x) = F [x] = F [X]/〈irr(x, F )〉. Sea
g : F [X] → C el morfismo de K-álgebras definido por g|F = f y g(X) = y. Como
g(irr(x, F )) = 0, g se factoriza a través de un morfismo f̂ de F [X]/〈irr(x, F )〉 en
C. �
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Proposición 4.2. Sean F/K y C/K dos extensiones arbitrarias, E/F una ex-
tensión algebraica, S ⊆ E tal que E = F (S) y f ∈ Hom(F/K,C/K). Si, para cada
x ∈ S, el polinomio irr(x, F )f se factoriza en C[X] como un producto de polinomios
lineales, entonces existe una extensión f̂ : E → C de f .

Demostración. Por el lema de Zorn existe un morfismo f̂ de E′/K en C/K que
extiende a f y que es maximal con respecto a esta propiedad. Hay que ver que
E′ = E. Como irr(x,E′) divide a irr(x, F ), el polinomio irr(x,E′)f̂ se factoriza
en C[X] como un producto de polinomios lineales. Sea y una de las ráıces de
irr(x,E′)f̂ . Como irr(x,E′)f̂ es un polinomio irreducible de f̂(E′)[X], tenemos que
irr(y, f̂(E′)) = irr(x,E′)f̂ . Aśı, por la Proposición 4.1, x ∈ E′. �

Proposición 4.3. Sean E/K y C/K dos extensiones algebraicas, f un elemento
de Hom(E/K,C/K) y S ⊆ C tal que C = f(E)(S). Si, para cada y ∈ S, irr(y,K)
tiene la misma cantidad de ráıces en C que en E, entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Basta ver que S está en la imagen de f . Dado y ∈ S sean x1, . . . , xn
las ráıces de irr(y,K) en E. Como f(x1), . . . , f(xn) son ráıces distintas de irr(y,K)
en C y, por hipótesis, irr(y,K) tiene n ráıces en C, existe 1 ≤ i ≤ n tal que
f(xi) = y. �

Corolario 4.4. Si E/K es algebraica, entonces Aut(E/K) = End(E/K).

5. Existencia de clausura algebraica

Definición 5.1. Un cuerpo es algebraicamente cerrado si no tiene extensiones
algebraicas propias.

Proposición 5.2. Sean K un cuerpo y P1, . . . , Pn polinomios no constantes de
K[X]. Existe una extensión finita E/K en la que cada Pi tiene una ráız.

Demostración. La prueba se hace por inducción en la cantidad n de polinomios.
Cuando n = 0 no hay nada que probar. Supongamos ahora que n > 0 y que el
resultado vale para una cantidad menor que n de polinomios. Sea Q un factor
irreducible de P1 y F = K[X]/〈Q〉. Es claro que F/K es una extensión finita y
que la clase de X en F es una ráız de Q y, por lo tanto, de P1. Para terminar
la demostración basta observar que, por hipótesis inductiva, existe una extensión
finita E/F en la que cada Pi con 2 ≤ i ≤ n tiene una ráız. �

Proposición 5.3. Sea K un cuerpo. Son equivalentes:

1) K es algebraicamente cerrado.

2) Todo polinomio no constante de K[X] tiene una ráız en K.

3) Todo polinomio no constante de K[X] se factoriza como un producto de poli-
nomios lineales.

4) Todo polinomio irreducible de K[X] tiene grado 1.

Demostración. 1)⇒ 2) Sea P un polinomio no constante de K[X]. Por la Proposi-
ción 5.2 hay una extensión finita E/K en la que P tiene una ráız. Como por
hipótesis E = K, el polinomio P tiene una ráız en K.

2) ⇒ 3) Es trivial.

3) ⇒ 4) Es trivial.
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4) ⇒ 1) Sea E/K una extensión algebraica y sea x ∈ E. Por hipótesis irr(x,K)
es igual a X − c con c ∈ K. Como x se anula en irr(x,K) = X − c, tenemos que
x = c ∈ K y aśı E = K. �

Definición 5.4. Sea E/K una extensión algebraica. Si E es algebraicamente
cerrado decimos que E es una clausura algebraica de K.

Proposición 5.5. Sea E/K una extensión algebraica. Son equivalentes:
1) E es una clausura algebraica de K.
2) Todo polinomio con coeficientes en K se factoriza en E[X] como un producto de

polinomios lineales.
3) Todo polinomio irreducible de K[X] se factoriza en E[X] como un producto de

polinomios lineales.

Demostración. 1) ⇒ 2) y 2) ⇒ 3) son triviales. Veamos que 3) ⇒ 1). Sea E′/E
una extensión algebraica y sea x ∈ E′. Por hipótesis irr(x,K) tiene todas sus ráıces
en E. Aśı, como x es una ráız de irr(x,K), tenemos que x ∈ E. �

Teorema 5.6. Se satisfacen:
1) Todo cuerpo K tiene una clausura algebraica.
2) Si E/K y E′/K son dos clausuras algebraicas de K, entonces existe un isomor-

fismo de extensiones f : E/K → E′/K.

Demostración. 1) Primera demostración (Art́ın): Sea (Pi)i∈I la familia de todos
los polinomios de grado positivo de K[X] y sea A = K[Xi (i ∈ I)] la K-álgebra de
polinomios en las variables (Xi)i∈I . Afirmamos que el ideal J de A generado por
(Pi(Xi))i∈I es propio. En efecto, supongamos que se tiene una igualdad (∗) de la
forma 1 =

∑n
j=1QijPij (Xij ) con los ij en I y los Qij ∈ A. Por la Proposición 5.2

existe una extensión F/K en la que cada Pij tiene una ráız aij . Por la propiedad
universal de A existe un morfismo de K-álgebras µ : A → F tal que µ(Xh) =
0 si h 6= i1, . . . , in y tal que µ(Xij ) = aij . Aplicando µ a (∗) obtenemos que
1 =

∑n
j=1 µ(Qij )Pij (aij ) = 0, lo que es absurdo. Sea m un ideal maximal de A

que contiene a J y sea E1 = A/m. Es claro que E1 es un cuerpo que contiene
a K y que E1 está generado por la familia (Xi)i∈I , donde Xi es la clase de Xi

en E1. Como Pi(Xi) = 0, tenemos tanto que E1 algebraico sobre K como que
cada polinomio de grado positivo de K[X] tiene una ráız en E1. Procediendo
recursivamente obtenemos una sucesión (Ej/K)j≥1 de extensiones algebraicas de
K con Ej ⊆ Ej+1 para todo j ≥ 1 y tal que cada polinomio de grado positivo de
Ej [X] tiene una ráız en Ej+1 (j ≥ 1). Sea E =

⋃
j≥1Ej . Es claro que E/K es

una extensión de algebraica de K y que E es algebraicamente cerrado (ya que cada
polinomio de E[X] está en algún Ej [X]).
1) Segunda demostración: Veamos primero que si E/K es una extensión alge-
braica, entonces #(E) ≤ max(#(N),#(K)). Para cada n ≥ 1 denotemos con
Pn al conjunto de los polinomios mónicos e irreducibles de grado n de K[X] y
con Jn a {1, . . . , n}. Como cada x ∈ E determina irr(x,K) y cada polinomio de
grado n tiene a lo sumo n ráıces, se puede definir una función inyectiva de E en⋃
n≥1 Pn × Jn. Aśı, #(E) ≤ max(#(N),#(K)). Sea ahora C un conjunto de car-

dinal mayor que max(#(N),#(K)) que contiene a K y sea S = {(E,+, .) : E ⊆
C y (E,+, .)/K es una extensión algebraica}. Consideremos a S ordenado por la
relación “ser subcuerpo de”. Por el lema de Zorn S tiene un elemento maximal E.
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Afirmamos que E es algebraicamente cerrado. Hay que probar que si E′/E es una
extensión algebraica de E, entonces E′ = E. Por la elección de C existe una in-
yección i : E′ → C que se reduce a la identidad en E. Dándole a i(E′) la estructura
de cuerpo que convierte a i : E′ → i(E′) en un isomorfismo obtenemos un elemento
de S que contiene a E. Por la maximalidad de E resulta que i(E′) = E, de donde
E′ = E.
2) Por la Proposición 4.2 existe un morfismo f de E/K en E′/K. Por la Proposi-
ción 4.3, para ver que f es sobreyectivo es suficiente probar que, para cada x ∈ E′,
el polinomio irr(x,K) tiene la misma cantidad de ráıces en E que en E′. Sean
x1, . . . , xn las ráıces de irr(x,K) en E e irr(x,K) = (X − x1)α1 . . . (X − xn)αn .
Entonces irr(x,K) = (X − f(x1))α1 . . . (X − f(xn))αn , de donde f(x1), . . . , f(xn)
son las ráıces de irr(x,K) en E′. �

Corolario 5.7. Sean E/K y E′/K dos extensiones y sea P un polinomio con
coeficientes en K. Si P se factoriza, tanto en E[X] como en E′[X], como un
producto de polinomios de grado 1, entonces la cantidad de ráıces de P en E y en
E′ coinciden.

Demostración. Sea F y F ′ las clausuras algebraicas deK en E y E′ respectivamente
y sean C y C ′ las clausuras algebraicas de F y F ′. Como, por el Teorema 5.6, C
y C ′ son isomorfos, P tiene la misma cantidad de ráıces en C que en C ′. La
demostración se termina observando que las ráıces de P en E están en F y, por lo
tanto, coinciden con las de P en C y las ráıces de P en E′ están en F ′ y, por lo
tanto, coinciden con las de P en C ′. �

6. Grado de separabilidad

Definición 6.1. Sea E/K una extensión algebraica y sea C una clausura algebraica
deK. El grado de separabilidad γ(E/K) de E/K es el cardinal de Hom(E/K,C/K)

Proposición 6.2. Sea E/K una extensión algebraica. Si E = K(x), entonces
γ(E/K) es igual al número de ráıces distintas de irr(x,K) en una clausura alge-
braica de K.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la Proposición 4.1 aplicada al caso
F = K y f = idK . �

Proposición 6.3. Sean F/K y E/F dos extensiones algebraicas y sea C una
clausura algebraica de K. Cada morfismo de F/K en C/K tiene γ(E/F ) exten-
siones a E. En consecuencia γ(E/K) = γ(E/F )γ(F/K).

Demostración. Sea f : F/K → C/K un morfismo. Tomemos una clausura alge-
braica C ′ de F y un isomorfismo f̂ : C ′/K → C/K que extiende a f (Proposi-
ciones 4.2 y 4.3). Consideremos la función

θ : Hom(E/F,C ′/F )→ {g : E/K → C/K : g|F = f},

definida por θ(γ) = f̂ ◦γ. Es claro que θ es inyectiva. Puesto que si g : E/K → C/K

satisface g|F = f , entonces γ = f̂−1 ◦ g pertenece a Hom(E/F,C ′/F ) y θ(γ) = g,
tenemos también que θ es sobreyectiva. Aśı, #

(
{g : E/K → C/K : g|F = f}

)
=

γ(E/F ). �
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Proposición 6.4. Sea E/K una extensión algebraica. Se satisfacen:

1) |G(E/K)| ≤ γ(E/K).

2) γ(E/K) ≤ (E : K).

Demostración. 1) Es trivial.

2) Es claro que podemos suponer que (E : K) es finito. Hacemos la demostración
por inducción en (E : K). Si (E : K) = 1, entonces E = K y, por lo tanto,
γ(E/K) = 1. Supongamos que (E : K) > 1 y que el resultado es verdadero
para extensiones de grado menor que (E : K). Tomemos x ∈ E \ K. De las
Proposiciones 3.4 y 6.2 se sigue inmediatamente que γ(K(x)/K) ≤ (K(x) : K) y
aśı, por las Proposiciones 2.5 y 6.3 y la hipótesis inductiva,

γ(E/K) = γ(E/K(x))γ(K(x)/K) ≤ (E : K(x))(K(x) : K) = (E : K). �

Proposición 6.5. Sea

E

F.G

zzzzzz
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K
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un diagrama de extensiones. Si F/K es algebraico, entonces γ(F.G/G) ≤ γ(F/K).

Demostración. Sea C una clausura algebraica de F.G y sea C ′ la clausura algebraica
de F en C. Como F/K es algebraica, la inclusión canónica de Hom(F/K,C ′/K) en
Hom(F/K,C/K) es un isomorfismo y aśı, γ(F/K) = #(Hom(F/K,C/K)). Como
el morfismo

Hom(F.G/G,C/G)→ Hom(F/K,C/K),

definido por restricción, es claramente inyectivo, tenemos entonces que γ(F.G/G) ≤
#(Hom(F/K,C/K)) = γ(F/K). �

7. Extensiones normales

Definición 7.1. Una extensión algebraica E/K es normal si para cada morfismo
de extensiones f : E/K → C/K, con C una clausura algebraica de E, se satisface
que f(E) ⊆ E (lo que por el Corolario 4.4 implica que f(E) = E).

Definición 7.2. Sea K un cuerpo y (Pi)i∈I una familia de polinomios con coefi-
cientes en K. Se llama cuerpo de descomposición de (Pi)i∈I a toda extensión E/K
que satisface:

1) Cada Pi se factoriza en E[X] como un producto de polinomios lineales.

2) E está generado sobre K por las ráıces de los Pi’s.
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Teorema 7.3. Sea K un cuerpo y (Pi)i∈I una familia de polinomios con coefi-
cientes en K. Se satisfacen:

1) Existe un cuerpo de descomposición de (Pi)i∈I .

2) Si E/K y E′/K son dos cuerpos de descomposición de (Pi)i∈I , entonces existe
un isomorfismo de extensiones f : E/K → E′/K.

Demostración. 1) Sea C una clausura algebraica de K y sea S el conjunto de
las ráıces de los polinomios Pi (i ∈ I). Es claro que K(S)/K es un cuerpo de
descomposición de (Pi)i∈I .

2) Por la Proposición 4.2 aplicada al caso F = K y al conjunto S formado por la
unión de la ráıces de los Pi’s, existe un morfismo f de E/K en E′/K. Para ver que
f es sobreyectivo es suficiente observar que, por el Corolario 5.7, para cada x ∈ S,
el polinomio irr(x,K) tiene la misma cantidad de ráıces en E que en E′ y aplicar
la Proposición 4.3. �

Teorema 7.4. Sea E/K una extensión algebraica. Son equivalentes:

1) E/K es normal.

2) Si f ∈ Aut(C/K), con C una clausura algebraica de E, entonces f(E) ⊆ E.

3) Para todo x ∈ E, el polinomio irr(x,K) se factoriza en E[X] como un producto
de polinomios lineales.

4) Existe S ⊆ E tal que E = K(S) y tal que irr(x,K) se factoriza en E[X] como
un producto de polinomios lineales, para todo x ∈ S.

5) Si f ∈ K[X] es irreducible y tiene una ráız en E, entonces f se factoriza en
E[X] como un producto de polinomios lineales.

6) Existe una familia (xi)i∈I de elementos de E, tal que E es el cuerpo de descom-
posición de (irr(xi,K))i∈I .

7) E es el cuerpo de descomposición de una familia de polinomios con coeficientes
en K.

Demostración. 1) ⇒ 2), 3) ⇒ 4), 4) ⇒ 6), 6) ⇒ 7) y 3) ⇔ 5) son triviales.

2) ⇒ 3) Sea x ∈ E e y una ráız de irr(x,K). Por las Proposiciones 4.1 y 4.2 y el
Corolario 4.4 existe un isomorfismo f : C/K → C/K que env́ıa x en y y aśı, por
hipótesis, y ∈ f(E) ⊆ E.

7) ⇒ 1) Sea (Pi)i∈I una familia de polinomios de la que E es el cuerpo de des-
composición y sea S el conjunto de las ráıces de los Pi (i ∈ I). Como E = K(S)
basta observar que f(S) ⊆ S, para todo morfismo f : E/K → C/K, con C una
clausura algebraica de E. �

Teorema 7.5. Sea E/K una extensión finita. Son equivalentes:

1) E/K es normal.

2) |G(E/K)| = γ(E/K).

3) E es el cuerpo de descomposición de un polinomio P de K[X]. Además si
P = Pn1

1 . . . Pnrr donde los Pi’s son polinomios irreducibles distintos de K[X],
entonces (E : K) < gr(P1)! . . . gr(Pr)!.

Demostración. 1) ⇔ 2) Por el punto 2) de la Proposición 6.4, γ(E/K) < ∞. Es
inmediato ahora que 1) y 2) son equivalentes.
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1) ⇒ 3) Sea {x1, . . . , xn} una base de E como K-módulo. Por la equivalencia
entre los items 1) y 6) del Teorema 7.4, E es el cuerpo de descomposición de∏n
i=1 irr(xi,K).

3) ⇒ 1) Sea S el conjunto de las ráıces de P . Por las Proposiciones 3.7 y 3.8,
E = K(S) = K[S] y (E,K) < ∞. Que E/K es normal es una consecuencia
inmediata de la equivalencia entre los puntos 1) y 7) del Teorema 7.4.

Resta probar que si E es el cuerpo de descomposición de P y P = Pn1
1 . . . Pnrr

con los Pi’s irreducibles distintos de K[X], entonces (E : K) < gr(P1)! . . . gr(Pr)!.
Para cada 1 ≤ i ≤ r, denotemos con Ei ⊆ E al cuerpo de descomposición de Pi. Es
inmediato que E es igual al compuesto E1 . . . Er. Dado que, por la Proposición 2.5,
(E : K) ≤ (E1 : K) . . . (Er : K), es suficiente ver que si E es el cuerpo de descom-
posición de un polinomio Q, entonces (E : K) ≤ gr(Q)!. Demostremos esto por
inducción en n = gr(Q). Si n = 1, entonces E = K y no hay nada que probar.
Supongamos ahora que n > 1 y que el resutado vale para polinomios de grado
menor que n. Sea F = K[X]/〈T 〉, donde T es un factor irreducible de Q. Como la
clase de X en F , es una ráız de Q, podemos escribir a Q en la forma Q = Q1Q2 con
Q1 y Q2 pertenecientes a F [X] y Q1 lineal. Sea E un cuerpo de descomposición
de Q2 sobre F . Es claro que E es un cuerpo de descomposición de Q sobre K.
Como gr(Q2) = n − 1, por las Proposiciones 2.5 y 3.4 y la hipótesis inductiva,
(E : K) = (E : F )(F : K) ≤ (n− 1)! gr(T ) ≤ n!. �

Proposición 7.6. Se satisfacen:
1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es normal, entonces E/F también

lo es.
2) Sea

E

F.G
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un diagrama de extensiones. Si F/K es normal, entonces también lo es F.G/G.
3) Si (Ei/K)i∈I es una familia de subextensiones normales de E/K, entonces

K(
⋃
i∈I Ei)/K y (

⋂
i∈I Ei)/K también son normales.

Demostración. 1) Es inmediato.
2) Por la equivalencia entre los puntos 1) y 4) del Teorema 7.4 basta ver que para
cada x ∈ F , el polinomio irr(x,G) se factoriza en F.G[X] como un producto de
polinomios de grado 1, lo que se deduce inmediatamente de que irr(x,G) divide a
irr(x,K) y de que irr(x,K) se factoriza en F [X] ⊆ F.G[X] como un producto de
polinomios de grado 1.
3) Sea C una clausura algebraica de E y f un morfismo de K(

⋃
iEi)/K en C/K.

Como, por hipótesis, f(Ei) ⊆ Ei para todo i ∈ I, tenemos que f(K(
⋃
iEi)) =

K(f(
⋃
iEi))) = K(

⋃
i f(Ei)) ⊆ K(

⋃
iEi). Esto prueba que K(

⋃
i∈I Ei)/K es

normal. Veamos que (
⋂
i∈I Ei)/K es normal. Sea C una clausura algebraica de

K(
⋃
i∈I Ei) y sea σ : C/K → C/K un automorfismo. Como C es una clausura
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algebraica de cada Ei, tenemos que σ(Ei) = Ei para todo i ∈ I. Es claro ahora
que σ(

⋂
i∈I Ei) =

⋂
i∈I σ(Ei) ⊆

⋂
i∈I Ei. Por la equivalencia entre los items 1) y

2) del Teorema 7.4 (
⋂
i∈I Ei)/K es normal. �

Observación 7.7. Sea C/K un clausura algebraica de K. La intersección de una
familia de subextensiones normales de C/K, es normal. En particular dada una
extensión E/K con E ⊆ C existe una mı́nima subextensión normal E′/K de C/K
que contiene a E. Esta extensión se llama la clausura normal de E en C. Es
fácil ver que E′ = K(

⋃
σ(E)), donde σ recorre el conjunto Hom(E/K,C/K). En

particular, por las Proposiciones 2.5 y 6.4, si E/K es finita, entonces E′/K también
lo es.

8. Extensiones separables

Definición 8.1. Sea K un cuerpo. Un polinomio P ∈ K[X] es separable si no
tiene ráıces múltiples en ninguna clausura algebraica de K.

Proposición 8.2. Sea K un cuerpo, P un polinomio de K[X] y x ∈ K. Son
equivalentes:
1) (X − x)2 divide a P .
2) X − x divide a P y a P ′.
En particular, P es separable si y sólo si es coprimo con P ′.

Demostración. 1) ⇒ 2) Escribamos P = (X − x)2Q. Derivando obtenemos que
P ′ = (X − x)2Q′ + 2(X − x)Q = (X − x)((X − x)Q′ + 2Q), de donde X − x divide
a P ′.
2) ⇒ 1) Escribamos P = (X − x)Q. Derivando obtenemos P ′ = Q + (X − x)Q′.
Como X − x divide a P ′ y a (X − x)Q′, divide también a Q. Aśı, (X − x)2 divide
a P . �

Proposición 8.3. Sea K un cuerpo y P un polinomio irreducible de K[X]. Son
equivalentes:
1) P es separable.
2) Alguna ráız de P es simple.
3) P ′ 6= 0.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es trivial.
2) ⇒ 3) Sea C una clausura algebraica de K y x ∈ C una ráız de P . Si P ′ fuera
cero, entonces X − x dividiŕıa a P ′ y, por la Proposición 8.2, (X − x)2 a P .
3) ⇒ 1) Como gr(P ′) < gr(P ) y P es irreducible, 〈P, P ′〉 = K[X]. Aśı, P y P ′

no pueden tener ninguna ráız en común en ninguna extensión de K, lo que por la
Proposición 8.2, muestra que P es separable. �

Proposición 8.4. Sea K un cuerpo y P un polinomio irreducible de K[X]. Se
satisfacen:
1) Si la caracteŕıstica de K es cero, entonces P es separable.
2) Si la caracteŕıstica de K es p > 0, entonces existe un polinomio irreducible y

separable Q ∈ K[X] y un entero no negativo h tal que P = Q(Xph).

Demostración. 1) es trivial. Veamos que vale 2). Sea h máximo tal que existe
Q ∈ K[X] con P = Q(Xph). Como P es irreducible también lo es Q. Aśı, por
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la Proposición 8.3, si Q no fuera separable, Q′ seŕıa igual a cero. En consecuencia
Q tendŕıa la forma Q = T (Xp) y P seŕıa igual a T (Xph+1

), contradiciendo la
maximalidad de h. �

Definición 8.5. Sea E/K una extensión algebraica y sea x ∈ E. Decimos que x
es separable sobre K si irr(x,K) lo es.

Observación 8.6. Sea E/K una extensión algebraica y sea x ∈ E. Por las Proposi-
ciones 3.4 y 6.2, x es separable si y sólo si γ(K(x)/K) = (K(x) : K). Además si
x ∈ E es separable, también lo son todos sus conjugados.

Observación 8.7. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0, E/K una extensión al-
gebraica y x ∈ E. Por la Observación 8.6 y el item 1) de la Proposición 8.4,
(K(x) : K) = γ(K(x)/K).

Observación 8.8. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0, E/K una extensión
algebraica y x ∈ E. Por el item 2) de la Proposición 8.4 existe un polinomio
irreducible y separable P ∈ K[X] y un entero no negativo h tal que irr(x,K) =
P (Xph). Sea C una clausura algebraica de E y sean y1, . . . , yn las ráıces de P en
C. Como C es algebraicamente cerrado existen x1, . . . , xn ∈ C tales que yi = xp

h

i

para todo 1 ≤ i ≤ n. Aśı,

irr(x,K) = P (Xph) =
n∏
i=1

(Xph − yi) =
n∏
i=1

(Xph − xp
h

i ) =

(
n∏
i=1

(X − xi)
)ph

.

En consecuencia, por las Proposiciones 3.4 y 6.2, (K(x) : K) = γ(K(x)/K)ph.

Proposición 8.9. Sea E/K una extensión finita. Si la caracteŕıstica de K es 0,
entonces γ(E/K) = (E : K) y si la caracteŕıstica de K es p > 0, entonces γ(E/K)
divide a (E : K) y su cociente es una potencia de p.

Demostración. Hacemos la demostración por inducción en (E : K). Si (E : K) = 1
no hay nada que probar. Supongamos ahora que (E : K) > 1 y que el resultado
vale para extensiones de grado menor que (E : K). Tomemos x ∈ E \K. Por la
hipótesis inductiva, si la caracteŕıstica de K es cero, (E : K(x)) = γ(E/K(x)) y, si
la caracteŕıstica de K es p > 0, existe un número natural h tal que (E : K(x)) =
γ(E/K(x))ph. La demostración se termina usando las Observaciones 8.7 y 8.8 y la
Proposición 6.3. �

Definición 8.10. Una extensión algebraica E/K es separable si lo son todos sus
elementos.

Proposición 8.11. Sea E/K una extensión finita y S ⊆ E tal que E = K(S).
Son equivalentes:

1) E/K es separable.

2) Todo x ∈ S es separable.

3) γ(E/K) = (E : K)

Demostración. Que 1) implica 2) es inmediato. Como (E : K) < ∞ existe un
subconjunto finito S′ de S tal que E = K(S′). Vamos probar que 2) ⇒ 3) por
inducción en la cantidad de elementos de S′. Por la Observación 8.6, (K(x) : K) =
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γ(K(x)/K). Aśı, por las Proposiciones 2.5 y 6.3 y la hipótesis inductiva aplicada
a la extensión E/K(x),

(E : K) = (E : K(x))(K(x) : K) = γ(E/K(x))γ(K(x)/K) = γ(E/K).

Veamos ahora que 3) implica 1). Tomemos x ∈ E. Por las Proposiciones 2.5 y 6.3
y la hipótesis,

(E : K(x))(K(x) : K) = (E : K) = γ(E/K) = γ(E/K(x))γ(K(x)/K).

Como, por el punto 2) de la Proposición 6.4,

γ(E/K(x)) ≤ (E : K(x)) y γ(K(x)/K) ≤ (K(x) : K),

de la igualdad anterior se sigue que γ(K(x)/K) = (K(x) : K). Aśı, por la Obser-
vación 8.6, x es separable. �

Proposición 8.12. Sea E/K una extensión algebraica y S ⊆ E tal que K(S) = E.
Si S es un conjunto de elementos separables de E, entonces E/K es separable y
además γ(E/K) = (E : K).

Demostración. Por la Proposición 8.11 podemos suponer que E/K es infinita. Dado
x ∈ K(S) existe S′ ⊆ S finito tal que x ∈ K(S′) y (K(S′) : K) ≥ n. Por las
Proposiciones 3.7 y 3.8, la extensión K(S′)/K es finita. Aśı podemos aplicar la
Proposición 8.11, lo que muestra que x es separable. Como esto vale para cada
x ∈ K(S), la extensión E/K es separable. La última afirmación se sigue de que
dado n ∈ N existe una subextensión finita E′/K de E/K tal que (E′ : K) ≥ n y
de que, por las Proposiciones 6.3 y 8.11, γ(E/K) ≥ γ(E′/K) = (E′ : K). �

Proposición 8.13. Sean F/K y E/F dos extensiones algebraicas. Si F/K es sep-
arable, entonces todo elemento de E que es separable sobre F , es también separable
sobre K.

Demostración. Sea x ∈ E un elemento separable sobre F . Consideremos la subex-
tensión F ′/K de F/K generada por los coeficientes de irr(x, F ). De las Proposi-
ciones 3.7, 3.8 y 8.11 se sigue que F ′/K y F ′(x)/F ′ son finitas y separables. Aśı,
por las Proposiciones 2.5, 6.3 y 8.11,

γ(F ′(x)/K) = γ(F ′(x)/F ′)γ(F ′/K) = (F ′(x) : F ′)(F ′ : K) = (F ′(x) : K),

lo que, por la Proposición 8.11, muestra que x es separable sobre K. �

Corolario 8.14. Sea E/K una extensión algebraica. El conjunto F de los elemen-
tos de E que son separables sobre K es una subextensión separable F/K de E/K.
Además se satisfacen:
1) Todo elemento de E separable sobre F pertenece a F .
2) Si E/K es normal, entonces F/K también lo es.

Demostración. La parte principal del Corolario y el item 1) se siguen de la Proposi-
ciones 8.12 y 8.13, respectivamente, mientras que el item 2) es consecuencia inmedi-
ata de la Observación 8.6. �
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Definición 8.15. Sea E/K una extensión algebraica. La clausura separable F de
K en E es el conjunto de los elementos de E que son separables sobre K. Cuando
F es igual a K decimos que K es separablemente cerrado en E.

Proposición 8.16. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Entonces E/K es separable si y sólo si F/K
y E/F lo son.

2) Sea
E

F.G

zzzzzz
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F
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K
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un diagrama de extensiones. Si F/K es separable, entonces también lo es F.G/G.

3) Si (Ei/K)i∈I es una familia de subextensiones separables de E/K, entonces
K(
⋃
i∈I Ei)/K también es separable.

Demostración. 1) Que E/K separable implica que E/F y F/K son separables es
inmediato. Por la Proposición 8.13 si E/F y F/K son separables, entonces E/K
también lo es.

2) Se lo deduce de la Proposición 8.12, de que F.G = G(F ) y de que irr(x,G) divide
a irr(x,K), para cada x ∈ F .

3) Esto se sigue inmediatamente de la Proposición 8.12. �

Proposición 8.17. La clausura normal E′/K de una extensión separable E/K,
es separable.

Demostración. Sea I = Hom(E/K,C/K), donde C es una clausura algebraica de
E. El resultado se sigue inmediatamente de que E′ = K(

⋃
σ∈I σ(E)), de que cada

una de las extensiones σ(E)/K es separable y de la Proposición 8.12. �

Dado un subconjunto S de una K-álgebra E y un número natural entero n,
denotamos con Sn a {sn : s ∈ S}.

Lema 8.18. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0, E/K una extensión alge-
braica de K y S ⊆ E. Son equivalentes:

1) Existe k ≥ 1 tal que K(Sp
k

) = K(S).

2) K(Sp
k

) = K(S) para todo k ≥ 1.

Demostración. Que 2) implica 1) es trivial. Veamos que 1) implica 2). Es claro que
K(Sp

i+1
) ⊆ K(Sp

i

), para todo i ≥ 0. En particular, K(Sp
k

) ⊆ K(Sp) ⊆ K(S), lo
que junto con la hipótesis implica que K(Sp) = K(S). Aśı,

K(Sp
i

) ⊆ K(K(S)p
i

) = K(K(Sp)p
i

) ⊆ K(K(Sp
i+1

)) = K(Sp
i+1

),

para todo i ≥ 0. �
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El item 1) se puede demostrar de forma más pedestre. Esta última demostración
tiene la ventaja de ser constructiva. Sea S = (sj)J∈J una familia de elementos de
E tal que K(S) = K(Sp). Supongamos que x ∈ K(Sp

i

) y escribamos x = P (sp
i

j′ )
y sj′ = Pj′(s

p
j ), donde P (Xj′ (j′ ∈ J)) y los Pj′(Xj (j ∈ J))’s son polinomios con

coeficientes en K. Entonces x = P ((Pj′(s
p
j ))

pi) ∈ K(Sp
i+1

).

Proposición 8.19. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0, E/K una extensión
algebraica de K y S ⊆ K tal que E = K(S). Se satisfacen:

1) Si E/K es separable, entonces E = K(Sp
k

) para todo k ≥ 1.

2) Si E/K es finito y E = K(Sp
k

) para algún k ≥ 1, entonces E/K es separable.

Demostración. 1) Sea x ∈ S. Como x es ráız de (X − x)p = Xp − xp ∈ K(xp)[X],
existe 1 ≤ i ≤ p tal que irr(x,K(xp)) = (X − x)i. Aśı, dado que irr(x,K(xp))
divide a irr(x,K) y este último polinomio es separable, i = 1. En consecuencia,
X−x ∈ K(xp)[X], lo que implica que x ∈ K(xp). Como esto vale para todo x ∈ S,
tenemos que E = K(Sp). La demostración se termina inmediatamente usando el
Lema 8.18.
2) Como E/K es finito, tenemos que E = K(T ) = K(T p

k

) para un subconjunto
finito T de S. Sea r ≥ 1 tal que todos los elementos de T p

r

son separables. Por el
Lema 8.18, E = K(T p

r

) que, por la Proposición 8.12, es separable. �

Notemos que en la demostración del item 1) hemos probado que para cada x ∈ E
vale que x ∈ K(xp). Pero esto se deduce también de item 1) aplicado a la extensión
K(x)/K. En realidad de esta manera vemos que x ∈ K(xp

k

) para todo k ≥ 1.
La hipótesis de finitud del item 2) se puede evitar pidiendo que exista una familia
(Si)i∈I de subconjuntos finitos de S tales que cada subextensión finita de E/K sea
una subextensión de alguna de las extensiones K(Si)/K’s y para cada i ∈ I exista
ki ≥ 1 tal que K(Si) = K(Sp

ki

i ). Esto da una rećıproca de la formulación mas fina
del item 1) que acabamos de dar recién.

Corolario 8.20. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0, E/K una extensión
separable de K y S ⊆ K. Se satisfacen:
1) Si el K-espacio vectorial generado por S es igual a E, entonces el K-espacio

vectorial generado por Sp es también igual a E.
2) Si S es linealmente independiente sobre K, entonces Sp también es linealmente

independiente sobre K.
3) Si S es una base de E sobre K, entonces Sp también es una base de E sobre K.

Demostración. 1) Dado un subcuerpo F de E y un subconjunto de T de E, denote-
mos con F 〈T 〉 al subespacio F -lineal de E generado por T . Como E = K〈S〉, tene-
mos que Ep = Kp〈Sp〉 y como K〈Ep〉 es un álgebra tenemos que K〈Ep〉 = K[Ep].
Aśı, por las Proposiciones 3.8 y 8.19,

E = K[Ep] = K〈Ep〉 = K〈Kp〈Sp〉〉 = K〈Sp〉.

2) Es claro que podemos suponer que S es finito. Sea T un subconjunto K-
linealmente independiente de K(S) tal que S ⊆ T y K(S) = K〈T 〉. Por el item 1),
K〈T 〉 = K〈T p〉. Como #(T p) = #(T ) = (K(S) : K) < ∞, de la independencia
lineal de T sobre K se deduce la de T p.
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3) Es consecuencia inmediata de los items 1) y 2). �

Notación y Observación 8.21. Sea E/K una extensión finita. Se llama grado de
inseparabilidad de E/K al cociente (E : K)i = (E : K)/γ(E/K). Es claro que si la
caracteŕıstica de K es cero, entonces (E : K)i = 1 y que si la caracteŕıstica de K es
p > 0, entonces (E : K)i es una potencia de p. Además, por las Proposiciones 2.5
y 6.3, si E/F y F/K son extensiones finitas, entonces (E : K)i = (E : F )i(F : K)i.
Por último, de la definición y de la Proposición 8.11, se deduce inmediatamente que
E/K es separable si y sólo si (E : K)i = 1.

9. Existencia de clausura separable

Definición 9.1. Un cuerpo es separablemente cerrado si no tiene extensiones sep-
arables propias.

Proposición 9.2. Sea K un cuerpo. Son equivalentes:

1) K es separablemente cerrado.

2) Todo polinomio no constante y separable de K[X] se expresa como producto de
polinomios lineales.

3) Todo polinomio no constante y separable de K[X] tiene una ráız en K.

4) Todo polinomio separable e irreducible de K[X] es lineal.

Demostración. 1) ⇒ 2) Sea P ∈ K[X] un polinomio separable, C una clausura
algebraica de K y x1, . . . , xn las ráıces de P en C. Como, por la Proposición 8.12,
K(x1, . . . , xn)/K es separable, x1, . . . , xn ∈ K. Aśı P se factoriza en K[X] como
un producto de polinomios lineales.

2) ⇒ 3) Es trivial.

3) ⇒ 4) Es trivial.

4)⇒ 1) Sea E/K una extensión separable y x ∈ E. Por hipótesis irr(x,K) es igual
a X − c con c ∈ K. Como x se anula en irr(x,K) = X − c, tenemos que x = c ∈ K
y aśı E = K. �

Definición 9.3. Sea E/K una extensión separable. Si E es separablemente cerra-
do decimos que E es una clausura separable de K.

Proposición 9.4. Sea E/K una extensión separable. Son equivalentes:

1) E es una clausura separable de K.

2) Todo polinomio separable con coeficientes en K se factoriza en E[X] como un
producto de polinomios lineales.

3) Todo polinomio separable e irreducible de K[X] se factoriza en E[X] como un
producto de polinomios lineales.

Demostración. 1 ⇒ 2) y 2) ⇒ 3) son triviales. Veamos que 3) ⇒ 1). Sea E′/E
una extensión separable y sea x ∈ E′. Por hipótesis irr(x,K) tiene todas sus ráıces
en E. Aśı, como x es una ráız de irr(x,K), tenemos que x ∈ E. �

Teorema 9.5. Se satisfacen:

1) Todo cuerpo K tiene una clausura separable.
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2) Si E/K y E′/K son dos clausuras separables de K, entonces existe un isomor-
fismo de extensiones f : E/K → E′/K.

Demostración. 1) Sea C una clausura algebraica de K y E la clausura separable
de K en C. Es claro que cada polinomio separable de K[X] tiene sus ráıces en E.
Aśı, por la Proposición 9.4, E/K es una clausura separable de K.
2) Por la Proposición 4.2 existe un morfismo f de E/K en E′/K. Por la Proposi-
ción 9.4, para cada x ∈ E′, el polinomio irr(x,K) tiene gr(irr(x,K)) ráıces distintas,
tanto en E como en E′. Aśı, por la Proposición 4.3, f es sobreyectivo. �

10. Extensiones puramente inseparables

Definición 10.1. Sea E/K una extensión algebraica, C una clausura algebraica
de E y x ∈ E. Decimos que x es puramente inseparable sobre K si irr(x,K) no
tiene ninguna ráız distinta de x en C.

Proposición 10.2. Sea E/K una extensión algebraica y x ∈ E. Son equivalentes:
1) x es puramente inseparable.
2) γ(K(x)/K) = 1.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la Proposición 6.2. �

Observación 10.3. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0 y E/K una extensión al-
gebraica. Por el item 1) de la Proposición 8.4, todo elemento de E, puramente
inseparable sobre K, pertenece a K.

Proposición 10.4. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0, E/K una extensión
algebraica y x ∈ E. Son equivalentes:
1) x es puramente inseparable.

2) irr(x,K) tiene la forma (X − x)p
h

= Xph − xph .

3) Existe h > 0 tal que xp
h ∈ K.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es consecuencia inmediata de la Observación 8.8.
2) ⇒ 3) Es trivial.

3)⇒ 1) Basta observar que irr(x,K) | (X−x)p
h

, ya que x se anula en (X−x)p
h

=
Xph − xph . �

Definición 10.5. Una extensión algebraica E/K es puramente inseparable si lo
son todos sus elementos.

Observación 10.6. Sea K un cuerpo. Por la Observación 10.3, Si K tiene una ex-
tensión propia y puramente inseparable, entonces la caracteŕıstica de K es positiva.

Proposición 10.7. Sea, E/K una extensión algebraica y S ⊆ E tal que E = K(S).
Son equivalentes:
1) E/K es puramente inseparable.
2) Todos los elementos separables de E están en K.
3) Todo x ∈ S es puramente inseparable.
4) γ(E/K) = 1.

Demostración. 1) ⇒ 2) Esto es inmediato.
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2)⇒ 3) Si la caracteŕıstica deK es cero, entonces por el item 1) de la Proposición 8.4
E = K y el resultado es inmediato. Podemos suponer entonces que la caracteŕıstica
de K es p > 0. Tomemos x ∈ S. Por la Observación 8.8 existe un polinomio
irreducible y separable P ∈ K[X] y un número natural h tal que irr(x,K) =
P (Xph). Como xp

h

es ráız de P es separable. Aśı, por hipótesis, xp
h

pertenece a
K y, en consecuencia, por la Proposición 10.4, x es puramente inseparable.
3)⇒ 4) Sea C una clausura algebraica de E y sea f un morfismo de E/K en C/K.
Como f(x) = x para todo x ∈ S, tenemos que f = id .
4) ⇒ 1) Sea x ∈ E. Por la Proposición 6.3, 1 = γ(E/K) = γ(E/K(x))γ(K(x)/K).
Aśı, γ(K(x)/K) = 1, de donde por la Proposición 10.2, x es puramente insepara-
ble. �

Corolario 10.8. Si E/K es una extensión finita, entonces E/K es puramente
inseparable si y sólo si (E : K) = (E : K)i. En particular, si K tiene caracteŕıstica
p > 0 y E/K es puramente inseparable, entonces (E : K) es una potencia de p.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la equivalencia entre los puntos 1) y 4)
de la Proposición 10.7. �

Proposición 10.9. Sea E/K una extensión algebraica, F la clausura separable de
K en E y C una clausura algebraica de E. Se satisfacen:
1) E/F es puramente inseparable, cada morfismo de extensiones de E/K en C/K

está univocamente determinado por su restricción a F y (F : K) = γ(E/K).

2) Si E/F es finita, entonces E(E:F ) ⊆ F , donde E(E:F ) = {x(E:F ) : x ∈ E}.
3) Si E/K es finita, entonces (E : F ) = (E : K)i.

Demostración. 1) Por el Corolario 8.14 y la equivalencia entre los puntos 1) y
2) de la Proposición 10.7, la extensión E/F es puramente inseparable. Además,
como γ(E/F ) = 1, cada morfismo de extensiones de E/K en C/K está univo-
camente determinado por su restricción a F . Por último (F : K) = γ(F/K) =
γ(F/K)γ(E/F ) = γ(E/K).

2) Por la Proposición 10.4, xgr(irr(x,F )) ∈ F . Aśı, dado que por la Proposición 3.4
y el item 1) de la Proposición 2.5, gr(irr(x, F )) divide a (E : F ), tenemos que
x(E:F ) ∈ F .
3) Si E/K es finito, entonces (E : F ) = (E : K)/(F : K) = (E : K)/γ(E/K) =
(E : K)i. �

Proposición 10.10. Se satisfacen:
1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Entonces E/K es puramente inseparable, si

y sólo si E/F y F/K lo son.
2) Sea

E

F.G
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un diagrama de extensiones. Si F/K es puramente inseparable, entonces también
F.G/G lo es.

3) Si (Ei/K)i∈I es una familia de subextensiones puramente inseparables de E/K,
entonces K(

⋃
i∈I Ei)/K también es puramente inseparable.

Demostración. 1) Se lo deduce inmediatamente de la Proposición 6.3 y de la equiv-
alencia entre los puntos 1) y 4) de la Proposición 10.7.

2) Se lo deduce de que F.G = G(F ), de que irr(x,G) | irr(x,K) para todo x ∈ F y
de la equivalencia entre los puntos 1) y 3) de la Proposición 10.7.

3) Esto se deduce inmediatamente de la equivalencia entre los puntos 1) y 3) de la
Proposición 10.7. �

Corolario 10.11. Sea E/K una extensión algebraica y sea F el conjunto de los
elementos de E que son puramente inseparables. Se satisfacen:

1) F/K es una subextensión normal de E/K.

2) Todo elemento de E puramente inseparable sobre F pertenece a F .

3) F es el cuerpo dejado fijo por todos los morfismos de E/K en C/K, donde C es
una clausura algebraica de E.

4) Si E/K es normal, entonces F es el cuerpo dejado fijo por los elementos de
G(E/K).

5) Si F ′ la clausura separable de K en E, entonces F ∩ F ′ = K. Además E/F es
separable si y sólo si E = F.F ′.

Demostración. 1) Por la Proposición 10.7, F es un cuerpo. Ahora, por las equiv-
alencias entre los puntos 1) y 2) de la Proposición 10.4 y los puntos 1) y 3) del
Teorema 7.4, F/K es normal. Veamos el item 2). Tomemos x ∈ E puramente in-
separable sobre F . Por la equivalencia entre los puntos 1) y 3) de la Proposición 10.7
y por el punto 1) de la Proposición 10.10, F [x]/K es puramente inseparable. Aśı,
por definición, x ∈ F . Es claro que 3) implica 4). Veamos que vale 3). Como
γ(F/K) = 1, todo elemento de Hom(E/K,C/K) deja fijo a los elementos de F .
Resta ver que si x ∈ E no es puramente inseparable, entonces existe un morfismo f
de E/K en C/K tal que f(x) 6= x, lo que se deduce de que, por la Proposición 10.2,
existe f : K(x)/K → C/K tal que f(x) 6= x y de que, por la Proposición 4.2, este
morfismo se extiende a E. Para terminar la demostración, debemos probar el
item 5). Por el item 1) de la Proposición 8.16 y el item 1) de la Proposición 10.10,
la extensión (F ∩ F ′)/K es separable y puramente inseparable y aśı, F ∩ F ′ = K.
Ahora, por el item 1) de la Proposición 10.9 y el item 1) de la Proposición 10.10,
E/F.F ′ es puramente inseparable y si E/F es separable, entonces por el item 1) de
la Proposición 8.16, E/F.F ′ también lo es. Aśı, en este caso, E/F.F ′ es separable
y puramente inseparable y, por lo tanto, E = F.F ′. Rećıprocamente, si E = F.F ′,
entonces E/F = F.F ′/F es separable por ser el levantado de F ′/K y por el item 2)
de la Proposición 8.16. �

Definición 10.12. Sea E/K una extensión algebraica. La clausura perfecta F de
K en E es el conjunto de los elementos de E que son puramente inseparables sobre
K.

A continuación constrúımos una extensión algebraica que está generada por un
elemento que no es ni separable ni puramente inseparable.
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Ejemplo 10.13. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0 y sea t una indetermi-
nada. Por el Criterio de Eisenstein el polinomio P (X) = Xp2

+tXp+t ∈ K(t)[X] es
irreducible. Escribamos E = K(t)[X]/〈P (X)〉 y consideremos la extensión E/K(t).
El polinomio minimal de la clase X de X en E es P . Aśı, como P (X) = Q(Xp),
donde Q = Xp + tX + t, el elemento X no es separable. Por otra parte, si X fuera
puramente inseparable sobre K(t), entonces tendŕıamos

Xp2
+ tXp + t = (X −X)p

2
= Xp2

−Xp2

,

lo que se contradeciŕıa con que t 6= 0.

11. Existencia de clausura perfecta

Definición 11.1. Un cuerpo K es perfecto si toda extensión algebraica de K es
separable.

Observación 11.2. Por el item 2) de la Proposición 8.6 todo cuerpo de caracteŕıstica
cero es perfecto.

Proposición 11.3. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica positiva p. Son equivalentes:

1) K es perfecto.

2) K no tiene extensiones puramente inseparables propias.

3) Todo polinomio de la forma Xph − c con c ∈ K se factoriza en K[X] como
Xph − c = (X − x)p

h

.

4) Todo polinomio de la forma Xp − c con c ∈ K tiene una ráız en K.

5) El morfismo de Frobenius σ : K → K, definido por σ(x) = xp, es un isomorfismo.

6) Todo polinomio irreducible de K[X] es separable.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es trivial.

2) ⇒ 3) Sea C una clausura algebraica de K y sea x ∈ C una ráız de Xph − c.
Por la equivalencia entre los items 1) y 3) de la Proposición 10.4, x es puramente
inseparable. Aśı, por la Proposición 10.7, K(x)/K es puramente inseparable, de
donde x ∈ K. En consecuencia, Xph − c = Xph − xph = (X − x)p

h

.

3) ⇒ 4) Es trivial.

4) ⇒ 5) Es trivial.

5) ⇒ 6) Sea P un polinomio irreducible de K[X]. Por el item 3) de la Proposi-
ción 8.6, existe un polinomio irreducible y separable Q = a0 + · · ·+anX

n ∈ K[X] y
un entero no negativo h tal que P = Q(Xph). Por hipótesis existen b0, . . . , bn ∈ K
tales que ai = bp

h

i . Aśı, P = Q(Xph) = (b0 +· · ·+bnXn)p
h

y, como P es irreducible,
esto implica que h = 0.

6) ⇒ 1) Sea E/K una extensión algebraica de K. Entonces E/K es separable, ya
que por hipótesis irr(x,K) es separable cualquiera sea x ∈ E. �

Ejemplo. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0. Por el Corolario 4.3, si K/Fp
es algebraico, entonces el morfismo de Frobenius σ : K → K es sobreyectivo y aśı,
en este caso, K es perfecto.
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Proposición 11.4. Se satisfacen:
1) Si E/K es algebraica y K es perfecto, entonces E es perfecto.
2) Si E/K es finita y E es perfecto, entonces K es perfecto.

Demostración. 1) Sea E′/E una extensión algebraica. Por el item 1) de la Proposi-
ción 3.12 y la hipótesis, E′/K es separable. Ahora, por el item 1) de la Proposi-
ción 8.16, E′/E también lo es.
2) Es claro que podemos suponer que la caracteŕıstica de K es p > 0. Además un
proceso inductivo reduce el problema al caso en que existe x ∈ E tal que E = K(x).
Sea irr(x,K) = Xn + an−1X

n−1 + · · ·+ a0 el polinomio minimal de x. Entonces la
igualdad

0 = (xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0)p = (xp)n + apn−1(xp)n−1 + · · ·+ ap0

muestra que (Kp(xp) : Kp) ≤ n = (K(x) : K). Por otro lado, como K(x) es
perfecto, Kp(xp) = K(x)p = K(x). Combinando estos dos hechos obtenemos
que (K(x) : Kp) ≤ (K(x) : K), lo que implica que K = Kp. De aqúı se deduce
inmediatamente que el automorfismo de Frobenius σ : K → K, dado por σ(y) = yp,
es sobreyectivo, de donde, por la Proposición 11.3, K es perfecto. �

Definición 11.5. Sea E/K una extensión puramente inseparable. Si E es perfecto
decimos que E es una clausura perfecta de K.

Proposición 11.6. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica positiva p y sea E/K una
extensión puramente inseparable. Son equivalentes:
1) E es una clausura perfecta de K.

2) Todo polinomio de la forma Xph − c con c ∈ K se factoriza en E[X] como
Xph − c = (X − x)p

h

.

3) Todo polinomio irreducible de la forma Xph − c con c ∈ K tiene una ráız en E.

Demostración. 1) ⇒ 2) Se lo deduce inmediatamente de la Proposición 11.3.
2) ⇒ 3) Es trivial.
3) ⇒ 1) Sea E′/E una extensión puramente inseparable y sea x ∈ E′. Entonces
irr(x,K) = Xph − c con c ∈ K. Por hipótesis este polinomio tiene una ráız y ∈ E.
Pero entonces xp

h

= yp
h

, de donde x = y ∈ E. Como esto vale para cada x ∈ E′,
tenemos que E′ es igual a E. �

Teorema 11.7. Se satisfacen:
1) Todo cuerpo K tiene una clausura perfecta.
2) Si E/K y E′/K son dos clausuras perfectas de K, entonces existe un isomor-

fismo de extensiones f : E/K → E′/K.

Demostración. 1) Si la caracteŕıstica deK es cero, entonces por la Observación 11.2,
K es la clausura perfecta de K. Podemos suponer aśı que la caracteŕıstica de K es
p > 0. Sea C una clausura algebraica de K y sea E la clausura perfecta de K en
C. Es claro que cada polinomio de la forma Xph − c con c ∈ K, tiene una ráız en
E. Aśı, por la Proposición 11.6, E/K es una clausura perfecta de K.
2) Por la Proposición 4.2 existe un morfismo f de E/K en E′/K. Si la carac-
teŕıstica de K es cero, entonces K = E = E′ y es inmediato que f es sobreyectiva.
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Supongamos ahora que la caracteŕıstica de K es p > 0. Por la Proposición 11.3,
para cada x ∈ E′, el polinomio irr(x,K) tiene tanto en E como en E′ sólo una ráız.
Aśı, por la Proposición 4.3, f es sobreyectiva. �

12. Extensiones simples

Proposición 12.1. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es
ćıclico.

Demostración. Sea G un subgrupo finito del grupo multiplicativo K∗ de un cuerpo
K y sea x ∈ G un elemento de orden máximoN . Se afirma que si y es un elemento de
G, entonces el orden n de y divide a N . En efecto, de lo contrario existiŕıa un primo
p y un número natural h tal que ph−1 | N , ph - N y ph | n, de donde xp

h−1
yn/p

h

tendŕıa orden pN , contradiciendo la maximalidad de N . En consecuencia G está
inclúıdo en el conjunto de las ráıces de XN − 1, lo que implica que |G| ≤ N = |〈x〉|
y, por lo tanto, que G = 〈x〉. �

Definición 12.2. Una extensión E/K es simple o monogena si existe x ∈ E tal
que E = K(x).

Teorema 12.3. Sea E/K una extensión. Son equivalentes:

1) E/K es finita y simple.

2) E/K es algebraica y simple.

3) Sólo hay un número finito de subextensiones de E/K.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es consecuencia inmediata de la Proposición 3.8.

2) ⇒ 3) Sea x ∈ E tal que E = K(x). Consideremos la función θ, del conjunto
de subextensiones F/K de E/K en el de los polinomios mónicos que dividen a
irr(x,K), dada por θ(F ) = irr(x, F ). Como este último es un conjunto finito,
para ver que el primero también lo es basta mostrar que θ es inyectiva. Sea F ′ el
subcuerpo de F generado por K y los coeficientes de irr(x, F ). Como irr(x, F ) es
irreducible sobre F ′, tenemos que irr(x, F ) = irr(x, F ′). Aśı, de

(E : F ) = (F (x) : F ) = gr(irr(x, F )) = gr(irr(x, F ′) = (F ′(x) : F ′) = (E : F ′),

deducimos que F = F ′, lo que muestra que θ es inyectiva.

3) ⇒ 1) Dado x ∈ E existe m ∈ N tal que K(xm+1) = K(xm). Aśı, cada x ∈ E y,
por lo tanto E, es algebraico. Sea E1, . . . , En la familia de subextensiones propias de
E/K. Para cada 1 ≤ i ≤ n tomemos xi ∈ E \ Ei. Entonces E = K(x1, . . . , xn), lo
que por la Proposición 3.7 muestra que E/K es finita. Veamos que E/K es simple.
Por la Proposición 12.1 esto es evidente siK y, por lo tanto E, es finito. Supongamos
ahora que K es infinito. Es claro que basta ver que dados x, y ∈ E, existe λ ∈ K tal
que K(x, y) = K(x+λy). Como entre K y E hay sólo una cantidad finita de cuerpos
intermedios, existen λ1, λ2 ∈ K, distintos tales que K(x+λ1y) = K(x+λ2y). Aśı,

y =
1

λ2 − λ1

(
(x+ λ2y)− (x+ λ1y)

)
y x = (x+ λ1y)− λ1y,

están en K(x+ λ1y), lo que prueba que K(x, y) = K(x+ λ1y). �
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Teorema 12.4. Sea K(x1, . . . , xn, y)/K una extensión algebraica. Si los xi’s son
separables, entonces K(x1, . . . , xn, y)/K es simple.

Demostración. Por la Proposición 12.1 podemos suponer que K es infinito. Por un
argumento inductivo, podemos suponer también que n = 1. Sea C una clausura
algebraica de K(x1, y). Denotemos con {x′1 = x1, x

′
2, . . . , x

′
r} y {y1 = y, y2, . . . , ys}

a las ráıces en C de P (X) = irr(x1,K) y Q(X) = irr(y,K), respectivamente. Como
K es infinito, existe λ ∈ K tal que los λx′i + yj son todos distintos. Escribamos
z = λx1 + y. Es claro que Q(z − λx1) = Q(y) = 0 y que Q(z − λx′i) 6= 0 para todo
i 6= 1. Dado que x1 es una ráız simple de P (X), esto implica que el máximo de
los divisores comunes de P (X) y de Q(z − λX) en K(z)[X] es X − x1, de donde
x1 ∈ K(z). Ahora es claro que y = z − λx1 también está en K(z) y, por lo tanto,
que K(x1, y) = K(z). �

Corolario 12.5. Toda extensión finita y separable es simple.

Corolario 12.6. Si E/K es separable, entonces

(E : K) = sup{gr(irr(x,K) : x ∈ E} = sup{γ(K(x)/K) : x ∈ E} = γ(E/K).

Demostración. Si E/K es finito, entonces el resultado se deduce inmediatamente
de la Proposiciones 3.4 y 8.11 y 12.5. Si (E : K) = ∞, entonces para cada n ∈ N,
existe una subextensión finita F/K de E/K tal que n ≤ (F : K). En consecuencia,
por las Proposiciones 3.4 y 12.5, (E : K) = sup{gr(irr(x,K) : x ∈ E}. La segunda
igualdad se deduce inmediatamente de la Proposición 8.11. Finalmente, la última
se deduce facilmente de que, por la Proposición 6.3, γ(K(x)/K) ≤ γ(E/K) para
todo x ∈ E. �

13. Teoŕıa de Galois

Definición 13.1. Sea E/K una extensión y H ⊆ G(E/K) un subgrupo. Se define
EH = {x ∈ E : σ(x) = x para todo σ ∈ H}. Es claro que EH es un subcuerpo de
E que contiene a K.

Observación 13.2. Sea E/K una extensión, G = G(E/K) e I(E/K) y S(G) los
reticulados de subextensiones de E/K y de subgrupos de G respectivamente. Las
asignaciones de I(E/K) en S(G) y de S(G) en I(E/K), dadas por F/K 7→ G(E/F )
y H 7→ EH respectivamente, satisfacen:

1) Si K ⊆ F ⊆ F ′ ⊆ E, entonces G(E/F ) ⊇ G(E/F ′).

2) Si H ⊆ H ′ son subgrupos de G, entonces EH ⊇ EH′ .

3) Para cada subextensión F/K de E/K, tenemos F ⊆ EG(E/F ).

4) Para cada subgrupo H de G(E/K) tenemos H ⊆ G(E/EH).

5) Para cada F/K ∈ I(E/K) y cada f ∈ G, tenemos G(E/f(F )) = f.G(E/F ).f−1.

6) Para cada H ∈ S(G) y cada f ∈ G, tenemos EfHf
−1

= f(EH).

El siguiente resultado es una consecuencia formal de los primeros cuatro items
de la observación anterior
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Corolario 13.3. Se satisfacen:

1) G(E/F ) = G(E/EG(E/F )).

2) EH = EG(E/EH).

3) G(E/K(
⋃
i Fi)) =

⋂
i G(E/Fi).

4) E〈
⋃
iHi〉 =

⋂
iE

Hi .

5) G(E/
⋂
i Fi) ⊇ 〈

⋃
i G(E/Fi)〉.

6) E
⋂
iHi ⊇ K(

⋃
iE

Hi).

Demostración. 1) La inclusión G(E/F ) ⊆ G(E/EG(E/F )) es consecuencia del i-
tem 4) y la inclusión G(E/F ) ⊇ G(E/EG(E/F )) del item 1) aplicado al item 3).

2) Es similar a la demostración de 1).

3) Dado que Fi ⊆ K(
⋃
i Fi), tenemos G(E/K(

⋃
i Fi)) ⊆

⋂
i G(E/Fi). Por otro lado

Fi ⊆ EG(E/Fi) ⊆ E
⋂
iG(E/Fi) para todo i, de donde K(

⋃
i Fi) ⊆ E

⋂
iG(E/Fi), lo que

a su vez implica que
⋂
i G(E/Fi) ⊆ G(E/E

⋂
iG(E/Fi)) ⊆ G(E/K(

⋃
i Fi)).

4) Es similar a la demostración de 3).

5) Dado que
⋂
i Fi ⊆ Fj , tenemos G(E/Fj) ⊆ G(E/

⋂
i Fi) para todo j, de donde

〈
⋃
i G(E/Fi)〉 ⊆ G(E/

⋂
i Fi).

6) Es similar a la demostración de 5). �

Decimos que una subextensión F/K de E/K es cerrada si existe un subgrupo
H ∈ S(G) tal que F = EH . Por el item 2) del corolario anterior, esto equivale
a que F = EG(E/F ). De la misma manera decimos que un subgrupo H de G es
cerrado si existe una subextensión F/K de E/K tal que H = G(E/F ). Por el
item 1) del corolario anterior, esto equivale a que H = G(E/EH). Por ejemplo
la subextensión trivial E/K de E/K y los subgrupos triviales {1} y G de G son
cerrados. Denotemos con I(E/K) al subconjunto ordenado de I(E/K) formado
por las subextenciones cerradas de E/K y con S(G) al subconjunto ordenado de
S(G) formado por los subgrupos cerrados de G. Por los items 3) y 4) del corolario
anterior I(E/K) y S(G) son reticulados completos y tienen las mismas operaciones
de ı́nfimo que I(E/K) y S(G) respectivamente. Además por los items 1) y 2) del
mismo corolario, la asignación dada por F/K 7→ G(E/F ) define un isomorfismo
entre el reticulado I(E/K) y el reticulado dual de S(G), cuya inversa es la aplicación
dada por H 7→ EH/K. Por último, del item 5) de la Observación 13.2 se deduce
que S(G) es cerrado por conjugación y, del item 6) de la Observación 13.2, que
si F/K es una subextensión cerrada de E/K, entonces cualquiera sea f ∈ G, la
extensión f(F )/K también lo es.

Sean E/K una extensión y H1 ⊆ H2 subgrupos de G(E/K). Es claro que si
F/K es una subextensión cerrada de E/K, entonces EG(E/K) ⊆ F . Uno de los
teoremas más importantes de esta sección dice que vale la rećıproca y el otro que
si (H2 : H1) <∞ y H1 es cerrado, entonces H2 también lo es.

En la demostración del Teorema 13.5 usaremos un lema interesante en si mismo.
Sean E/K una extensión y H un subgrupo de G(E/K). Para cada x ∈ E definimos
x̂ : H → E por x̂(g) = g(x).
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Proposición 13.4. Sea x1, . . . , xn una familia de elementos de E. Entonces
x1, . . . , xn es linealmente independiente sobre EH si y sólo si x̂1, . . . , x̂n es lin-
ealmente independiente sobre E.

Demostración. Supongamos que x̂1, . . . , x̂n es linealmente independiente sobre E.
Sea a1x1 + · · ·+ anxn = 0 una ecuación con coeficientes en EH . Como, para cada
g ∈ H,

0 = g(a1x1 + · · ·+ anxn) = a1g(x1) + · · ·+ ang(xn) = a1x̂1(g) + · · ·+ anx̂n(g),

tenemos que a1 = · · · = an = 0. Supongamos ahora que x1, . . . , xn es linealmente
independiente sobre EH pero que x̂1, . . . , x̂n no es linealmente independiente sobre
E. Sea

(*) a1x̂1 + · · ·+ asx̂s = 0

una ecuación no trivial de dependencia lineal. Cambiando los ı́ndices si es necesario,
podemos suponer que s es la menor cantidad de sumandos que puede aparecer en
una ecuación de este tipo y dividiendo ahora por as, podemos suponer también que
as = 1. Observemos que (∗) es equivalente a

(**) a1g(x1) + · · ·+ as−1g(xs−1) + g(xs) = 0 para todo g ∈ H.

Considerando (∗∗) para g = id ∈ H obtenemos a1x1 + · · ·+as−1xs−1 +xs = 0. Aśı,
de la independencia lineal de los xi’s se sigue que no todos los ai’s están en EH .
Podemos suponer claramente que a1 /∈ EH . Tomemos g′ ∈ H tal que g′(x1) 6= x1.
A partir de (∗∗) obtenemos

g′(a1)g′(g(x1)) + · · ·+ g′(as−1)g′(g(xs−1)) + g′(g(xs)) = 0 para todo g ∈ H,

o equivalentemente

(***) g′(a1)g(x1) + · · ·+ g′(as−1)g(xs−1) + g(xs) = 0 para todo g ∈ H.

Restando (∗ ∗ ∗) de (∗∗), obtenemos

(a1 − g′(a1))g(x1) + · · ·+ (as−1 − g′(as−1))g(xs−1) = 0 para todo g ∈ H,

lo que es una contradicción, ya que esta es una ecuación no trivial y más corta que
(∗∗). �

Teorema 13.5. Sea E/K una extensión algebraica. Se satisfacen:
1) Si K ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ E, entonces (G(E/F1) : G(E/F2)) ≤ γ(F2/F1) ≤ (F2 : F1).

Además si E/F1 es normal, entonces (G(E/F1) : G(E/F2)) = γ(F2/F1) y si
F2/F1 es separable, entonces γ(F2/F1) = (F2 : F1).

2) Si H1 ⊆ H2 ⊆ G(E/K), entonces (EH1 : EH2) ≤ (H2 : H1).

Demostración. 1) Sea G(E/F1)/G(E/F2) = {σG(E/F2) : σ ∈ G(E/F1)} el con-
junto de las clases a izquierda de G(E/F2) en G(E/F1). Consideremos la aplicación
θ : G(E/F1)/G(E/F2) → Hom(F2/F1, E/F1), dada por θ(σG(E/F2)) = σ|F2 .
Como θ es inyectiva, tenemos la primera desigualdad del enunciado. La segunda ya
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fue probada en la Proposición 6.4. Supongamos ahora que E/F1 es normal. Sea C
una clausura algebraica de E. Cada σ : F2/F1 → E/F1 se puede extender a un mor-
fismo σ̃ : E/F1 → C/F1 y como E/F1 es normal, tenemos que σ̃(E) = E. Es claro
que θ(σ̃) = σ. Por último, que si F2/F1 es separable, entonces γ(F2/F1) = (F2 : F1),
fue probado en el Corolario 12.6.
2) Sean x1, . . . , xn ∈ EH1 . Debemos ver que si n > (H2 : H1), entonces los xi’s
no son linealmente independientes sobre EH2 . Por la Proposición 13.4 es suficiente
ver que las funciones x̂i : H2 → E, definidas por x̂i(g) = g(xi) no son linealmente
independientes sobre E. Sea g1, . . . , g(H2:H1) una familia de representantes de las
clases a izquierda de H1 en H2. Si n > (H2 : H1), entonces existe una combinación
lineal no trivial

y1x̂1 + · · ·+ ynx̂n con y1, . . . , yn ∈ E,

tal que

y1x̂1(gi) + · · ·+ ynx̂n(gi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ (H2 : H1),

Sea g ∈ H2 arbitrario. Escribamos g = gih con h ∈ H1. Como los xi’s pertenecen
a EH1 , tenemos

y1x̂1(g) + · · ·+ ynx̂n(g) = y1gi(h(x1)) + · · ·+ yngi(h(xn))

= y1gi(x1) + · · ·+ yngi(xn)

= y1x̂1(gi) + · · ·+ ynx̂n(gi) = 0,

lo que prueba que las funciones x̂1, . . . , x̂n no son linealmente independientes sobre
E. �

El siguiente resultado es una consecuencia formal del Teorema 13.5.

Corolario 13.6. Sea E/K una extensión algebraica, F1 ⊆ F2 subcuerpos de E que
contienen a K y H1 ⊆ H2 subgrupos de G(E/K). Se satisfacen:
1) Si F1/K es cerrada, entonces (G(E/F1) : G(E/F2)) = (F2 : F1).
2) Si F1/K es cerrada y (F2 : F1) <∞, entonces F2/K es cerrada.
3) Si H1 es cerrado, entonces (EH1 : EH2) = (H2 : H1).
4) Si H1 es cerrado y (H2 : H1) <∞, entonces H2 es cerrado.

Demostración. Veamos 1) y 2). Si F1/K es una subextensión cerrada de E/K,
entonces F1 = EG(E/F1) y por el Teorema 13.5,

(F2 : F1) ≥ (G(E/F1) : G(E/F2)) ≥ (EG(E/F2) : EG(E/F1))

= (EG(E/F2) : F1) = (EG(E/F2) : F2)(F2 : F1) ≥ (F2 : F1).

Aśı, (G(E/F1) : G(E/F2)) = (F2 : F1) y si además (F2 : F1) < ∞, entonces
(EG(E/F2) : F2) = 1, lo que implica que F2 = EG(E/F2). La demostración de 3) y
4) es similar. �

El item 2) del Corolario anterior será mejorado por el item 1) de la Proposi-
ción 13.11. La demostración que daremos es independiente de lo que ya obtuvimos.
Hemos puesto aqúı este resultado parcial más que nada porque se sigue formalmente
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del Teorema 13.5 y aśı tiene validez en otros contextos en los que hay un teorema
similar a este.

Una subextensión F/K de E/K tiene codimensión finita si (E : F ) < ∞. Por
el Corolario 13.6, |G(E/K)| = (E : EG(E/K)), los subgrupos finitos de G(E/K)
son cerrados y la asignación dada por H 7→ EH/K define un biyección entre el
conjunto de los subgrupos finitos de G(E/K) y el conjunto de las subextensiones
de codimensión finita de E/K que son cerradas. Similarmente las subextensiones
F/K de E/K, tales que EG(E/K) ⊆ F y (F : EG(E/K)) < ∞, son cerradas y
la asignación dada por F/K 7→ G(E/F ) define una biyección entre el conjunto
de estas subextensiones de E/K y el conjunto los subgrupos de ı́ndice finito de
G(E/K) que son cerrados.

Definición 13.7. Una extensión algebraica E/K es galoisiana o de Galois si
EG(E/K) = K, es decir si K es cerrada.

Si E/K es de Galois y finita, entonces |G(E/K)| = (E : K) y todas las subex-
tensiones de E/K y todos subgrupos de G(E/K) son cerrados. Aśı, en este caso
la asignación dada por F/K 7→ G(E/F ) define un isomorfismo entre el reticulado
I(E/K) de subextensiones de E/K y el reticulado dual del formado por los sub-
grupos de G(E/K), cuya inversa es la aplicación dada por H 7→ EH/K. Este es el
teorema fundamental de la teoŕıa de Galois. A continuación caracterizamos a las
extensiones de Galois y estudiamos algunas de sus propiedades.

Proposición 13.8. Sea E/K una extensión algebraica. Son equivalentes:
1) E/K es de Galois.
2) E/K es el cuerpo de descomposición de una familia de polinomios separables.
3) E/K es normal y separable.

Demostración. 1) ⇒ 2) Dado x ∈ E existen σ1, . . . , σr ∈ G(E/K) tales que para
cada σ ∈ G(E/K) existe un único 1 ≤ i ≤ r tal que σ(x) = σi(x). Consideremos el
polinomio fx =

∏r
i=1(X − σi(x)). Observemos los siguientes hechos:

- Como existe 1 ≤ i ≤ r tal que σi(x) = id(x) = x, el elemento x es ráız de fx,
- fx es separable,
- Dado γ ∈ G(E/K) existe una permutación π de {1, . . . , r} tal que γ ◦ σi(x) =
σπ(i)(x). Aśı, fx =

∏r
i=1(X − γ(σi(x))) y, por lo tanto, es un polinomio con

coeficientes en EG(E/K) = K.
2) ⇒ 3) Por el Teorema 7.4, E/K es normal y por la Proposición 8.12, E/K es
separable.
3) ⇒ 1) Esto es consecuencia inmediata del item 4) del Corolario 10.11. �

Observación 13.9. Sea E/K una extensión normal y sean F y F ′ las clausuras
puramente inseparables y separables de K en E, respectivamente. Por el item 1) del
Corolario 10.11, F/K es normal y puramente inseparable y por la Proposición 13.8
y el item 4) del Corolario 10.11, E/F es normal y separable. En particular, por el
item 5) del Corolario 10.11, E = F.F ′. Además, por el item 2) del Corolario 8.14,
F ′/K es normal y separable y, por el item 1) de la Proposición 7.6 y el item 1) de
la Proposición 10.9, E/F ′ es normal y puramente inseparable.

Para el caso de extensiones finitas la Proposición 13.8 puede ser complementada
con el siguiente resultado.
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Proposición 13.10. Sea E/K una extensión finita. Son equivalentes:

1) E/K es de Galois.

2) E/K es normal y separable.

3) E/K es el cuerpo de descomposición de un polinomio irreducible y separable.

4) |G(E/K)| = (E : K).

Demostración. 1) ⇔ 2) Por la Proposición 13.8.

2) ⇒ 3) Por el Corolario 12.5 existe x ∈ E tal que E = K(x). Como es normal
E/K es el cuerpo de descomposición de irr(x,K), que es irreducible y separable.

3) ⇒ 2) Por la Proposición 13.8.

2) ⇔ 4) Por la Proposición 6.4, |G(E/K)| = (E : K) equivale a |G(E/K)| =
γ(E/K) y γ(E/K) = (E : K). El resultado se deduce ahora del Teorema 7.5 y de
la Proposición 8.11. �

Proposición 13.11. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es galoisiana, entonces E/F también
lo es.

2) Sea

E

F.G

zzzzzz
DDDDDD

F

DDDDDD G

zzzzzz

K

DDDDDD
zzzzzz

un diagrama de extensiones. Si F/K es galoisiana, entonces también lo es
F.G/G.

3) Si (Ei/K)i∈I es una familia de subextensiones galoisianas de E/K, entonces
K(
⋃
i∈I Ei)/K y (

⋂
i∈I Ei)/K también lo son.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la equivalencia entre los items 1) y
3) de la Proposición 13.8 y de las Proposiciones 7.6 y 8.16. �

El teorema de Galois mencionado después de la Definición 13.7, puede ser proba-
do sin usar ni la Proposición 13.4, ni el Teorema 13.5, ni el Corolario 13.6. Observe-
mos en primer lugar que estos resultados no fueron usados ni en las demostraciones
de las Proposiciones 13.8, 13.10 y 13.11, ni en la Observación 13.9. Ya sabemos,
por la Proposición 13.11, que si E/K es galoisiana, entonces todos los subcuerpos
de E que contienen a K son cerrados. Es suficiente probar entonces que si G es
un grupo finito de automorfismos de E, entonces G(E/EG) = G. En efecto, esto
muestra que todos los subgrupos finitos de de G(E/K) son cerrados. Además, para
el caso en que E/K es de Galois y finita, las igualdades que aparecen en los items 1)
y 3) del Corolario 13.6 se deducen facilmente de la Proposición 13.10. En efecto,
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supongamos que F1 ⊆ F2 son subcuerpos de E que contienen a K. Entonces,

(G(E/F1) : G(E/F2))|G(E/F2)| = |G(E/F1)|
= (E : F1)

= (F2 : F1)(E : F2)

= (F2 : F1)|G(E/F2)|,

lo que implica que (F2 : F1) = (G(E/F1) : G(E/F2)). Si ahora H1 ⊆ H2 son
subgrupos de G(E/K), entonces

(EH1 : EH2) = (G(E/EH2) : G(E/EH1)) = (H2 : H1),

donde la última igualdad se sigue de que H1 = G(E/EH1) y H2 = G(E/EH2).
Veamos una demostración directa del resultado enunciado más arriba. Es claro que
G ⊆ G(E/EG) y que E/EG es de Galois y, en particular, separable. Dado x ∈ E,
consideremos el polinomio fx =

∏
σ∈G(X−σ(x)). Observemos los siguientes hechos:

- Como id ∈ G, el elemento x es ráız de fx,
- Dado que para cada γ ∈ G, el conjunto {γ ◦ σ : σ ∈ G} es igual a G, tenemos

que fx =
∏
γ∈G(X − γ(σ(x))) y aśı, fx tiene sus coeficientes en EG.

Esto muestra que gr(irr(x,EG)) ≤ |G|. Dado que esto vale para cada x ∈ E, por el
Corolario 12.6, (E : EG) ≤ |G|. Como |G(E/EG)| ≤ (E : EG), tenemos entonces
que G(E/EG) = G. Esta demostración se debe a Emil Art́ın.

A continuación estudiamos la relación existente entre las subextensiones nor-
males de una extensión E/K y los subgrupos normales de G(E/K).

Teorema 13.12. Sea E/K una extensión algebraica. Se satisfacen:
1) Si F/K es una subextensión normal de E/K, entonces G(E/F ) es un subgrupo

normal de G(E/K).
2) Si E/K es normal y H es un subgrupo normal de G(E/K), entonces EH/K

es normal. Además, el morfismo de G(E/K) en G(EH/K), definido por la
restricción, tiene núcleo igual a G(E/EH) y es sobreyectivo.

3) Si E/K es de Galois, entonces una subextensión F/K de E/K es de Galois si
y sólo si G(E/F ) es un subgrupo normal de G(E/K). Además, en este caso,
G(F/K) ' G(E/K)/G(E/F ).

Demostración. 1) Se lo deduce inmediatamente del item 5) de la Observación 13.2.
2) Sea f ∈ Hom(EH/K,C/K), donde C es una clausura algebraica de E. Por la
Proposición 4.2, f se extiende a un morfismo f̂ : E/K → C/K. Como E/K es
normal, f̂(E) = E, de modo que podemos considerar que f̂ ∈ G(E/K). Por el
item 6) de Observación 13.2, f(EH) = Ef̂Hf̂

−1
= EH . Aśı, EH/K es normal.

Es claro que el morfismo de G(E/K) en G(EH/K), definido por restricción, tiene
núcleo igual a G(E/EH). Para ver que es sobreyectivo se puede razonar como en
la primera parte de la demostración de este item.
3) Se lo deduce facilmente de los items 1) y 2), teniendo en cuenta que en este caso
toda subextensión de E/K es cerrada y que además es de Galois si y sólo si es
normal. �



32 JORGE A GUCCIONE Y JUAN J. GUCCIONE
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un diagrama de extensiones con F/F
⋂
G normal. Tomemos una clausura alge-

braica C de F en F.G. Cada morfismo σ ∈ G(F.G/G), define por restricción,
un morfismo σ|F ∈ Hom(F/F

⋂
G,C/F

⋂
G). Ahora, como F/F

⋂
G es normal,

tenemos que σ(F ) ⊆ F . Queda definido de esta manera un morfismo

θ : G(F.G/G)→ G(F/F
⋂
G).

Afirmamos que este morfismo es inyectivo. En efecto, tomemos σ ∈ G(F.G/G) tal
que σ|F = θ(σ) = idF . Como σ|G = idG, deducimos de aqúı que σ = idF.G. Se
satisface el siguiente resultado:

Proposición 13.13. Si F/F
⋂
G es de Galois, entonces F.G/G también lo es y

F Im(θ) = F
⋂
G. Si además F/F

⋂
G es finita, entonces θ es un isomorfismo y

(F : F ∩G) = (F.G : G). En particular, (F.G : G) divide a (F : K).

Demostración. Por el item 2) de la Proposición 13.11, si F/F
⋂
G es de Galois,

entonces F.G/G también lo es. Veamos que F Im(θ) = F
⋂
G. Es claro que si x ∈ F

es dejado fijo por todos los elementos de Im(θ), entonces es dejado fijo también
por todos los elementos de G(F.G/G) y pertenece por lo tanto a F

⋂
G. Aśı,

por el teorema fundamental de la teoŕıa de Galois, si F/F
⋂
G es finita, entonces

Im(θ) = G(F/F
⋂
G) y (F : F

⋂
G) = |G(F/F

⋂
G)| = |G(F.G/G)| = (F.G : G).

En particular (F.G : G) divide a (F : K). �

Proposición 13.14. Sea E1/K, . . . , En/K una familia de subextensiones finitas
de una extensión E/K. Si las extensiones E1/K, . . . , En−1/K son de Galois, en-
tonces (E1 . . . En : K) = (En : K)

∏n−1
i=1 (Ei : Ei

⋂
(Ei+1 . . . En+1)). En particular

(E1 . . . En : K) divide a
∏n
i=1(Ei : K) y son equivalentes:

1) Ei
⋂

(Ei+1 . . . En) = K para todo 1 ≤ i < n.
2) (E1 . . . En : K) =

∏n
i=1(Ei : K).

Demostración. Por la Proposición 13.13,
(E1 . . . En : K) = (E1 . . . En : E2 . . . En)(E2 . . . En : K)

= (E1 : E1

⋂
(E2 . . . En))(E2 . . . En : K).

La igualdad del enunciado se sigue inmediatamente de esto por inducción en n.
Ahora la equivalencia entre los items 1) y 2) es inmediata. �

Sea (Ei/K)i∈I una familia de subextensiones normales de una extensión E/K.
El morfismo θ : G(K(

⋃
Ei)/K) →

∏
i∈I G(Ei/K), definido por θ(f) = (f|Ei)i∈I ,

es claramente inyectivo. A continuación estudiamos un caso en el que vale la so-
breyectividad.
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Proposición 13.15. Si E1/K, . . . , En/K es una familia de subextensiones de Ga-
lois finitas de una extensión E/K, entonces E1 . . . En/K también lo es y son equi-
valentes:
1) El morfismo θ : G(E1 . . . En/K)→ G(E1/K)× · · · ×G(En/K) es biyectivo.
2) (E1 . . . En : K) =

∏n
i=1(Ei : K).

2) Ei
⋂

(Ei+1 . . . En) = K para todo 1 ≤ i < n.

Demostración. Por el item 3) de la Proposición 13.11, la extensión E1 . . . En/K es
de Galois. Ahora, dado que

|G(E1 . . . En/K)| = (E1 . . . En : K) y

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

G(Ei/K)

∣∣∣∣∣ = (E1 : K) . . . (En : K),

los items 1) y 2) son equivalentes. La demostración se termina aplicando la Proposi-
ción 13.14. �

Los corolarios que siguen dan un ejemplo de como del conocimiento de propieda-
des del grupo de Galois de una extensión se pueden obtener datos sobre el reticulado
de sus subextensiones. Recordemos que un grupo G es el producto semidirecto
de un subgrupo normal suyo H1 con otro subgrupo suyo H2 si H1.H2 = G y
H1

⋂
H2 = {1}.

Corolario 13.16. Sean E/K una extensión de Galois finita y H1 y H2 subgrupos
de G(E/K) con H1 normal. Si G(E/K) es el producto semidirecto de H1 y H2 de
G, entonces se satisfacen:
1) EH1/K es de Galois y G(EH1/K) ' H2.
2) E = EH1 .EH2 .
3) EH1

⋂
EH1 = K.

Demostración. 1) Es consecuencia del Teorema 13.12 y de que G(E/K)/H1 ' H2.
2) Es consecuencia del teorema fundamental de la Teoŕıa de Galois y de que
G(E/EH1 .EH2) = G(E/EH1)

⋂
G(E/EH2) = H1

⋂
H2 = {1}.

3) Se sigue de que, por la Proposición 13.13 y los items 1) y 2),

(EH1 : EH1
⋂
EH2) = (EH1 .EH2 : EH2) = (E : EH2)

= |H2| = |G(EH1/K)| = (EH1 : K). �

Corolario 13.17. Sea E/K una extensión de Galois finita. Supongamos que
G(E/K) = G1×· · ·×Gn y escribamos Hi = G1×· · ·×Gi−1×{1}×Gi+1×· · ·×Gn.
Se satisfacen:
1) EHi/K es de Galois y G(EHi/K) ' Gi.
2) E = EH1 . . . EHn .
3) EHi

⋂
(EHi+1 . . . EHn) = K, para todo 1 ≤ i < n.

Demostración. Por el Corolario 13.16 aplicado a H1 y a G1 obtenemos que EH1/K
es de Galois y G(EH1/K) ' G1, EH1 .EG1 = E y EH1

⋂
EG1 = K. La proposición

se sigue ahora facilmente por inducción en n. �
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Definición 13.18. Una extensión E/K es abeliana (ćıclica) si es de Galois y
G(E/K) es abeliano (ćıclico).

Proposición 13.19. Se satisfacen:
1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es abeliana o ćıcica, entonces F/K

y E/F también lo son.
2) Sea

E

F.G
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un diagrama de extensiones. Si F/K es finita y abeliana o finita y ćıclica,
entonces F.G/G también lo es.

3) Si (Ei/K)i∈I es una familia de subextensiones abelianas de E/K, entonces
K(
⋃
i∈I Ei)/K también es abeliana.

Demostración. 1) Se lo deduce facilmente de la Proposición 13.11 y del Teore-
ma 13.12.
2) Se lo deduce facilmente de la Proposición 13.13.
3) Sean f, g ∈ G(K(

⋃
i∈I Ei)/K). Como cada Ei/K es normal, f(Ei) ⊆ Ei y

gi(Ei) ⊆ Ei para todo i ∈ I y como cada G(Ei/K) es abeliano, f(g(x)) = g(f(x)),
para todo x ∈

⋃
i∈I Ei. Ahora es inmediato que f ◦ g = g ◦ f . �

Ejemplo 13.20. Sea K un cuerpo y K(t1, . . . , tn) el cuerpo de fracciones del
anillo de polinomios K[t1, . . . , tn] en n variables. El grupo simétrico Sn opera
sobre K(t1, . . . , tn) via σ(ti) = tσ(i). A K(t1, . . . , tn)Sn se lo llama el cuerpo de
las funciones simétricas. Por el Corolario 13.6 K(t1, . . . , tn)/K(t1, . . . , tn)Sn es
una extensión de Galois con grupo Sn. Sean s1, . . . , sn los polinomios simétricos
elementales definidos por

si =
∑

1≤j1<···<ji≤n

tj1 . . . tji .

Es claro que K(s1, . . . , sn) ⊆ K(t1, . . . , tn)Sn . Como

P (X) =
n∏
i=1

(X − ti) = Xn +
n∑
i=1

(−1)isiXn−i,

K(t1, . . . , tn) es el cuerpo de descomposición de P (X) sobre K(s1, . . . , sn). En con-
secuencia, si P = Pn1

1 . . . Pnrr con los Pi’s irreducibles distintos de K(s1, . . . , sn)[X],
entonces

n! ≥ gr(P1)! . . . gr(Pr)! ≥ (K(t1, . . . , tn) : K(s1, . . . , sn))

≥ (K(t1, . . . , tn) : K(t1, . . . , tn)Sn)(K(t1, . . . , tn)Sn : K(s1, . . . , sn))

= n!(K(t1, . . . , tn)Sn : K(s1, . . . , sn)),

de donde K(t1, . . . , tn)Sn = K(s1, . . . , sn) y P es irreducible en K(s1, . . . , sn)[X].
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Teorema 13.21. El cuerpo C de los números complejos es algebraicamente ce-
rrado.

Demostración. Sea F/C una extensión finita de C y sea E/R la clausura normal
de F/R, donde R es el cuerpo de los números reales. Escribamos (E : R) = 2hn
con n impar. Por el teorema de Sylow existe un subgrupo H de G(E/R) de orden
2h. Aśı, EH/R es una extensión de R de grado n. Por el Corolario 12.5, existe
α ∈ EH tal que EH = R(α). En particular irr(α,R) tiene grado n y, como en
R[X] todo polinomio de grado impar tiene una ráız, n = 1. Aśı, G(E/R) y, por
lo tanto también G(E/C) es un 2-grupo. Afirmamos que G(E/C) = {id}. En
efecto, de lo contrario G(E/C) tendŕıa un subgrupo normal H de ı́ndice 2 y, por el
Teorema 13.12, EH/C seŕıa una extensión de grado 2, lo que contradice el hecho
de que en C[X] cada polinomio de grado 2 tiene una ráız. Esto muestra que F es
igual a C, de donde C es algebraicamente cerrado. �

Definición 13.22. Un grupo G de biyecciones de un conjunto A es transitivo si
para cada par x, y ∈ A existe σ ∈ G tal que σ(x) = y.

Proposición 13.23. Sea P ∈ K[X] un polinomio y sea E el cuerpo de descom-
posición de P . Son equivalentes:

1) P es una potencia de un polinomio irreducible.

2) El grupo de Galois G(E/K) de E/K es un subgrupo transitivo del grupo de
permutaciones de las ráıces de P .

Demostración. 1) ⇒ 2) Sean x1, x2 ∈ E dos ráıces de P . Como P es una potencia
de un polinomio irreducible existe σ ∈ Hom(K(x1)/K,K(x2)/K), que env́ıa x1 en
x2. Ahora, como E/K es normal, σ se extiende a un automorfismo de E/K.

2) ⇒ 1) Sea Q un factor irreducible de P , x una ráız de Q e y una ráız cualquiera
de P . Por hipótesis existe σ ∈ G(E/K) tal que σ(x) = y. Aśı, Q(y) = Q(σ(x)) =
σ(Q(x)) = σ(0) = 0, lo que muestra que toda ráız de P es ráız de Q y, por lo tanto,
P es una potencia de Q. �

14. Extensiones ciclotómicas

Sea K un cuerpo y n un número natural. Las ráıces de Xn − 1 en K se llaman
ráıces n-ésimas de la unidad en K. Es claro que Xn − 1 es separable si y sólo
si la caracteŕıstica de K es cero o coprima con n. Aśı, en ese caso, hay n ráıces
n-ésimas de la unidad en cualquier cuerpo de descomposición de Xn − 1 sobre K.
Supongamos que la caracteŕıstica de K es p > 0. Escribamos n = prm con r ≥ 0 y
p - m. En K[X] vale la igualdad Xn − 1 = (Xm − 1)p

r

. Aśı, las ráıces n-ésimas de
la unidad en K coinciden con las m-ésimas.

Observación 14.1. Sea K un cuerpo, n un número natural que no es múltiplo de la
caracteŕıstica de K y E un cuerpo de descomposición de Xn − 1 sobre K. Por la
Proposición 12.1, el grupo UKn , formado por las ráıces n-ésimas de la unidad en E, es
ćıclico de orden n. Aśı tiene ϕ(n) := #({m : 0 ≤ m < n y (m:n)=1}) generadores
o ráıces n-ésimas primitivas de la unidad. Denotemos con ΩKn al conjunto de estas
ráıces. Se satisfacen:

1) Si n = ab con a y b coprimos, entonces la aplicación Θ: UKa ×UKb → UKn , definida
por Θ(wa, wb) = wawb, es un isomorfismo con inversa dada por Θ−1(w) =
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(wsb, wra), donde r, s ∈ Z son tales que 1 = ra + sb. En particular, Θ in-
duce una biyección entre ΩKa ×ΩKb y ΩKn (ya que ΩKa ×ΩKb es el conjunto de los
generadores de UKa × UKb ).

2) Supongamos que d divide a n. El morfismo π : UKn → UKn/d, definido por π(w) =
wd es sobreyectivo y tiene núcleo igual a UKd . En efecto, es claro que el núcleo de
π es UKd . Dado que #(UKn/d) = #(UKn )/#(UKd ), el morfismo π es sobreyectivo.

El polinomio φn(X) =
∏ϕ(n)
i=1 (X − wi), cuyas ráıces w1, . . . , wϕ(n) son las ráıces

n-ésimas primitivas de la unidad, es llamado el n-ésimo polinomio ciclotómico. Es
claro que UKn y φn(X) no dependen de K sino sólo del del cuerpo primo de K. Se
satisfacen:

1) gr(φn(X)) = ϕ(n).

2) Si n = ab con a y b coprimos, entonces ϕ(n) = ϕ(a)ϕ(b).

3) Si n = pr11 . . . prmm es la fatorización de n como producto de primos, entonces
ϕ(n) = (pr11 − p

r1−1
1 ) . . . (prmm − prm−1

m ) = pr1−1
1 (p1 − 1) . . . prm−1

m (pm − 1).

4) Xn − 1 =
∏
d|n φd(X).

5) n =
∑
d|n ϕ(d).

6) Si m y n se factorizan como un producto de primos como m = ph1
1 . . . phss y

n = pl11 . . . p
ls
s con 0 < hi ≤ li, entonces φn(X) = φm(Xp

l1−h1
1 ...pls−hss ).

7) Si n = pr11 . . . prss es la fatorización de n como producto de primos, entonces
φn(X) = φp1...ps(X

p
r1−1
1 ...prs−1

s ).

8) Si n = pm con p primo y m coprimo con p, entonces φn(X) = φm(Xp)/φm(X).

9) Si n = 2m con m impar, entonces φn(X) = φm(−X).

En efecto, los items 1) y 4) son triviales. Al item 2) se lo deduce inmediatamente
de que ΩKn ' ΩKa ×ΩKb . El item 3) es consecuencia inmediata del 2) y de que si p es
primo, entonces #({m : 0 ≤ m < pr y p | m}) = pr−1, lo que implica que ϕ(pr) =
pr − pr−1. El item 5) se sigue inmediatamente del 4). El item 6) es consecuencia
de que cada ráız n-ésima primitiva de la unidad es ráız de φm(Xp

l1−h1
1 ...pls−hss ) y

de que gr(φm(Xp
l1−h1
1 ...pls−hss )) = pl1−h1

1 . . . pls−hss ϕ(m), que por 3) es igual a ϕ(n).
El item 7) es un caso particular del 6). El item 8) se sigue de que ξ es una ráız de
φm(Xp) si y sólo si es una ráız primitiva de orden m o n y gr(φm(Xp)/φm(X)) =
pϕ(m) − ϕ(m) = ϕ(p)ϕ(m) = ϕ(n) y el item 9) se sigue de que ξ es una ráız de
φm(−X) si y sólo si ξ es una ráız primitiva de orden n y gr(φm(−X)) = ϕ(m) =
ϕ(2)ϕ(m) = ϕ(n).

Observese que la fórmula del item 4) permite calcular recursivamente los poli-
nomios ciclotómicos y muestra que son mónicos y pertenecen a Fp[X] si la carac-
teŕıstica de K es p > 0 y a Z[X] si la caracteŕıstica de K es cero. El siguiente
resultado da la relación entre los polinomios ciclotómicos sobre Q y sobre Fp.

Proposición 14.2. Sea p un primo positivo y sea n ∈ N coprimo con p. Denotemos
con φQn(X) al n-ésimo polinomio ciclotómico sobre Q y con φ

Fp
n (X) al n-ésimo

polinomio ciclotómico sobre Fp. Entonces φFpn (X) = φQn(X), donde φQn(X) denota
al polinomio obtenido a partir de φQn(X) tomando la clase en Fp de cada uno de
sus coeficientes.
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Demostración. Para n = 1 el resultado es inmediato. Supongamos que n > 1 y que
el resultado vale para todos los divisores propios de n. Como Xn−1 =

∏
d|n φ

Q

d (X),

tenemos que Xn− 1 =
∏
d|n φ

Q

d (X). Aśı, dado que también Xn− 1 =
∏
d|n φ

Fp

d (X)

y que φQd (X) = φ
Fp

d (X) para todo divisor propio d de n, resulta que φQn(X) =
φ
Fp
n (X). �

Sean K un cuerpo, C una clausura algebraica de K y w ∈ C una ráız n-ésima
primitiva de la unidad. Entonces la caracteŕıstica de K no divide a n, E = K(w)
es el cuerpo de descomposición de Xn − 1 sobre K y la asignación,

θ : G(E/K)→ Z
∗
n,

dada por θ(σ) = i si σ(w) = wi está bien definida y es un morfismo inyectivo de
G(E/K) en el grupo de unidades Z∗n de Zn. Aśı el orden de G(E/K) divide a ϕ(n).
Además, como |G(E/K)| = gr(irr(w,K), son equivalentes:
- (E : K) = ϕ(n),
- θ es sobreyectivo,
- φn(X) es irreducible en K[X].

Ejemplo 14.3. Sean n > 1 un número natural, E un cuerpo de descomposición
de Xn − 1 sobre Q y sea w ∈ Q una ráız n-ésima primitiva de la unidad, entonces
E = Q(w) y E/Q es una extensión de Galois de grado ϕ(n) con grupo isomorfo a
Z
∗
n. En efecto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 14.4. Los polinomios ciclotómicos φn(X) ∈ Q[X] son irreducibles.

Demostración. Sea P ∈ Z[X] un divisor irreducible y mónico de φn(X). Queremos
ver que P = φn(X). Para ello, como todas las ráıces n-ésimas primitivas de la
unidad se obtienen a partir de una dada por elevaciones a potencias primas y
coprimas con n, es suficiente mostrar que si w es una ráız de P y p es un número
primo que no divide a n, entonces wp es también una ráız de P . Sea Q ∈ Z[X]
tal que PQ = Xn − 1. Si wp no fuera una ráız de P , entonces seŕıa una ráız de Q
y como P = irr(w,Q), tendŕıamos aśı que P dividiŕıa a Q(Xp). Entonces la clase
P (X) de P (X) en Fp[X] dividiŕıa a la clase Q(X)p = Q(Xp) de Q(Xp) en Fp[X] y,
para todo divisor primo de T de P , tendŕıamos que T 2 divide a Xn − 1, lo que es
una contradicción ya que, como p no divide a n, el polinomio Xn − 1 es separable
en Fp[X]. �

Observación 14.5. Sean K un cuerpo, C una clausura algebraica de K y w ∈ C
una ráız n-ésima primitiva de la unidad. Entonces la caracteŕıstica de K no divide
a n y K(w) es el cuerpo de descomposición de Xn − 1 sobre K. Supongamos que
n = ab con a y b coprimos. Como ra + sb = 1 implica que wrawsb = w, tenemos
que K(wa).K(wb) = K(w). Aśı, por la Proposición 13.14,

(*) (K(w) : K) | (K(wb) : K)(K(wa) : K).

Como wb y wa son ráıces a-ésima y b-ésima primitivas de la unidad, respectiva-
mente, tenemos también que

(**) (K(wb) : K) | ϕ(a) y (K(wa) : K) | ϕ(b).
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Si φn(X) es primo, entonces (K(w) : K) = ϕ(n), lo que junto a (∗), (∗∗) y a la
igualdad ϕ(n) = ϕ(a)ϕ(b), da

(K(w) : K) = (K(wb) : K)(K(wa) : K),

(K(wb) : K) = ϕ(a) y (K(wa) : K) = ϕ(b).

Aśı, φa(X) y φb(X) son primos y, por la Proposición 13.14, K(wb)
⋂
K(wa) = K.

Proposición 14.6. Sean K un cuerpo y m y n dos enteros positivos. Si m divide
a n y φn(X) es irreducible, entonces φm(X) también lo es.

Demostración. Basta ver que si n = pm con p primo y φn(X) es irreducible, en-
tonces φm(X) también lo es. Si p - m esto se deduce de la Observación 14.5
y si p | m, esto se deduce de que, por el item 6) del comienzo de esta sección,
φn(X) = φm(Xp). �

En la Proposición 14.9 probaremos que toda extensión cuadrática de Q está in-
clúıda en una extensión ciclotómica de una manera muy precisa. Nosotros usaremos
que si p es un número primo impar, entonces −1 ∈ Fp es un cuadrado si y sólo si
p ≡ 1 (mod 4).

Observación 14.7. Sea p un número primo impar. Dado x ∈ F∗p escribamos
(
x
p

)
=

x(p−1)/2. La asignación x 7→
(
x
p

)
define un morfismo de grupos de F∗p en el grupo

multiplicativo {−1, 1} de dos elementos. Sea α un generador de F∗p. Es claro que(
x
p

)
= 1 si y sólo si x = αi con 0 ≤ i < p par y que esto ocurre si y sólo si x es un

cuadrado en F∗p. En particular, −1 ∈ Fp es un cuadrado si y sólo si p ≡ 1 (mod 4).

Extendemos la definición de
(
x
p

)
a Fp poniendo

(
0
p

)
= 0. Es claro que con esta

definición sigue siendo válida la igualdad
(
xy
p

)
=
(
x
p

)(
y
p

)
. A

(
x
p

)
se lo denomina

el śımbolo de Legendre.

Lema 14.8. Sea p un número primo impar, K un cuerpo, C una clausura alge-
braica de K y w ∈ C una ráız p-ésima primitiva de la unidad. Denotemos con α a∑p−1
x=0

(
x
p

)
wx. Entonces α2 =

(
−1
p

)
p.

Demostración. En efecto, tenemos

α2 =
p−1∑
y,z=0

(
yz

p

)
wy+z

=
p−1∑
u=0

(
wu

p−1∑
t=1

(
t(u− t)

p

))

=
p−1∑
u=0

(
wu

p−1∑
t=1

(
−t2

p

)(
1− ut−1

p

))

=
(
−1
p

) p−1∑
u=0

(
wu

p−1∑
t=1

(
1− ut−1

p

))
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=
(
−1
p

)(
p− 1 +

p−1∑
u=1

(
wu

p−1∑
v=2

(
v

p

)))

=
(
−1
p

)(
p− 1−

p−1∑
u=1

wu

)

=
(
−1
p

)
p. �

Proposición 14.9. Sea Q(δ)/Q con δ ∈ C tal que δ2 es un producto ±p1 . . . pr de
primos distintos. Se satisfacen:

1) Si todos los primos pi son impares y congruentes a 1 módulo 4, entonces Q(δ)/Q
está inclúıdo en Q(wδ)/Q, donde wδ es una ráız δ-ésima primitiva de la unidad.

2) Si alguno de los primos pi es 2 o congruente a 3 módulo 4, entonces Q(δ)/Q está
inclúıdo en Q(w4δ)/Q, donde w4δ es una ráız 4δ-ésima primitiva de la unidad.

Demostración. Es suficiente probar que se satisfacen

a)
√

2 ∈ Q(w8), donde w8 es una ráız de orden 4 primitiva de la unidad.

b) Si p es un primo congruente a 1 módulo 4, entonces
√
p ∈ Q(wp), donde wp es

una ráız p-ésima primitiva de la unidad.

c) Si p es un primo congruente a 3 módulo 4, entonces
√
p ∈ Q(w4p), donde w4p es

una ráız 4p-ésima primitiva de la unidad.

Como w4
8 = −1, tenemos que (w8 + w−1

8 )2 = w2
8 + 2 + w−2

8 = 2, lo que prueba el
item a). Supongamos ahora que p es un primo impar. Por el Lema 14.8, existe
α ∈ Q(wp) tal que α2 =

(
−1
p

)
p. Si p ≡ 1 (mod 4), entonces

(
−1
p

)
= 1 y tenemos

que α2 = p, de donde Q(
√
p) ⊆ Q(wp). Esto prueba el item b). Supongamos ahora

que p ≡ 3 (mod 4). En este caso
(
−1
p

)
= −1, de modo que α2 = −p. Ahora, dado

que i ∈ Q(w4p) tenemos que iα ∈ Q(w4p) y la demostración del item c) se termina
observando que (iα)2 = −α2 = p. �

Uno de los teoremas más importantes de la teoŕıa de congruencias es el teorema
de reciprocidad cuadrática de Gauss. Una de sus tantas demostraciones se basa en
el Lema 14.8. A continuación damos esta demostración. Pero primero probaremos
un resultado complementario.

Proposición 14.10. Sea p un primo impar. Entonces(
2
p

)
= (−1)(p2−1)/8 =

{
1 si p ≡ ±1 (mod 8),
−1 si p ≡ ±3 (mod 8).

Demostración. Sea w una ráız primitiva 8-ésima de la unidad en una clausura
algebraica de Fp. Escribamos y = w + w−1. Entonces

yp = wp + w−p =
{
w + w−1 = y si p ≡ ±1 (mod 8),
w3 + w−3 = −y si p ≡ ±3 (mod 8),
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ya que w3 + w−3 = w3 + w5 = w4(w−1 + w) = −y. Aśı, como w4 = −1 implica
y2 = w2 + 2 + w−2 = 2,(

2
p

)
= yp−1 =

{
1 si p ≡ ±1 (mod 8),
−1 si p ≡ ±3 (mod 8),

como queriamos. �

En la demostración de teorema de reciprocidad cuadrática usaremos el siguiente
lema.

Lema 14.11. Sea p un número primo impar, K un cuerpo, C una clausura alge-
braica de K y w ∈ C una ráız p-ésima primitiva de la unidad. Denotemos con α a∑p−1
x=0

(
x
p

)
wx. Si q = char(K) > 0, entonces q 6= p y αq−1 =

(
q
p

)
.

Demostración. Dado que por hipótesis hay una ráız p-ésima de la unidad en C,
necesariamente char(K) 6= p. Ahora

αq =
p−1∑
x=0

(
x

p

)
wxq =

p−1∑
y=0

(
yq−1

p

)
wy =

(
q−1

p

) p−1∑
y=0

(
y

p

)
wy =

(
q

p

)
α,

de donde αq−1 =
(
q
p

)
. �

Teorema 14.12 (de reciprocidad cuadrática). Sean p, q > 0 dos primos im-
pares. Entonces

(
q
p

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4

(
p
q

)
.

Demostración. Sea C una clausura algebraica de Fq y w ∈ C una ráız p-ésima

primitiva de la unidad. Denotemos con α a
∑p−1
x=0

(
x
p

)
wx. Por los Lemas 14.8 y

14.11, (
q

p

)
= αq−1

=


(
−1
p

)
p

q


=


(
−1
p

)
q

(p
q

)

=
(

(−1)(p−1)/2

q

)(
p

q

)
=
(
−1
q

)(p−1)/2(
p

q

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4

(
p

q

)
. �

El teorema anterior se puede utilizar para el calculo del śımbolo de Legendre. Por
ejemplo(

29
43

)
=
(

43
29

)
=
(

14
29

)
=
(

2
29

)(
7
29

)
= −

(
7
29

)
= −

(
29
7

)
= −

(
1
7

)
= −1.
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Una de las mayores dificultades que se presenta en este cálculo es en la necesidad de
factorizar los números que van apareciendo. Este problema se soluciona mediante
la introducción de un śımbolo que extiende al de Legendre.

Definición 14.13 (Śımbolo de Jacobi). Dados un número entero m y un núme-
ro natural e impar n definimos el sḿbolo de Jacobi

(
m
n

)
por

(m
n

)
=

r∏
i=1

(
m

pi

)
,

donde n =
∏r
i=1 pi es la factorización de n como producto de primos.

Lema 14.14. Si m y n son impares, entonces 2 | m − 1, 2 | n − 1, 2 | mn − 1,
8 | m2 − 1, 8 | n2 − 1, 8 | m2n2 − 1,

mn− 1
2

≡ m− 1
2

+
n− 1

2
(mod 2)

y

m2n2 − 1
8

≡ m2 − 1
8

+
n2 − 1

8
(mod 2),

Demostración. Es inmediato que 2 | m − 1, 2 | n − 1, 2 | mn − 1, 8 | m2 − 1,
8 | n2 − 1 y 8 | m2n2 − 1. Dado que (m− 1)(n− 1) ≡ 0 (mod 4), tenemos

mn− 1
2

≡ m− 1
2

+
n− 1

2
(mod 2).

Finalmente, dado que (m2 − 1)(n2 − 1) ≡ 0 (mod 16), tenemos

m2n2 − 1
8

≡ m2 − 1
8

+
n2 − 1

8
(mod 2). �

Teorema 14.15. Se satisfacen:

1)
(

m
n1n2

)
=
(
m
n1

)(
m
n2

)
.

2)
(
m1m2
n

)
=
(
m1
n

) (
m2
n

)
.

3) Si m1 ≡ m2 (mod n), entonces
(
m1
n

)
=
(
m2
n

)
.

4)
(−1
n

)
= (−1)(n−1)/2.

5)
(

2
n

)
= (−1)(n2−1)/8.

6)
(
m
n

) (
n
m

)
= (−1)(m−1)(n−1)/4.

Demostración. 1) se sigue directamente de la definición. 2) y 3) se siguen de la
definición y de la propiedad correspondiente del śımbolo de Legendre. Veamos 4).
Supongamos que n =

∏r
i=1 pi es la factorización de n como producto de primos.

Entonces, por el Lemma 14.14(
−1
n

)
=

r∏
i=1

(−1)(pi−1)/2 = (−1)
∑r
i=1(pi−1)/2 = (−1)(n−1)/2.
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La demostración de 5) es similar. Veamos 6). Si m =
∏r
i=1 pi y n =

∏s
j=1 qj son las

factorizaciones de m y n como productos de primos, entonces, por el Teorema 14.12,
los items 1) y 2) de este teorema y el Lema 14.14,

(m
n

)( n
m

)
=

r∏
i=1

s∏
j=1

(
pi
qj

)(
qj
pi

)

=
r∏
i=1

s∏
j=1

(−1)(pi−1)(qj−1)/4

= (−1)
∑r
i=1

∑s
j=1(pi−1)(qj−1)/4

= (−1)
∑r
i=1(pi−1)/2

∑s
j=1(qj−1)/2

= (−1)(m−1)(n−1)/4.

Por ejemplo(
403
803

)
= −

(
803
403

)
= −

(
−1
403

)(
3

403

)
=
(

3
403

)
= −

(
403
3

)
= −

(
1
3

)
= −1.

Terminamos esta sección con una demostración del teorema de Wedderburn que dice
que todo anillo de división finito es un cuerpo. En esta demostración se utilizan
tanto la ecuación de las clases de la teoŕıa de grupos finitos, como propiedades de
los polinomios ciclotómicos.

Teorema 14.16 (Wedderburn). Todo anillo de división finito D es un cuerpo.

Demostración. Denotemos con Z el centro de D y con Zx al centralizador en D de
cada elemento x ∈ D. Es fácil ver que Z es un cuerpo y que cada Zx es un anillo de
división. Aśı, si q = #(Z), nx = (Zx : Z), mx = (D : Zx) y n = (D : Z), tenemos
que n = mxnx, #(Zx) = qnx y #(D) = qn = (qnx)mx . Es claro también que Z∗ es
el centro de D∗ y que Z∗x es el centralizador en D∗ de cada elemento x ∈ D∗. Sea
R un conjunto de representantes de cada una de las clases de conjugación de D∗

que tienen más de un elemento. La ecuación de las clases de D∗ queda

(*) qn − 1 = #(D∗) = #(Z∗) +
∑
x∈R

#(D∗)
#(Z∗x)

= q − 1 +
∑
x∈R

qn − 1
qnx − 1

.

Dado que x /∈ Z para ningún x ∈ R, tenemos que nx divide propiamente a n
para todo x ∈ R. Aśı, tanto Xn − 1 como cada uno de los cocientes Xn−1

Xnx−1 son
polinomios divisibles por φn(X) en Z[X]. De aqúı se deduce inmediatamente que
φn(q) divide en Z tanto a qn − 1 como a cada uno de los enteros qn−1

qnx−1 . Por (∗)
tenemos entonces que φn(q) | q − 1, lo que implica que∏

w∈Ωn

|q − w| = |φn(q)| | q − 1,

donde Ωn es el conjunto de las ráıces n-ésimas primitivas de la unidad. Dado que
si n > 1, entonces |q −w| > q − 1 para cada w ∈ Ωn, deducimos de aqúı que n = 1
y, por lo tanto, D = Z. �
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15. Cuerpos finitos

Sea K un cuerpo finito con q elementos. Es claro que K tiene caracteŕıstica
positiva p y que q = pn, donde n = (K : Fp). En efecto, en este caso K ' F(n)

p

como Fp-espacio vectorial, lo que implica que q = pn. La siguiente proposición
implica en particular que vale la rećıproca.

Proposición 15.1. Para cada primo p > 0 y cada número natural n, existe un
cuerpo de pn elementos. Además si un cuerpo tiene pn elementos, entonces es el
cuerpo de descomposición de Xpn − X sobre Fp. En particular, toda extensión
finita de un cuerpo finito es normal y separable y dos cuerpos que tienen la misma
cantidad de elementos son isomorfos.

Demostración. Sea C una clausura algebraica de Fp y sea K el conjunto de las
ráıces de Xpn −X en C. Como este polinomio es separable K tiene pn elementos.
Además es claro que 0, 1 ∈ K y que K es cerrado para la suma y el producto. Aśı,
K es un anillo. Como K es un dominio finito, es un cuerpo. Supongamos ahora
que K es un cuerpo que tiene pn elementos. Por la Proposición 12.1 K∗ es un
grupo ćıclico de orden pn−1 y, en consecuencia, todo elemento de K es una ráız de
Xpn−X. Como este polinomio tiene a lo sumo pn ráıces, K coincide con el conjunto
de las ráıces de Xpn −X. En particular K/Fp es un cuerpo de descomposición de
Xpn −X, lo que por el Teorema 7.3, muestra que dos cuerpos finitos con la misma
cantidad de elementos son isomorfos. �

A un cuerpo con q elementos lo denotaremos con Fq. Por lo que acabamos
de ver, salvo isomorfismos este cuerpo es único y además, q = pn donde p es la
caracteŕıstica de K y n = (K : Fp).

Sea k un entero positivo. Analicemos la existencia de ráıces k-ésimas en Fq.
Como el grupo multiplicativo de Fq es ćıclico esto se puede hacer facilmente.

Proposición 15.2. Sea α un generador de Fq y sea i un entero positivo. La
ecuación Xk = αi tiene solución si y sólo si (k : q− 1) | i, donde (k : q− 1) denota
al máximo de los divisores comunes de k y q − 1. Además, en este caso, Xk = αi

tiene (k : q − 1) soluciones distintas. En particular Xk = β tiene solución para
todo β ∈ Fq si y sólo si (k : q − 1) = 1 y, en este caso, la solución es única.

Demostración. Es claro que Xk = αi tiene solución si y sólo si existe j ∈ N tal que
αjk = αi, lo que equivale a que jk ≡ i (mod q − 1). Aśı, Xk = αi tiene solución si
y sólo si (k : q−1) | i. Sean j y j′ dos enteros positivos tales que 1 ≤ j < j′ ≤ q−1.
Como αjk = αj

′k si y sólo si q− 1 divide a k(j′− j) o, lo que es lo mismo, si y sólo
si (q− 1)/(k : q− 1) divide a j′− j, la ecuación Xk = αi tiene (k : q− 1) soluciones
distintas. �

Es fácil determinar los subcuerpos de un cuerpo finito. Hacemos esto el la
siguiente Proposición.

Proposición 15.3. Sea p > 0 un número primo. Entonces Fpn contiene a Fpm si
y sólo si m divide a n.

Demostración. Sea F un subcuerpo de Fpn . Denotemos con pm a la cantidad de
elementos de F . Como Fpn es un F -espacio vectorial, existe r tal que pn = #(Fpn) =
#(F )r = pmr, lo que muestra que m divide a n. Rećıprocamente, supongamos que
m | n. Entonces, pm − 1 | pn − 1, de donde Xpm−1 − 1 | Xpn−1 − 1 y, por lo tanto,
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Xpm −X | Xpn −X. Aśı, el cuerpo de descomposición Fpn de Xpn −X sobre Fp
contiene un cuerpo de descomposición Fpm de Xpm −X sobre Fp. �

A continuación damos una demostración alternativa de que toda extensión finita
de un cuerpo finito es de Galois y calculamos su grupo de Galois.

Proposición 15.4. El grupo de Galois de Fqn/Fq es ćıclico de orden n y está
generado por el elemento σ de G(Fqn/Fq), definido por σ(x) = xq.

Demostración. Es claro que (Fqn : Fq) = n. Por la Proposición 12.1, los grupos F∗q y
F
∗
qn son ćıclicos de orden q−1 y qn−1, respectivamente. Como xq

r

= σr(x) = x para
todo x ∈ Fqn equivale a que n/r, el orden de 〈σ〉 es n. Aśı, por las Proposiciones 6.4
y 13.10, la extensión Fqn/Fq es de Galois y G(Fqn/Fq) = 〈σ〉. �

A continuación estudiamos los polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos.

Proposición 15.5. Para cada cuerpo finito Fq y cada entero positivo n, existe un
polinomio irreducible P ∈ Fq[X] de grado n. Además si P ∈ Fq[X] es un polinomio
irreducible de grado n y α es una ráız de P en una clausura algebraica C de Fq,
entonces se satisfacen:

1) P es separable y el cuerpo de descomposición de P sobre Fq es Fq(α) = Fqn .

2) Las ráıces de P en C son α, αq, αq
2
, . . . , αq

n−1
.

3) αq
m

= α si y sólo si n | m. En particular n es el menor entero positivo tal que
αq

n

= α.

4) P | Xqm −X si y sólo si n | m. En particular n es el menor entero positivo tal
que P | Xqn −X.

5) Supongamos que P 6= X.Entonces P | Xqm−1−1 si y sólo si n | m. En particular
n es el menor entero positivo tal que P | Xqn−1 − 1. Además todas las ráıces de
P están en F∗qn y tienen el mismo orden en F∗qn .

Demostración. Como Fqn/Fq es simple, existe β ∈ Fqn tal que Fqn = Fq(β). Aśı,
irr(β,Fq) es un polinomio irreducible de grado n sobre Fq. Supongamos ahora que
P ∈ Fq[X] es un polinomio irreducible de grado n y que α es una ráız de P en
una clausura algebraica C de Fq. Como Fq(α)/Fq es de Galois, P se factoriza en
Fq(α) como un producto de polinomios distintos de grado 1. En consecuencia, P
es separable y Fq(α) es el cuerpo de descomposición de P sobre Fq. Como además
(Fq(α) : Fq) = gr(P ) = n, este cuerpo Fq(α) es isomorfo a Fqn . Esto prueba el
item 1). Los items 2) y 3) se siguen inmediatamente de que el grupo de Galois
de Fqn/Fq es ćıclico de orden n y está generado por el elemento σ de G(Fqn/Fq),
definido por σ(x) = xq. Veamos el item 4). Como P = irr(α,Fq), tenemos que
P | Xqm − X si y sólo si α es ráız de Xqm − X, lo que por el item 3) equivale a
que n | m. Por último, la primera parte del item 5) se sigue inmediatamente del
item 4) y la segunda de que, por ser un automorfismo, σ : Fqn → Fqn , preserva el
orden de α en F∗qn . �

Sea P ∈ Fq[X] un polinomio irreducible distinto de X. Por los item 2) y 3) de
la proposición anterior todas las ráıces de P generan el mismo subgrupo ćıclico de
F
∗
qn , donde n es el grado de P . Al orden de este subgrupo lo llamamos el orden de
P y lo denotamos o(P ). Cuando o(P ) = qn − 1, decimos que P es primitivo sobre
Fq. El siguiente resultado da una manera de calcular el orden ν de P .
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Proposición 15.6. Sea P ∈ Fq[X] un polinomio irreducible distinto de X. Si P
tiene orden ν, entonces P | Xk − 1 si y sólo si ν | k. En particular ν es el menor
entero positivo tal que P | Xν − 1.

Demostración. Supongamos primero que ν | k. Cada ráız α de P satisface αν−1 =
0 y, por lo tanto, αk − 1 = 0. Como P es separable, esto implica que P | Xk − 1.
Rećıprocamente, si P | Xk − 1, entonces cada ráız de P es una ráız de Xk − 1 y aśı
su orden divide a k. �

El siguiente corolario muestra en particular que el grado de un polinomio orre-
ducible de P ∈ Fq[X], distinto de X, está determinado por su orden.

Corolario 15.7. Sea P ∈ Fq[X] un polinomio irreducible distinto de X. Denote-
mos con n a su grado y con ν a su orden. Son equivalentes:
1) P | Xqm−1 − 1.
2) n | m.
3) ν | qm − 1.
En particular ν es coprimo con q y n es el orden de la clase de q en Z∗ν .

Demostración. 1) ⇔ 2) Por el item 5) de la Proposición 15.5.
1) ⇔ 3) Por la Proposición 15.6. �

El siguiente corolario da un método que permite verificar si un polinomio es
primo.

Corolario 15.8. Sea P ∈ Fq[X] un polinomio de grado n y sea α 6= 0 una ráız de
P de orden ν. Son equivalentes:
1) P es irreducible y distinto de X.
2) ν es coprimo con q y n es el orden de la clase de q en Z∗ν .

Demostración. 1) ⇒ 2) Por el Corolario 15.7.
2) ⇒ 1) Por el Corolario 15.7 n es el grado de irr(α,Fq). Como irr(α,Fq) divide
a P y los dos polinomios tienen el mismo grado, difieren en un múltiplo por un
escalar no nulo. Es claro aśı que P es irreducible. �

Corolario 15.9. Sean P ∈ Fq[X] un polinomio irreducible distinto de X, n y
ν el grado y orden de P respectivamente y p un primo que divide a qn − 1. Si
qn − 1 = pru y ν = psv con p - u y p - v, entonces t = r − s es el mayor entero tal
que P | X(qn−1)/pt − 1.

Demostración. Por el Corolario 15.7 psv = ν divide a qn − 1 = pru. Es claro
ahora que, por la Proposición 15.6, t = r − s es el mayor entero tal que P |
X(qn−1)/pt − 1. �

Ejemplo. Consideremos el polinomio irreducible X6 + X + 1 ∈ F2[X]. Como
P - X21 − 1 y P | X63 − 1 y como P - X9 − 1 y P | X63 − 1, por el Corolario 15.9,
32 | ν y 7 | ν. Aśı, ν = 32.7 = 63.

Ejemplo. Consideremos el polinomio irreducible X6 +X4 +X2 +X + 1 ∈ F2[X].
Como q = 2, tenemos que q6 − 1 = 63 = 32.7. Como P - X7 − 1 y P | X21 − 1 y
como P - X9 − 1 y P | X63 − 1, por el Corolario 15.9, 3 | ν pero 32

- ν y 7 | ν. Aśı,
ν = 3.7 = 21.

Los ejemplos anteriores muestran que el orden de un polinomio irreducible no
está determinado por su grado.
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Proposición 15.10. Sea P ∈ Fq[X] un polinomio irreducible distinto de X y sean
n el grado de P y m un entero positivo. Entonces P se factoriza en Fqm [X] como un
producto de (n : m) factores, cada uno de los cuales tiene grado igual a n/(n : m).

Demostración. Sean ν el orden de P y Q un factor primo de P en Fqm [X]. Por el
Corolario 15.7 el grado de Q es igual al menor entero positivo r tal que ν | qmr − 1.
La proposición se sigue inmediatamente de que, nuevamente por el Corolario 15.7,
r = n/(n : m). �

Sea Fq un cuerpo finito de q elementos, n un número natural, E un cuerpo de
descomposición de Xn − 1 sobre Fq y w ∈ E una ráız n-ésima primitiva de la
unidad. La existencia de w muestra en particular que n es coprimo con q. Por el
Corolario 15.7, irr(w,Fq) tiene grado igual al orden on(q) de la clase q de q en Z∗n,
de modo que E = Fq(w) = Fqon(q) . Además, por la Proposición 15.4, G(E/Fq) es
ćıclico de orden on(q) y está generado por el elemento σ ∈ G(E/Fq), definido por
σ(w) = wq. En particular, la aplicación θ : G(E/Fq)→ Z

∗
n, definida después de la

Proposición 14.2, satisface θ(σ) = q y aśı es sobreyectiva si y sólo si on(q) = ϕ(n).
Sea x un generador del grupo multiplicativo F∗

qon(q) de Fqon(q) . A continuación
determinamos que potencias de x son las ráıces n-ésimas primitivas de la unidad
en F∗

qon(q) .

Proposición 15.11. Sea x un generador del grupo multiplicativo F∗
qon(q) de Fqon(q) .

El elemento xk de F∗
qon(q)

es una ráız n-ésima primitiva de la unidad en F∗
qon(q) si y

sólo si k = u q
on(q)−1
n , donde 1 ≤ u < n y (u : n) = 1.

Demostración. Observemos en primer lugar que n divide a qon(q) − 1. Para todo
k ≥ 1, el orden o(xk) de xk es o(xk) = qon(q)−1

(qon(q)−1:k)
. En consecuencia, o(xk) = n si

y sólo si (qon(q) − 1 : k) = qon(q)−1
n , es decir si k = u q

on(q)−1
n , donde 1 ≤ u < n y

(u : n) = 1. �

Proposición 15.12. Sea n > 1 un entero positivo y coprimo con q. Se satisfacen:

1) El polinomio ciclotómico φn(X) ∈ Fq[X] se factoriza como el producto de todos
los polinomios mónicos e irreducibles de orden n de Fq[X].

2) Denotemos con on(q) al orden de la clase de q en Z∗n. Todos los polinomios
mónicos e irreducibles de orden n de Fq[X] tienen grado on(q) y su cantidad es
ϕ(n)/on(q).

Demostración. 1) Sea P un polinomio mónico e irreducible de orden n de Fq[X].
Por definición todas las ráıces de P tienen orden n y son por lo tanto ráıces de
φn(X). Como P es separable, esto implica que P | φn(X). Dado que por otra parte,
todo polinomio mónico e irreducible que divide a φn(X) tiene orden n, conclúımos
que φn(X) ∈ Fq[X] se factoriza como el producto de todos los polinomios mónicos
e irreducibles de orden n de Fq[X].

2) Por el Corolario 15.7 los polinomios irreducibles de orden n de Fq[X] tienen grado
on(q). Aśı, item 1) la cantidad de los que además son mónicos es ϕ(n)/on(q). �

Corolario 15.13. Sea n > 1 un entero positivo y coprimo con q. El producto de
todos los polinomios P ∈ Fq[X] distintos de X, que son mónicos e irreducibles y
cuyo orden divide a n es igual a Xn − 1.
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Demostración. Esto se deduce inmediatamente de que Xn − 1 =
∏
d|n φd y de la

Proposición 15.12. �

Proposición 15.14. Sea Fq un cuerpo finito y n un número natural. El producto
de todos los polinomios mónicos e irreducibles de Fq[X], cuyos grados dividen a n

es igual a Xqn − 1.

Demostración. Por el item 4) de la Proposición 15.5, un polinomio mónico e irre-
ducible de Fq[X] divide a Xqn−X si y sólo si su grado divide a n. La demostración
se termina facilmente usando que Xqn − 1 es separable. �

Dado un cuerpo finito Fq y un número natural n denotemos con (Υn)n≥1 al
producto de todos los polinomios mónicos e irreducibles de Fq[X] de grado n. Por
la Proposición 15.14, Xqn−X =

∏
d|n Υd. Esto da una manera recursiva de calcular

los polinomios Υn, que muestra además que estos polinomios tienen coeficientes en
el cuerpo primo de Fq.

Sea P ∈ Fq[X] un polinomio de grado n. El método para ver si P es irreducible,
enunciado en el Corolario 15.8, tiene la desventaja de que se requiere conocer el
orden de alguna ráız de P . Los siguientes resultados puede ser utiles a la hora de
comprobar si P es irreducible.

Proposición 15.15. Sea Fq un cuerpo primo y P ∈ Fq[X] un polinomio mónico.
Escribamos a P como un producto de polinomios mónicos e irreducibles P =∏
i∈I Pi y denotemos con n al mı́nimo de los múltiplos comunes de los grados de

los Pi’s. Son equivalentes:

1) P es separable.

2) P | Xqn −X.

3) Existe m ∈ N tal que P | Xqm −X.

Además, en este caso, P | Xqm −X si y sólo si n | m.

Demostración. Denotemos con ni al grado de Pi. Por la Proposición 15.5, Pi |
Xqm −X si y sólo si ni | m. Aśı, si P es separable, entonces P | Xqm −X si y sólo
si n | m. Esto muestra en particular que 1) implica 2). Es trivial que 2) implica 3).
Finalmente 3) implica 1) ya que Xqm −X es separable. �

Proposición 15.16. Sea Fq un cuerpo primo y P ∈ Fq[X] un polinomio mónico
que no es divisible por X. Escribamos a P como un producto de polinomios mónicos
e irreducibles P =

∏
i∈I Pi y denotemos con ν y n al mı́nimo de los múltiplos co-

munes de los ordenes y de los grados de los Pi’s, respectivamente. Son equivalentes:

1) P es separable.

2) P | Xν − 1.

Además, en este caso, ν | qn − 1 y P | Xt − 1 si y sólo si ν | t.

Demostración. Denotemos con νi al orden de Pi. Por la Proposición 15.6, Pi | Xt−1
si y sólo si νi | t. Aśı, si P es separable, entonces P | Xt − 1 si y sólo si ν | t. Esto
muestra en particular que 1) implica 2). Veamos que 2) implica 1). En efecto, por
el Corolario 15.7, ν es coprimo con q y por lo tanto Xν − 1 es separable. Aśı, si
P | Xν − 1, entonces P es separable. Por último, por la Proposición 15.15, si P es
separable, ν | qn − 1. �
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16. Independencia lineal y algebraica de

morfismos. Teorema de la base normal

Definición 16.1. Sea G un monoide y F un cuerpo. Un carácter de G en F es un
morfismo ξ : G→ F ∗, de G en el grupo multiplicativo de F . Al carácter que toma
el valor constante 1 se lo llama carácter trivial.

Teorema 16.2 (Art́ın). Cada familia ξ1, . . . , ξn de carácteres distintos de G en
F es linealmente independiente sobre F .

Demostración. Supongamos que existe una ecuación no trivial

(*) a1ξ1 + · · ·+ asξs = 0

de dependencia lineal con coeficientes en F . Cambiando los ı́ndices si es necesario,
podemos suponer que s es la menor cantidad de sumandos que pueden aparecer en
una ecuación de este tipo. Es claro que s ≥ 2. Como ξ1 6= ξ2 existe z ∈ G tal que
ξ1(z) 6= ξ2(z). Para todo x ∈ G tenemos a1ξ1(zx) + · · · + asξs(zx) = 0, de donde,
como ξ1, . . . , ξn son carácteres,

a1ξ1(z)ξ1 + · · ·+ asξs(z)ξs = 0.

Dividiendo esta relación por ξ1(z) y restandosela a (∗) obtenemos la ecuación

a2(1− ξ2(z)/ξ1(z))ξ2 + · · ·+ as(1− ξs(z)/ξ1(z))ξs = 0,

que es no trivial y tiene menos sumandos que (∗), lo que es absurdo. �

Corolario 16.3 (Dedekind). Sean E/K y F/K dos extensiones. Cada familia
de morfismos distintos de E/K en F/K es linealmente independiente sobre F .

El resultado que acabamos de ver asegura que una familia σ1, . . . , σn de K-
inclusiones distintas de E en F , es linealmente independiente sobre F . En otras
palabras, dice que si P (X1, . . . , Xn) = λ1X1 + · · · + λnXn ∈ F [X1, . . . ,Xn] es
un polinomio lineal no nulo, entonces P (σ1, . . . , σn) 6= 0. Bajo circunstancias es-
peciales, este resultado puede refinarse considerablemente. Dado un polinomio no
necesariamente lineal P (X1, . . . , Xn) ∈ F [X1, . . . , Xn] denotamos con P (σ1, . . . , σn)
a la función de E en F , definida por P (σ1, . . . , σn)(x) = P (σ1(x), . . . , σn(x)). Por
ejemplo si n = 2 y P (X1,X2) = X2

1 + X1X2, entonces P (σ1, σ2)(x) = σ1(x)2 +
σ1(x)σ2(x). Decimos que una famila σ1, . . . , σn de elementos de Hom(E/K,F/K) es
algebraicamente independiente sobre F si para cada polinomio P ∈ F [X1, . . . ,Xn],
tenemos que P (σ1, . . . , σn) = 0 si y sólo si P = 0. Probaremos a continuación
que, bajo ciertas condiciones muy generales, vale la independencia algebraica de
morfismos. En la demostración usaremos el siguiente resultado, importante en si
mismo.

Teorema 16.4. Sean E/K una extensión separable de grado n y σ1, . . . , σn las K-
inclusiones de E en una clausura algebraica C de E. Una familia B = {λ1, . . . , λn}
de elementos de E es una base de E sobre K si y sólo si det(σi(λj)) 6= 0.

Demostración. Tomemos α1, . . . αn ∈ C y supongamos que B es una base de E so-
bre K. Entonces

∑n
i=1 αiσi(λj) = 0 para todo j implica que

∑n
i=1 αiσi = 0, lo que

por el Corolario 16.3, implica a su vez que α1 = · · · = αn = 0. Aśı, det(σi(λj)) 6= 0.
Rećıprocamente supongamos que vale esta condición y que

∑n
j=1 αjλj = 0 con los

αj en K. Entonces 0 = σi(0) =
∑n
j=1 αjσi(λj), de donde αj = 0 para todo j. �
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Teorema 16.5. Sean E/K y F/K dos extensiones y σ1, . . . , σn una familia de
elementos distintos de Hom(E/K,F/K). Si E/K es finita y K es infinito, entonces
σ1, . . . , σn es algebraicamente independiente sobre F .

Demostración. Como las restricciones de σ1, . . . , σn a la clausura separable de K
en E son todas distintas, podemos suponer que E/K es separable y reemplazando
F , primero por su clausura algebraica y luego por la clausura algebraica de K en F ,
podemos suponer que F es la clausura algebraica de K. Considerando por último
todos los morfismos de extensiones cuerpo de E/K en F/K podemos suponer que
n es el grado de E/K. Supongamos que P (X1, . . . , Xn) ∈ F [X1, . . . , Xn] es un
polinomio tal que P (σ1, . . . , σn)(x) = 0, para todo x ∈ E. Sea {λ1, . . . , λn} una
base de E sobre K. Consideremos el polinomio Q(X1, . . . ,Xn) ∈ F [X1, . . . ,Xn],
definido por

Q(X1, . . . ,Xn) = P

 n∑
j=1

Xjσ1(λj), . . . ,
n∑
j=1

Xjσn(λj)

 .

Para toda familia α1, . . . , αn de elementos de K,

Q(α1, . . . , αn) = P

 n∑
j=1

αjσ1(λj), . . . ,
n∑
j=1

αjσn(λj)


= P

σ1

 n∑
j=1

αjλj

 , . . . , σn

 n∑
j=1

αjλj

 = 0,

y aśı como K es infinito, Q(X1, . . . , Xn) = 0. Sean β1, . . . , βn ∈ F . Dado que por el
Teorema 16.4 det(σi(λj)) 6= 0, existen α1, . . . , αn ∈ F tales que βi =

∑n
j=1 αjσi(λj)

para todo i. Aśı,

P (β1, . . . , βn) = P

 n∑
j=1

αjσ1(λj), . . . ,
n∑
j=1

αjσn(λj)

 = Q(α1, . . . , αn) = 0,

para todo β1, . . . , βn ∈ F , de donde P = 0. �

Teorema 16.6 (de la base normal). Sean E/K una extensión de Galois de
grado n y {σ1, . . . , σn} = G(E/K). Existe λ ∈ E tal que {σ1(λ), . . . , σn(λ)} es una
base de E sobre K.

Demostración. Supongamos primero que K es un cuerpo finito Fq. Entonces E =
Fqn y G(E/K) = {id, σ, σ2, . . . , σq

n−1}, donde σ está definida por σ(x) = xq. Por el
Corolario 16.3, estas aplicaciones son linealmente independientes sobre Fqn . Aśı, el
polinomio minimal de σ es Xn−1 y, por lo tanto, coincide con el caracteŕıstico. Por
el teorema de la descomposición ćıclica de endomorfismos de espacios vectoriales
de dimensión finita aplicado a este caso, existe λ ∈ Fqn tal que

{λ = id(λ), λq = σ(λ), λq
2

= σ2(λ), . . . , λq
n−1

= σq
n−1

(λ)}

es una base de E sobre K. Supongamos ahora que K es infinito. Por el Teo-
rema 16.4, para ver que existe λ ∈ E tal que {σ1(λ), . . . , σn(λ)} es una base de
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E sobre K, es suficiente comprobar que existe λ ∈ E tal que det(σi(σj(λ))) 6= 0.
Veamos esto. Consideremos la matriz

M =


σ1 ◦ σ1 σ1 ◦ σ2 . . . σ1 ◦ σn
σ2 ◦ σ1 σ2 ◦ σ2 . . . σ2 ◦ σn

...
...

. . .
...

σn ◦ σ1 σn ◦ σ2 . . . σn ◦ σn

 .

Observese que cada una de las filas y cada una de las columnas de M es una
permutación σ1, . . . , σn. Aśı,

M =


σ11 σ12 . . . σ1n

σ21 σ22 . . . σ2n
...

...
. . .

...
σn1 σn2 . . . σnn

 ,

donde (i1, . . . , in) es una permutación de {1, . . . , n} para cada i y (1j , . . . , nj) es
una permutación de {1, . . . , n} para cada j. Consideremos la matriz

N(X1, . . . , Xn) =


X11 X12 . . . X1n

X21 X22 . . . X2n
...

...
. . .

...
Xn1 Xn2 . . . Xnn

 .

obtenida reemplazando cada σi por Xi en M . Afirmamos que el polinomio

P (X1, . . . ,Xn) = det(N(X1, . . . , Xn))

es no nulo. En efecto, como la matriz N(1, 0, . . . , 0) tiene un 1 en cada fila y cada
columna y cero en todos los demás lugares, P (1, 0, . . . , 0) = ±1, de donde P 6= 0.
Aśı, por el Teorema 16.5, existe λ ∈ E tal que det(σi(σj(λ))) = P (σ1, . . . , σn)(λ) 6=
0. �

Sean E/K una extensión de Galois de grado n y {σ1, . . . , σn} = G(E/K). Una
base de E sobre K de la forma {σ1(λ), . . . , σn(λ)} se llama normal. A continuación
damos un ejemplo de base normal.

Proposición 16.7. Sea K un cuerpo, n ∈ N un número que no es múltiplo de la
caracteŕıstica de K y E el cuerpo de descomposición de Xn − 1 sobre K. Supon-
gamos que φn(X) ∈ K[X] es irreducible. Entonces, el conjunto Ωn de las ráıces
n-ésimas primitivas de la unidad de E es una base normal de E sobre K si y sólo
si n es un producto de primos distintos.

Demostración. Sea w ∈ E una ráız n-ésima primitiva de la unidad. Por el comen-
tario que sigue a la Proposición 14.1, E = K(w) y la aplicación θ : G(E/K)→ Z

∗
n,

definida por θ(σ) = i si σ(w) = wi, es un isomorfismo. Aśı,

Ωn = {wi : 1 ≤ i ≤ n y (i : n) = 1} = {σ(w) : σ ∈ G(E/K)},

de modo de que si Ωn es una base de E sobre K, entonces es una base normal.
Veamos primero que si n es un producto de primos distintos, entonces Ωn es una
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base de E sobre K. Si n es un primo p, entonces Ωp = {w, . . . , wp−1}, donde w
es una ráız p-ésima primitiva de la unidad. Como (E : K) = p − 1 y E = K(w),
el conjunto {1, w, . . . , wp−2} es una base E sobre K. Aśı, dado que 1 + w + · · · +
wp−1 = φp(w) = 0, el conjunto Ωp = {w, . . . , wp−1} también es una base E sobre
K. Supongamos ahora que el resultado es cierto para divisores propios de n y
escribamos n = pm con p primo. Sean w1 ráız p-ésima primitiva de la unidad y
w2 una ráız m-ésima primitiva de la unidad. De la Proposición 14.6 se sigue que
(K(w1) : K) = ϕ(p) y (K(w2) : K) = ϕ(m). Aśı, por hipótesis inductiva, Ωp es una
base de K(w1) sobre K y Ωm es una base de K(w2) sobre K. En consecuencia, dado
que E = K(w1).K(w2), el conjunto Ωn = ΩpΩm := {w1w2 : w1 ∈ Ωp y w2 ∈ Ωm}
genera a E sobre K. Como (E : K) = ϕ(n) = #(Ωn) tenemos finalmente que Ωn es
una base de E sobre K. Para la inversa, supongamos que n = pkm con k > 1. Dado
que, por el item 6) de la Observación 14.1, φn(X) = φpm(Xpk−1

), el coeficiente de
Xϕ(n)−1 en φn(X) es cero. Como este coeficiente es la suma de las ráıces n-ésimas
primitivas de la unidad, en este caso, estas ráıces no forman una base de E sobre
K. �

17. Polinomios simétricos

En lo que sigue probamos que todo polinomio simétrico se escribe de manera
única como un polinomio en los polinomios simétricos elementales. Nosotros tra-
bajamos en un contexto más general que el dado en el Ejemplo 13.20, permitiendo
que los polinomios tengan coeficientes en un anillo conmutativo arbitrario.

Sea A un anillo conmutativo y A[t1, . . . , tn] el anillo de polinomios en n variables.
El grupo simétrico Sn opera sobre A[t1, . . . , tn] via σ(ti) = tσ(i). A los polinomios
P ∈ A[t1, . . . , tn] que satisfacen la ecuación σ(P ) = P se los denomina polinomios
simétricos. Denotamos con A[t1, . . . , tn]Sn al subanillo de A[t1, . . . , tn] formado
por los polinomios simétricos. Sean s1, . . . , sn los polinomios simétricos elementales
definidos por

si =
∑

1≤j1<···<ji≤n

tj1 . . . tji .

Es claro que A[s1, . . . , sn] ⊆ A[t1, . . . , tn]Sn . En el Teorema 17.2 mostramos que
todo polinomio simétrico se escribe de manera única como un polinomio en los
polinomios simétricos elementales.

Teorema 17.1. Los polinomios simétricos elementales s1, . . . , sn son algebraica-
mente independientes sobre A.

Demostración. Supongamos que el resultado es falso. Sea n el menor entero positivo
para el que falla y sea

P (X1, . . . ,Xn) 6= 0 de grado mı́nimo con P (s1, . . . , sn) = 0.

Escribamos

P (X1, . . . , Xn) = P0(X1, . . . ,Xn−1) + · · ·+ Pd(X1, . . . ,Xn−1)Xd
n.

Debe ser P0(X1, . . . , Xn−1) 6= 0, ya que si no

P (X1, . . . ,Xn) = XnQ(X1, . . . , Xn)⇒ Q(s1, . . . , sn) = 0,
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lo que es absurdo porque gr(Q) < gr(P ). Evaluando ahora en tn = 0, la igualdad

0 = P0(s1, . . . , sn−1) + · · ·+ Pd(s1, . . . , sn−1)sdn,

obtenemos que 0 = P0(s′1, . . . , s
′
n−1), donde los s′i’s son los polinomios simétricos

elementales en t1, . . . , tn−1, lo que contradice la minimalidad de n. �

Teorema 17.2. Sea P ∈ A[t1, . . . , tn] un polinomio simétrico. Entonces existe un
único polinomio Q(X1, . . . ,Xn), tal que

P (t1, . . . , tn) = Q(s1, . . . , sn).

Demostración. La unicidad se deduce de la independencia algebraica de los si’s.
Veamos la existencia. Ordenemos los monomios tα1

1 . . . tαnn , poniendo

tα1
1 . . . tαnn > tβ1

1 . . . tβnn

si α1 + · · ·+αn > β1 + · · ·+βn o si ambas sumas coinciden, pero existe 0 ≤ s < n tal
que α1 = β1, . . . , αs = βs y αs+1 > βs+1. Es fácil ver que existen sólo una cantidad
finita de monomios que son menores que un monomio dado. Sea P un polinomio
simétrico. Sea tα1

1 . . . tαnn el monomio más grande que aparece en P con coeficiente
c no nulo. Como P es simétrico, los momomios obtenidos a partir de tα1

1 . . . tαnn ,
permutando las variables, aparecen en P con el mismo coeficiente Aśı α1 ≥ α2 ≥
· · · ≥ αn. Dado que el monomio más grande que aparece en si con coeficiente no
nulo es t1 . . . ti, el mayor monomio que aparece en sα1−α2

1 sα2−α3
2 . . . s

αn−1−αn
n−1 sαnn es

tα1
1 . . . tαnn . Aśı, el monomio más grande que aparece en

P (t1, . . . , tn)− csα1−α2
1 sα2−α3

2 . . . s
αn−1−αn
n−1 sαnn

con coeficiente no nulo es menor que tα1
1 . . . tαnn . La demostración se termina ahora

fácilmente, usando un argumento inductivo. �

A continuación consideramos una familia importante de polinomios simétricos,
conocidos como polinomios de Newton, y encontramos fórmulas recursivas que
permiten calcularlos. Para cada k ≥ 0 definimos el polinomio de Newton pk ∈
A[t1, . . . , tn] por

pk(t1, . . . , tn) = tk1 + · · ·+ tkn.

Antes de enunciar las fórmulas recursivas mencionadas arriba probamos un lema
que usaremos en la demostración de estas fórmulas.

Lema 17.3. Sea A un anillo conmutativo y P ∈ A[t1, . . . , tn] un polinomio de
grado d < n. Si P se anula cada vez que n−d de sus indeterminadas son evaluadas
en cero, entonces P = 0.

Demostración. Si P 6= 0, entonces P es suma de términos no nulos de la forma

αtv1
i1
. . . tvmim ,

con vi ≥ 1 y v1 + · · · + vm ≤ d. Como esto implica que m ≤ d, evaluando en cero
n− d variables distintas de ti1 , . . . , tim , se obtiene un polinomio no nulo. �
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Teorema 17.4 (relaciones de Newton). Escribamos si = 0 para todo i > n.
Entonces,

pk − pk−1s1 + · · ·+ (−1)k−1p1sk−1 + (−1)kksk = 0,

para todo k ≥ 0.

Demostración. Un cálculo directo muestra que

tni − s1t
n−1
i + · · ·+ (−1)n−1sn−1ti + (−1)nsn = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Aśı, para todo 1 ≤ i ≤ n y todo k ≥ n,

tki − s1t
k−1
i + · · ·+ (−1)n−1sn−1t

k−n+1
i + (−1)nsntk−ni = 0.

Sumando estas igualdades, para i entre 1 y n deducimos que el resultado vale para
todo k ≥ n. Consideremos ahora el polinomio simétrico

P (t1, . . . , tn) = pk − pk−1s1 + · · ·+ (−1)k−1p1sk−1 + (−1)kksk,

para k < n. Por la parte del teorema que ya hemos probado aplicada al caso n = k,

P (t1, . . . , tk, 0, . . . , 0) = 0.

Dado que P es simétrico, esto muestra que P se anula cada vez que evaluamos n−k
cualesquiera de sus variables en cero. Aśı, por el Lema 17.3, P es nulo. �

El resultado anterior no sólo da una manera recursiva para expresar los poli-
nomios de Newton en función de los polinomios simétricos elementales, sino que
también permite expresar los polinomios simétricos elementales s1, . . . , sn en fun-
ción de p1, . . . , pn, bajo la hipótesis de que A contenga a los racionales. De aqúı se
deduce la parte de la existencia del siguiente resultado:

Corolario 17.5. Sea A un anillo conmutativo que contiene a Q y P ∈ A[t1, . . . , tn]
un polinomio simétrico. Entonces existe un único polinomio Q(X1, . . . , Xn), tal que

P (t1, . . . , tn) = Q(p1, . . . , pn).

Demostración. Acabamos de probar que existe Q. Para ver que es único se puede
proceder exactamente como en el Teorema 17.1. �

Veamos una demostración de que el cuerpo de los números complejos es alge-
braicamente cerrado, que utiliza que cada polinomio simétrico es un polinomio en
los polinomios simétricos elementales. Usaremos los siguientes hechos:
1) Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene una ráız real.
2) Todo polinomio de segundo grado con coeficientes complejos tiene sus ráıces en

el cuerpo de los números complejos.
3) Dado un polinomio no constante P de R[X], existe una extensión K de C en

donde P se descompone como producto de polinomios de grado 1.
4) Todo polinomio simétrico es un polinomio en los polinomios simétricos elemen-

tales.
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Teorema 17.6. El cuerpo C de los números complejos es algebraicamente cerrado.

Demostración. Tenemos que ver que todo polinomio no constante P (X) ∈ C[X]
tiene una ráız en C. Considerando el polinomio F (X) = 1

|λ|2P (X)P (X), donde

P (X) es el conjugado de P (X) y λ el coeficiente principal de P , reducimos el
problema al caso de polinomios mónicos y con coeficientes reales. Escribamos

gr(F ) = d = 2nq con q impar

Hacemos la demostración por inducción en n. Si n = 0 el resultado se sigue de 1).
Supongamos entonces que n ≥ 1. Por 3) existe una extensión K de C y x1, . . . , xd ∈
K tal que

F (X) =
d∏
i=1

(X − xi).

Sea c un elemento arbitrario de R y consideremos los elementos yij = xi+xj+cxixj
con i ≤ j de K. Su cantidad es 1

2d(d+ 1) = 2n−1q(d+ 1) y q(d+ 1) es impar. Los
coeficientes de

G(X) =
∏
i≤j

(X − yij)

son polinomios reales y simétricos en los xi’s. Aśı, por 4) los coeficientes de G son
polinomios reales evaluados en los coeficientes de F y, por lo tanto, son números
reales. Por la hipótesis inductiva G(X) tiene una ráız zc en C. Esta ráız es uno de
los yij . Escribamos

zc = yicjc = xic + xjc + cxicxjc .

Como R es infinito y el conjunto de los pares (i, j) con i ≤ j es finito, existen dos
números reales distintos c y c′ tales que ic = ic′ y jc = jc′ . Denotemos con r y s a
estos ı́ndices. Entonces,

xr + xs + cxrxs ∈ C y xr + xs + c′xrxs ∈ C,

de donde se deduce inmediatamente que xr + xs y xrxs pertenecen a C. Aśı el
polinomio (X − xr)(X − xs) tiene sus coeficientes en C y por 2) xr, xs ∈ C. �

18. Norma y traza

Definición 18.1. Sean E/K una extensión finita, C una clausura algebraica de
K y σ1, . . . , σn la familia de morfismos de extensiones de E/K en C/K. Definimos
la traza TEK(α) y la norma NE

K(α) de un elemento α de E, como

TEK(α) = (E : K)i
n∑
j=1

σj(α) y NE
K(α) =

 n∏
j=1

σj(α)

(E:K)i

,

respectivamente.
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Teorema 18.2. Se satisfacen:
1) La traza es una función K-lineal de E en K, no depende de la clausura algebraica

de C de K elegida y es no nula si y sólo si E/K es separable.
2) La norma es una función multiplicativa que manda E∗ en K∗ y no depende de

la clausura algebraica C de K elegida.

Demostración. Tomemos en primer lugar una clausura algebraica C de E y de-
notemos con TE,CK y NE,C

K a la traza y la norma definidas usando esta clausura
algebraica. Denotemos con E′ a la clausura normal de E en C. Para cada
σ ∈ Hom(E′/K,C/K) existe una permutación π de {1, . . . , n} tal que σ◦σi = σπ(i)

para 1 ≤ i ≤ n. Aśı,

σ

(
n∑
i=1

σi(α)

)
=

n∑
i=1

σπ(i)(α) =
n∑
i=1

σi(α)

y

σ

(
n∏
i=1

σi(α)

)
=

n∏
i=1

σπ(i)(α) =
n∏
i=1

σi(α),

de modo que, por el item 3) del Corolario 10.11,
∑n
i=1 σi(α) y

∏n
i=1 σi(α) pertenecen

a la clausura puramente inseparable F de K en E′. Ahora, si E/K no es separable,
entonces (E : K)i 6= 1, lo que implica que TE,CK = 0. Por otro lado, si E/K es sep-
arable, entonces por el Corolario 16.3, TE,CK 6= 0. Además, por la Proposición 8.17,
E′/K también es separable, de modo que F = K y aśı la imagen de TE,CK está
siempre inclúıda en K. Afirmamos que la imagen de E por NE,C

K está inclúıda en
K. En efecto, si α ∈ E, entonces por los items 2) y 3) de la Proposición 10.7,
α(E:K)i es separable, de modo de que

NE
K(α) =

 n∏
j=1

σj(α)

(E:K)i

=
n∏
j=1

σj

(
α(E:K)i

)
también lo es. Aśı, por el item 5) del Corolario 10.11, NE

K(α) ∈ K. Veamos
ahora que la traza y la norma no dependen de la clusura algebraica de K elegida.
En efecto, supongamos que C ′ es otra clausura algebraica de K y denotemos con
TE,C

′

K y NE,C′

K a la traza y la norma definidas usando esta clausura algebraica.
Consideremos un isomorfismo σ de extensiones de C/K en C ′/K y sea α ∈ E.
Como TE,CK (α) y NE,C

K (α) están en K y (σ ◦σi)1≤i≤n es la familia de morfismos de
extensiones de E/K en C ′/K,

TE,CK (α) = σ(TE,CK (α)) = (E : K)i
n∑
j=1

σ(σj(α)) = TE,C
′

K (α),

y

NE,C
K (α) = σ(NE,C

K (α)) =

 n∏
j=1

σ(σj(α))

(E:K)i

= NE,C′

K (α).

Por último es inmediato que TEK es K-lineal, que NE
K es multiplicativa y que

NE
K(E∗) ⊆ K∗. �
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Teorema 18.3. Sean F/K y E/F dos extensiones finitas. Se satisfacen:

TEK = TFK ◦TEF y NE
K = NF

K ◦NE
F .

Demostración. Sea C una clausura algebraica de F y sean (τi)1≤i≤r la familia de
morfismos de extensiones de F/K en C/K y (σj)1≤j≤s la familia de morfismos
de extensiones de E/F en C/F . Para cada 1 ≤ i ≤ r tomemos una extensión
τ̃i ∈ Hom(C/K,C/K) de τi. Claramente, (τ̃i◦σj) 1≤i≤r,

1≤j≤s
es una familia de morfismos

distintos de E/K en C/K. Como γ(E/K) = γ(E/F )γ(F/K) = rs, estos son todos
los morfismos de extensiones de E/K en C/K. Aśı, para cada α ∈ E,

NF
K(NE

F (α)) =

(
r∏
i=1

τi(NE
F (α))

)(F :K)i

=

 r,s∏
i=1,j=1

τ̃i(σj(α))

(E:K)i

= NE
K(α).

De la misma manera se ve que TEK = TFK ◦TEF . �

Teorema 18.4. Sea E/K una extensión finita y sea α ∈ E. Si

irr(α,K) = Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a0,

entonces TEK(α) = −(E : K(α))am−1 y NE
K(α) = ((−1)ma0)(E:K(α)).

Demostración. Sea C una clausura algebraica de K(α) y sean σ1, . . . , σn la familia
de morfismos de extensiones de K(α)/K en C/K. El polinomio minimal de α sobre
K se factoriza como

Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a0 =

(
n∏
i=1

(X − σi(α))

)(K(α):K)i

.

Aśı,

TK(α)
K (α) = (K(α) : K)i

n∑
i=1

σi(α) = −am−1

y

NK(α)
K (α) =

(
n∏
i=1

σi(α)

)(K(α):K)i

= (−1)ma0,

lo que por los Teoremas 18.2 y 18.3, implica que

TEK(α) = TK(α)
K (TEK(α)(α)) = (E : K(α)) TK(α)

K (α) = −(E : K(α))am−1

y

NE
K(α) = NK(α)

K (NE
K(α)(α)) = NK(α)

K (α)(E:K(α)) = ((−1)ma0)(E:K(α)). �
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Proposición 18.5. Sea E/K una extensión finita y sea α ∈ E. La traza y la
norma de α son iguales respectivamente a la traza y el determinante del endomor-
fismo K-lineal α de E, definido por α(x) = αx.

Demostración. Sea irr(α,K) = Xm+am−1X
m−1+· · ·+a0 y sea {v1, . . . , v(E:K(α))}

una base de E sobre K(α). entonces

{v1, αv1, . . . , α
m−1v1, . . . , v(E:K(α)), αv(E:K(α)), . . . , α

m−1v(E:K(α))}

es una base de E sobre K. La matriz de α en esta base tiene la forma


A 0 . . . 0
0 A . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . A

 donde A =


0 0 . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 −am−2

0 0 . . . 1 −am−1

 .

En consecuencia, por el Teorema 18.4, T(α) = −(E : K(α))am−1 = TEK(α) y
det(α) = ((−1)ma0)(E:K(α)) = NE

K(α). �

Definición 18.6. Sea E/K una extensión finita. Denotamos con 〈 , 〉 : E×E → K

a la forma bilineal definida por 〈α, β〉 = TEK(αβ).

Definición 18.7. Sea E/K una extensión separable de grado n. Definimos el
discriminante ∆E/K : En → K, por

∆E/K(α1, . . . , αn) = det((〈αi, αj〉)1≤i,j≤n).

Notación 18.8. Sea E/K una extensión separable de grado n y σ1, . . . , σn los
morfismos de extensiones de E/K en C/K, donde C una clausura algebraica de E.
Dados α1, . . . , αn ∈ E, denotamos con M(α1, . . . , αn) a la matriz

M(α1, . . . , αn) =


σ1(α1) σ1(α2) . . . σ1(αn)
σ2(α1) σ2(α2) . . . σ2(αn)

...
...

. . .
...

σn(α1) σn(α2) . . . σn(αn)

 .

Teorema 18.9. Sea E/K una extensión separable de grado n. Entonces

∆E/F (α1, . . . , αn) = det(M(α1, . . . , αn))2.

Demostración. Un cálculo directo muestra que

(〈αi, αj〉)1≤i,j≤n = M(α1, . . . , αn)T M(α1, . . . , αn),

donde M(α1, . . . , αn)T denota a la matriz transpuesta de M(α1, . . . , αn). El resul-
tado se deduce inmediatamente de este hecho. �

El siguiente corolario da un criterio para determinar cuando, en una extensión
separable E/K de grado n, una familia de elementos α1, . . . , αn de E es una base
de E sobre K. Una parte de este criterio ya hab́ıa sido dada en el Teorema 16.4.
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Corolario 18.10. Sea E/K una extensión separable de grado n y α1, . . . , αn una
familia de elementos de E. Son equivalentes:

1) α1, . . . , αn es una base de E sobre K,

2) det(M(α1, . . . , αn)) 6= 0,

3) ∆E/K(α1, . . . , αn) 6= 0.

Demostración. Es consecuencia inmediata de las Teoremas 16.4 y Teorema 18.9. �

Corolario 18.11. Sea E/K una extensión finita. Son equivalentes:

1) E/K es separable,

2) La forma bilineal 〈 , 〉 : E × E → K es no degenerada,

3) La forma bilineal 〈 , 〉 : E × E → K es no nula,

Demostración. 1) ⇒ 2) Si E/K es separable, entonces por el Corolario 18.10,
∆E/K(α1, . . . , αn) 6= 0, para toda base α1, . . . , αn de E sobre K, lo que claramente
implica que 〈 , 〉 es no degenerada.

2) ⇒ 3) Es trivial.

3)⇒ 1) Por el item 1) del Teorema 18.2, si E/K no es separable, entonces la forma
bilineal 〈 , 〉 : E × E → K es nula. �

Supongamos que E/K es una extensión separable de grado n y sean B =
{α1, . . . , αn} y B′ = {α′1, . . . , α′n} dos bases de E sobre K. Denotemos con (cij)
a la matriz de cambio de base de B′ en B. Aśı, (cij) está definida por las ecua-
ciones α′u =

∑
i ciuαi. La igualdades 〈α′u, α′v〉 =

∑
i,j ciucjv〈αi, αj〉 muestran que

(ciu)T(〈αi, αj〉)(cjv) = (〈α′u, α′v〉). Aśı,

∆E/K(α′1, . . . , α
′
n) = ∆E/K(α1, . . . , αn) det(cij)2,

de modo de que el hecho de que ∆E/K(α1, . . . , αn) sea un cuadrado en K∗ no
depende de la base {α1, . . . , αn} elegida. Es claro, por el Teorema 18.9, que esto
ocurre si y sólo si M(α1, . . . , αn) ∈ K. Ahora, por el Corolario 12.5, existe α ∈ E
tal que E = K(α). Sean α1 = α, α2, . . . , αn las ráıces de irr(α,K) en una clausura
algebraica de E. Consideremos la base {1, α, . . . , αn−1} de E sobre K. Es claro
que

det(M(1, α, . . . , αn−1)) = det


1 α1 . . . αn−1

1

1 α2 . . . αn−1
2

...
...

. . .
...

1 αn . . . αn−1
n

 =
∏
i<j

(αi − αj).

Llamemos δ a
∏
i<j(αi − αj) y ∆ a ∆E/K(1, α, . . . , αn−1). Entonces ∆ = δ2 y

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 18.12. Supongamos que E/K es galoisiana. Se satisfacen:

1) Si char(K) 6= 2, entonces

a) Si ∆ es un cuadrado en K, entonces G(E/K) es un subgrupo del grupo An
de permutaciones pares de {α1, . . . , αn}.



TEORÍA DE CUERPOS (VERSIÓN PRELIMINAR) 59

b) Si ∆ no es un cuadrado en K, entonces G(E/K) es un subgrupo del grupo
Sn de permutaciones de {α1, . . . , αn}, que contiene la misma cantidad de
permutaciones pares que impares. Además EG(E/K)∩An = K(δ).

2) Si char(K) = 2, entonces ∆ es un cuadrado en K, pero G(E/K) no es necesa-
riamente un subgrupo del grupo An de permutaciones pares de {α1, . . . , αn}.

Demostración. Es claro que σ(δ) = sg(σ)δ, para todo σ ∈ G(E/K). Aśı, δ ∈ K =
EG(E/K) si y sólo si char(K) = 2 o char(K) 6= 2 pero G(E/K) ⊆ An. Supongamos
que G(E/K) contiene alguna permutación impar τ . Entonces la aplicación σ 7→ τ◦σ
define una biyección del subconjunto de las permutaciones pares de G(E/K) en el
de las impares. Además, es claro que K(δ) ⊆ EG(E/K)∩An y, como

(EG(E/K)∩An : K) = (G(E/K) : G(E/K) ∩ An) = 2,

si char(K) 6= 2, entonces K(δ) = EG(E/K)∩An . Por último, considerando el Ejem-
plo 13.20, vemos que G(E/K) no siempre está inclúıdo en An, ni siquiera cuando
la caracteŕıstica de K es 2. �

Lo que acabamos de ver puede ser generalizado de la siguiente manera: Sea
P ∈ K[X] un polinomio mónico y separable. Denotemos con α1, . . . , αn a las
ráıces de P en alguna clausura algebraica de K y sea E = K(α1, . . . , αn) el cuerpo
de descomposición de P . Entonces G(E/K) es un subgrupo del grupo Sn de
permutaciones de las ráıces de P . El discriminante de P es por definición ∆P =∏
i<j(αi − αj)2. Es claro que ∆P es dejado fijo por todos los elementos de Sn y

aśı pertenece a K. Es fácil ver que el Teorema 18.12 se extiende a este contexto,
con la misma demostración. Además

∆P =det(M(1, α1,. . ., α
n−1
1 )T) M(1, α1,. . ., α

n−1
1 )=det


p0 p1 . . . pn−1

p1 p2 . . . pn
...

...
. . .

...
pn−1 pn . . . p2n−2

,
donde los pi’s son los polinomios de Newton evaluados en α1, . . . , αn. Dado que
estos polinomios se pueden calcular recursivamente en función de los polinomios
simétricos elementales, obtenemos aśı una manera de calcular el discriminante de
P en función de sus coeficientes. En la siguiente sección damos otra manera de
calcular el discriminante.

19. La resultante y el discriminante

Sean n y m enteros positivos, v0, . . . , vn, w0, . . . , wm,X indeterminadas sobre Z
y F (X) y G(X) los polinomios

F (X) = v0X
n + · · ·+ vn y G(X) = w0X

m + · · ·+ wm.

La resultante R(F,G) de F y G es el determinante de la matriz de n+m filas por
n+m columnas

(*)



v0 v1 . . . vn 0 . . . . . . . . . 0
0 v0 v1 . . . vn 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . 0 v0 v1 . . . vn
w0 w1 . . . wm 0 . . . . . . . . . 0
0 w0 w1 . . . wm 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . 0 w0 w1 . . . wm


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Observese que R(F,G) ∈ Z[v, w] es homogeneo de grado m en las v’s y de grado n en
las w’s. Además R(F,G) contiene al monomio vm0 w

n
m con coeficiente 1. Llamemos

C0, . . . , Cn+m a las columnas de (∗) y escribamos C = Xn+m−1C0 + · · ·+ 1 ·Cn+m.
Entonces se tiene

R(F,G) = det(C0, . . . , Cn+m) = det(C0, . . . , Cn+m−1, C).

Desarrollando por la última columna se ve que existen ϕ,ψ ∈ Z[v, w,X], de grados
m− 1 y n− 1 en X respectivamente, tales que

R(F,G) = ϕF + ψG.

Sea A un anillo conmutativo. La resultante R(f, g) de dos polinomios

f(X) = a0X
n + · · ·+ an y g(X) = b0X

m + · · ·+ bm

de grados n y m respectivamente, con coeficientes en A, es el elemento

R(f, g) = R(F,G)(a0, . . . , an, b0, . . . , bm)

de A. Por lo dicho antes existen ϕ,ψ ∈ A[X], de grados m− 1 y n− 1 respectiva-
mente, tales que

R(f, g) = ϕf + ψg.

En consecuencia si f y g tienen alguna ráız común en algún anillo que contiene a
A, entonces R(f, g) = 0. Para ver bajo que condiciones vale la rećıproca de este
resultado, conviene dar primero algunas expresiones importantes para la resultante.

Nota. Supongamos que a0 6= 0 y que b0 = · · · = bi−1 = 0 pero bi 6= 0 para algún
0 ≤ i ≤ m. Entonces se deduce facilmente de la definición de la resultante que

R(F,G)(a0, . . . , an, b0, . . . , bm) = ai0 R(f, g).

Análogamente, si b0 6= 0 y a0 = · · · = ai−1 = 0 pero ai 6= 0 para algún 0 ≤ i ≤ n,
entonces

R(F,G)(a0, . . . , an, b0, . . . , bm) = (−1)mibi0 R(f, g).

Finalmente si a0 = b0 = 0, entonces

R(F,G)(a0, . . . , an, b0, . . . , bm) = 0.

Teorema 19.1. Sean v0, t1, . . . , tn, w0, u1, . . . , um,X indeterminadas. Considere-
mos los polinomios

F (X) = v0(X − t1) . . . (X − tn) = v0X
n + · · ·+ vn,

G(X) = w0(X − u1) . . . (X − um) = w0X
m + · · ·+ wm,

donde vi = (−1)iv0si(t1, . . . , tn) y wj = (−1)jw0sj(u1, . . . , um). Entonces

R(F,G) = vm0 w
n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(ti − uj) = vm0

n∏
i=1

G(ti) = (−1)nmwn0
m∏
j=1

F (uj).
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Demostración. Escribamos

S = vm0 w
n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(ti − uj).

Dado que R(F,G) es un polinomio en las v’s y en las w’s,

R(F,G) = T (v0, w0, t1, . . . , tn, u1, . . . , um),

donde T es un polinomio con coeficientes enteros. Veamos que S divide a R(F,G).
Como Z[v0, w0, t1, . . . , tn, u1, . . . , um] es factorial y los polinomios vm0 w

n
0 y ti − uj ’s

son coprimos dos a dos es suficiente ver que vm0 w
n
0 | R(F,G) y que cada ti − uj |

R(F,G). Lo primero se deduce inmediatamente de que R(F,G) es un polinomio
homogeneo de grado m en los v’s y de grado n en los w’s y de que v0 | vi para
todo i y w0 | wj para todo j. Para lo segundo consideremos a R(F,G) como un
polinomio en ti con coeficientes en Z[v0, w0, t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn, u1, . . . , um] y
lo dividimos por ti − uj , lo que nos da una expresión de la forma

R(F,G) = (ti − uj)Q(F,G) +R′(F,G),

con R′(F,G) ∈ Z[v0, w0, t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn, u1, . . . , um]. Dado que la resul-
tante de dos polinomios que tienen una ráız en común es nula, evaluando en la
expresión de arriba ti en uj , obtenemos que R′(F,G) = 0 y aśı ti − uj | R(F,G).
Escribamos R(F,G) = cS. Un cálculo directo muestra ahora que

S = vm0

n∏
i=1

G(ti) = (−1)nmwn0
m∏
j=1

F (uj),

de donde

S ∈ Z[v0, . . . , vn, w0, u1, . . . , um] ∩ Z[v0, t1, . . . , tn, w0, . . . , wm]

y es homogeneo de grado n en las w’s y de grado m en las v’s. En consecuencia

c ∈ Z[v0, . . . , vn, w0, u1, . . . , um] ∩ Z[v0, t1, . . . , tn, w0, . . . , wm]

y es homogeneo de grado 0 en las v’s y en las w’s, de donde

c ∈ Z[w0, u1, . . . , um] ∩ Z[v0, t1, . . . , tn] = Z.

Para terminar la demostración debemos ver que c = 1. Puesto que en R(F,G) el
monomio vm0 w

n
m aparece con coeficiente 1, debemos ver que lo mismo ocurre con

S, lo que se sigue de que S = vm0
∏n
i=1G(ti). �

Corolario 19.2. Sean f(X) = a0X
n + · · · + an y g(X) = b0X

m + · · · + bm dos
polinomios de grados n y m respectivamente, con coeficientes en un cuerpo K.
Entonces R(f, g) = 0 si y sólo si f y g tienen una ráız común en alguna clausura
algebraica de K.

Demostración. Por el teorema anterior

R(f, g) = am0 b
n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj),
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donde los αi’s son las ráıces de f y los βj ’s las de g. Aśı, si R(f, g) = 0 debe ser
αi = βj para algún par (i, j). La otra implicación ya la hemos probado. �

Veamos ahora la relación con el discriminante. Sean v0, t1, . . . , tn, X indetermi-
nadas sobre Z y sea F (X) el polinomio

F (X) = v0(X − t1) . . . (X − tn) = v0X
n + · · ·+ vn,

donde vi = (−1)iv0si(t1, . . . , tn). El discriminante DF de F es por definición

DF = v2n−2
0

∏
i<j

(ti − tj)2.

Teorema 19.3. Sea F (X) como arriba y denotemos con F ′(X) a la derivada

F ′(X) = nv0X
n−1 + (n− 1)v1X

n−2 + · · ·+ vn−1

de F (X). Consideremos a R(F, F ′) como un polinomio en v0, . . . , vn. Entonces

R(F, F ′) = vn−1
0

n∏
i=1

F ′(ti) = (−1)
n(n−1)

2 v0DF .

Demostración. Por la regla de derivación de un producto

F ′(X) =
n∑
i=1

v0(X − t1) . . . (X − ti−1)(X − ti+1) . . . (X − tn),

de donde F ′(ti) = v0(ti−t1) . . . (ti−ti−1)(ti−ti+1) . . . (ti−tn) para cada 1 ≤ i ≤ n.
En consecuencia, por la fórmula R(F,G) = vm0

∏n
i=1G(ti) aplicada a G = F ′ se

obtiene que

R(F, F ′) = vn−1
0

n∏
i=1

F ′(ti) = v2n−1
0

∏
i 6=j

(ti − tj) = (−1)
n(n−1)

2 v0DF . �

Sea ahora f(X) un polinomio de grado n con coeficientes en un cuerpo K.
Escribamos

f(X) = a0(X − α1) . . . (X − αn) = a0X
n + · · ·+ an,

donde α1, . . . , αn son las ráıces de f en una clausura algebraica C de K y ai =
(−1)ia0si(α1, . . . , αn). El discriminante ∆f de f es por definición

∆f = a2n−2
0

∏
i<j

(αi − αj)2.

Teorema 19.4. Sea f(X) como arriba. Entonces,

∆f = (−1)
n(n−1)

2 an−2
0

n∏
i=1

f ′(αi) = (−1)
n(n−1)

2 a
n−2−gr(f ′)
0 R(f, f ′).

Demostración. Las primera fórmula se sigue inmediatamente del Teorema 19.3 y
la segunda del Teorema 19.3 y de la nota que precede al Teorema 19.1. �

Teorema 19.5. Sea f(X) como arriba. Si f(X) es irreducible y separable, en-
tonces

∆f = (−1)
n(n−1)

2 an−2
0 NK(α1)

K (f ′(α1)).

Demostración. Se sigue inmediatamente de la primera fórmula del Teorema 19.4,
de la definición de la norma, de para cada i entre 1 y n hay un único morfismo de
K(α1)/K en C/K que env́ıa α1 en αi y de que estos son todos los morfismos de
K(α1)/K en C/K. �
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20. Extensiones ćıclicas

En esta sección estudiamos las extensiones ćıclicas E/K de orden n bajo la
hipótesis de que en K hay una ráız n-ésima primitiva de la unidad. Observese
que esto implica en particular que la caracteŕıstica de K no divide a n. También
consideramos las extensiones ćıclicas E/K de orden p = char(K). En este estudio
usaremos el siguiente resultado:

Teorema 20.1 (90 de Hilbert). Sea E/K una extensión ćıclica, σ un generador
de G(E/K) y β un elemento de E. Se satisfacen:

1) NE
K(β) = 1 si y sólo si existe α 6= 0 en E tal que β = α/σ(α).

2) TEK(β) = 0 si y sólo si existe α ∈ E tal que β = α− σ(α).

Demostración. 1) Es claro que si existe α 6= 0 en E tal que β = α/σ(α), entonces
NE
K(β) = 1. Denotemos con n al grado de (E : K) y supongamos que

∏n−1
h=0 σ

h(β) =
NE
K(β) = 1. Esto implica que la función

τ = id +
n−1∑
j=1

(
j−1∏
h=0

σh(β)

)
σj

satisface la igualdad β(σ ◦ τ) = τ . Por el Corolario 16.3 existe θ ∈ E tal que α =
τ(θ) 6= 0. El resultado se sigue ahora inmediatamente de que βσ(α) = βσ(τ(θ)) =
τ(θ) = α.

2) Es claro que si existe α 6= 0 en E tal que β = α − σ(α), entonces TEK(β) = 0.
Supongamos ahora que TEK(β) = 0. Por el item 1) del Teorema 18.2 existe θ ∈ E
tal que TEK(θ) 6= 0. Dividiendo θ por TEK(θ), podemos suponer que TEK(θ) = 1. Sea

α =
n−1∑
j=1

(
j−1∑
h=0

σh(β)

)
σj(θ),

donde n = (E : K). Entonces

β + σ(α) = β

n−1∑
j=0

σj(θ) +
n∑
j=2

(
j−1∑
h=1

σh(β)

)
σj(θ)

= βσ0(θ) + βσ1(θ) +
n−1∑
j=2

(
j−1∑
h=0

σh(β)

)
σj(θ) +

(
n−1∑
h=1

σh(β)

)
σn(θ)

=
n−1∑
j=1

(
j−1∑
h=0

σh(β)

)
σj(θ) +

(
n−1∑
h=0

σh(β)

)
θ = α,

de donde β = α− σ(α). �

Corolario 20.2. Sea E/K una extensión ćıclica y σ un generador de G(E/K).
Las sucesiones de grupos abelianos

1 // K∗
i // E∗

ϕ // E∗
NEK // K∗
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y

0 // K
j // E

φ // E
TEK // K // 0,

donde i y j son las inclusiones canónicas y ϕ y φ están definidas por ϕ(x) = x/σ(x)
y φ(x) = x− σ(x), son exactas.

Proposición 20.3. Sea E/K una extensión finita. Si K es un cuerpo finito,
entonces la norma NE

K : E∗ → K∗ es sobreyectiva.

Demostración. Por la Proposición 15.4, la extensión E/K es ćıclica y aśı, por el
corolario anterior, hay una la sucesión exacta

1 // K∗
i // E∗

ϕ // E∗
NEK // K∗.

En consecuencia, #(Im(NE
K)) = #(E∗)/#(Im(ϕ)) y #(Im(ϕ)) = #(E∗)/#(K∗),

lo que implica que #(Im(NE
K)) = #(K∗). �

Proposición 20.4. Sea K un cuerpo y n ∈ N. Supongamos que en K hay una
ráız n-ésima primitiva de la unidad w. Se satisfacen:
1) Si E/K es una extensión ćıclica de grado n, entonces existe α ∈ E tal que

E = K(α) y α es ráız de un polinomio irreducible de K[X] de la forma Xn − a.
2) Si α es una ráız de un polinomio de K[X] de la forma Xn−a, entonces K(α)/K

es una extensión ćıclica de grado d con d un divisor de n e irr(α : K) = Xd − b,
donde b = αd.

Demostración. 1) Sea σ un generador de G(E/K). Como w ∈ K la norma de
w−1 satisface NE

K(w−1) = (w−1)n = 1, de donde, por el item 1) del Teorema 20.1,
existe α ∈ E tal que σ(α) = αw. En consecuencia, σ(αn) = σ(α)n = αnwn = αn,
lo que implica que a = αn ∈ K y aśı, irr(α,K) | Xn − a. Como además todos
los conjugados σi(α) = αwi de α son distintos, gr(irr(α,K)) = (K(α) : K) ≥
γ(K(α)/K) = n, de donde K(α) = E e irr(α,K) = Xn − a.
2) El caso a = 0 es trivial. Supongamos entonces que a 6= 0. Como w tiene orden n,
la caracteŕıstica de K no divide a n. Aśı Xn−a y, por lo tanto también K(α)/K, es
separable. Como además todas la ráıces αwi de Xn−a están en K(α), la extensión
K(α)/K, es de Galois. Sea σ un automorfismo de K(α)/K. Dado que σ(α) es
una ráız de Xn − a, existe 0 ≤ i(σ) < n tal que σ(α) = αwi(σ). Queda definido
aśı un morfismo inyectivo θ : G(K(α)/K)→ Zn por θ(σ) = i(σ). En consecuencia
G(K(α)/K) es ćıclico de orden d con d un divisor de n. Sea σ un generador de
G(K(α)/K). Como α = id(α) = σd(α) = αwi(σ)d, tenemos que wi(σ)d = 1, lo que
implica que σ(αd) = σ(α)d = (αwi(σ))d = αd. Esto muestra que b = αd ∈ K, de
donde irr(α,K) | Xd − b. Aśı, como gr(irr(α,K)) = (K(α) : K) = d, el polinomio
minimal irr(α,K) de α sobre K es Xd − b. �

Proposición 20.5 (Art́ın-Schreier). Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p > 0.
Se satisfacen:
1) Si E/K es una extensión ćıclica de grado p, entonces existe α ∈ E tal que

E = K(α) y α es ráız de un polinomio irreducible de K[X] de la forma Xp−X−a.
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2) Sea P = Xp − X − a ∈ K[X]. Si P tiene una ráız en K, entonces todas sus
ráıces están en K y si P no tiene ninguna ráız en K, entonces P es irreducible
en K[X]. Además, en este caso, si α es una ráız de P , entonces K(α)/K es
ćıclica de grado p.

Demostración. 1) Sea σ un generador de G(E/K). Como TEK(−1) = p.(−1) = 0,
por el item 2) del Teorema 20.1, existe α ∈ E tal que σ(α) = α+1. En consecuencia
todos los conjugados σi(α) = α+ i de α son distintos y aśı, (K(α) : K) ≥ p, lo que
muestra que E = K(α). Como σ(αp − α) = σ(α)p − σ(α) = (α + 1)p − (α + 1) =
αp−α, el elemento a = αp−α pertenece a K. Aśı, irr(α,K) | Xp−X − a y, como
gr(irr(α,K)) = (K(α) : K) = p, el polinomio minimal de α sobre K es Xp−X−a.

2) Es claro que si α es ráız de P también α + i con 1 ≤ i < p es ráız de P . Aśı P
tiene p ráıces distintas y si una de ellas está en K todas las demás también lo están.
Supongamos que ninguna ráız de P está en K. Veamos que P es irreducible. Sea Q
un factor irreducible mónico de P . Las ráıces de Q tienen la forma α+i1, . . . , α+id,
donde d = gr(Q) y 0 ≤ i1 < · · · < id < p. Como la suma dα+

∑
j ij pertenece a K

y α /∈ K tenemos que d = p, lo que muestra que Q = P . Dado que todas las ráıces
de irr(X,α) = P están en K(α) tenemos que K(α) es el cuerpo de descomposición
de P . Aśı, como este polinomio es separable, K(α)/K es una extensión de Galois
de grado p. Es claro que G(K(α)/K) es ćıclico, ya que su orden es primo. Un
generador de G(K(α)/K) es por ejemplo el automorfismo σ ∈ G(K(α)/K) que
env́ıa α en α+ 1. �

21. Teorema de Jordan-Hölder y grupos resolubles

Lema 21.1 (de la mariposa). Sean G un grupo y H1 ⊆ H2 y L1 ⊆ L2 subgrupos
de G. Si H1 es un subgrupo normal de H2 y L1 es un subgrupo normal de L2,
entonces H1(L1 ∩H2) es un subgrupo normal de H1(L2 ∩H2), H2(L2 ∩H1) es un
subgrupo normal de H2(L2 ∩H2) y existe un isomorfismo

H1(L2 ∩H2)
H1(L1 ∩H2)

' L1(L2 ∩H2)
L1(L2 ∩H1)

.

Demostración. Sean K = H1(L1∩H2) y L = L2∩H2. Como L1∩H2 está inclúıdo
en el normalizador de H1 el conjunto K es un subgrupo de G. Como ahora L está
inclúıdo en el normalizador de K, el conjunto KL es un subgrupo de G y K es un
subgrupo normal de KL. Aśı, por el teorema de Noether, L ∩K es un subgrupo
normal de L y L/(L ∩ K) ' KL/K. Reemplazando K y L por sus definiciones
obtenemos

H1(L2 ∩H2)
H1(L1 ∩H2)

' L2 ∩H2

(L2 ∩H1)(L1 ∩H2)
.

La demostración sale ahora por simetŕıa. �

Definición 21.2. Sea G un grupo. Dos cadenas H0 ⊆ H1 ⊆ H2 ⊆ . . . ⊆ Hm

y L0 ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ . . . ⊆ Ln de subgrupos de G tales que Hi−1 es un subgrupo
normal de Hi para todo 1 ≤ i ≤ m y Lj−1 es un subgrupo normal de Lj para todo
1 ≤ j ≤ n son equivalentes si m = n y existe una permutación σ de {1, . . . ,m} tal
que Hi

Hi−1
' Lσ(i)

Lσ(i)−1 , para todo i entre 1 y m.
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Teorema 21.3 (de Schreier). Sea G un grupo. Dos cadenas finitas H0 ⊆ H1 ⊆
H2 ⊆ . . . ⊆ Hm = G y L0 ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ . . . ⊆ Ln = G de subgrupos de G tales
que Hi−1 es un subgrupo normal de Hi para todo 1 ≤ i ≤ m y Lj−1 es un subgrupo
normal de Lj para todo 1 ≤ j ≤ n, se pueden extender a cadenas equivalentes.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que H0 = L0 = {1}.
Dados 0 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m escribamos Hij = Hj−1(Li ∩Hj) y dados 1 ≤ i ≤ n
y 0 ≤ j ≤ m escribamos y Lij = Li−1(Li ∩Hj). Quedan formadas cadenas

H0 = H01 ⊆ H11 ⊆ . . . ⊆ Hn1 = H1 = H02 ⊆ . . . ⊆ Hnm = Hm

y

L0 = L10 ⊆ L11 ⊆ . . . ⊆ L1m = L1 = L20 ⊆ . . . ⊆ Lnm = Ln,

donde no necesariamente las inclusiones son propias. Por el Lema 21.1, Hi−1,j es
un subgrupo normal de Hij para todo 1 ≤ i ≤ n y todo 1 ≤ j ≤ m, Li,j−1 es un
subgrupo normal de Lij para todo 1 ≤ i ≤ n y todo 1 ≤ j ≤ m y hay isomorfismos
Hij

Hi−1,j
' Lij

Li,j−1
para todo 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m. La demostración se termina

fácilmente usando este hecho. �

Definición 21.4. Sea G un grupo. Una serie de descomposición de longitud n de
G es una cadena {1} = G0  · · ·  Gn = G de subgrupos de G, tal que Gi−1 es un
subgrupo normal de Gi y Gi

Gi−1
es simple, para todo 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 21.5 (de Jordan-Hölder). Si un grupo G tiene una serie de descom-
posición, entonces cada cadena {1} = G0  · · ·  Gn = G de subgrupos de G tal
que Gi−1 es un subgrupo normal de Gi para todo 1 ≤ i ≤ n, se puede refinar a
una serie de descomposición. Además todas las series de descomposición de G son
equivalentes y por lo tanto tienen la misma longitud.

Demostración. Se sigue inmediatamente del Teorema 21.3. �

Definición 21.6. Sea G un grupo. La longitud l(G) de G es

l(G) =
{
n si G tiene una serie de descomposición de longitud n,
∞ en otro caso.

Notese que l({1}) = 0.

Teorema 21.7. Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces G
tiene una serie de descomposición si y sólo si H y G/H la tienen. Además l(G) =
l(H) + l(G/H).

Demostración. Se sigue facilmente del Teorema 21.5. �

Teorema 21.8 (de la dimensión). Sean G un grupo y H y L subgrupos normales
de G. Entonces l(H) y l(L) son finitos, si y sólo si l(HL) y l(H∩L) lo son. Además
l(HL) + l(H ∩ L) = l(H) + l(L).

Demostración. Se lo deduce facilmente aplicando el Teorema 21.7 a las sucesiones
exactas

1 // H ∩ L // H // H
H∩L

// 1
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y

1 // L // HL // HL
L

// 1,

y usando el hecho de que H
H∩L '

HL
L . �

Definición 21.9. Un grupo G es resoluble si tiene una serie de descomposición

{1} = G0  G1  · · ·  Gn−1  Gn = G

con los cocientes Gi+1/Gi abelianos.

Proposición 21.10. Todo subgrupo de un grupo resoluble es resoluble.

Demostración. Sea {1} = G0  G1  · · ·  Gn−1  Gn = G una serie de de-
scomposición de G y H un subgrupo de G. Tomemos 1 ≤ i ≤ n. Como Gi−1 es
un subgrupo invariante de Gi, el subgrupo H ∩ Gi−1 de H ∩ Gi es invariante y
H∩Gi
H∩Gi−1

⊆ Gi
Gi−1

. Aśı, H∩Gi
H∩Gi−1

es abeliano. La proposición se deduce immediata-
mente de esto. �

Proposición 21.11. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Son equiva-
lentes:
1) G es resoluble.
2) H y G/H son resolubles.

Demostración. Se sigue facilmente del Teorema 21.5. �

Lema 21.12. Si n ≥ 5 y G y H son subgrupos de Sn tales que H es un subgrupo
normal de G, G/H es abeliano y G contiene a todos los tresciclos, entonces H
contiene a todos los tresciclos.

Demostración. Sean α = (ijk) y β = (krs) dos tresciclos. Dado que G/H es
abeliano α−1β−1αβ ∈ H. Aśı, como α−1β−1αβ = (kji)(srk)(ijk)(krs) = (kjs), el
grupo H contiene a todos los tresciclos. �

Proposición 21.13. Si n ≥ 5, entonces ni Sn ni An son resolubles.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Lema 21.12. �

22. Extensiones resolubles por radicales

Observación 22.1. Sea E/K una extensión finita y separable y E′ la clausura
normal de E/K. Son equivalentes:
1) G(E′/K) es resoluble.
2) Existe una extensión de Galois E′′/K con E ⊆ E′′ tal que G(E′′/K) es resoluble.

Demostración. Que 1) implica 2) es trivial. Veamos que 2) implica 1). Es claro que
E′ ⊆ E′′. Aśı, por el punto 3) del Teorema 13.12 y la Proposición 21.11, G(E′/K)
es resoluble. �

Definición 22.2. Una extensión es resoluble si verifica las condiciones equivalentes
de la Observación 21.1.
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Proposición 22.3. Se satisfacen:
1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Entonces E/K es resoluble si y sólo si F/K

y E/F lo son.
2) Sea

E

F.G

zzzzzz
DDDDDD

F

DDDDDD G

zzzzzz

K

DDDDDD
zzzzzz

un diagrama de extensiones. Si F/K es resoluble, entonces F.G/G también lo
es.

Demostración. 2) Sea F ′/K una extensión de Galois con F ⊆ F ′ y G(F ′/K) resol-
uble. Por la Proposición 13.13 F ′.G/G es de Galois y G(F ′.G/G) es un subgrupo
de G(F ′/K). Aśı, por la Proposición 21.10, F.G/G es resoluble.
1) Supongamos que E/K es resoluble. Es claro entonces que F/K también lo es.
Por el punto 2) aplicado al caso G = F y F = E, también E/F es resoluble.
Supongamos ahora que F/K y E/F son resolubles. Consideremos el diagrama,

C

~~~~~

L

yyyyyy

E.H

xxxxxx

E H

xxxxxx

F

K

donde, H/K y L/H son extensiones de Galois resolubles y finitas y C es una
clausura algebraica de L. Sea M = K(

⋃
σ σ(L)), donde σ recorre los elementos

de Hom(L/K,C/K). Por las Proposiciones 8.17, 13.8 y 13.11, M/K y M/H
son de Galois. Como σ(H) = H para todo σ ∈ Hom(L/K,C/K) y la apli-
cación θ : G(L/H) → G(σ(L)/σ(H)), definida por θ(τ) = σ ◦ τ ◦ σ−1 es un i-
somorfismo, los grupos G(σ(L)/H) son todos resolubles. En consecuencia, por
la Proposición 21.11, también

∏
σ G(σ(L)/H) es resoluble. Como para todo σ ∈

Hom(L/K,C/K), la extensión σ(L)/H es normal, tenemos que τ(σ(L)) = σ(L)
para todo τ ∈ G(M/H) y todo σ ∈ Hom(L/K,C/K). Aśı, podemos definir un
morfismo ϑ : G(M/H) →

∏
σ G(σ(L)/H), poniendo ϑ(τ) = (τ|σ(L))σ. Dado que ϑ

es claramente inyectivo, por la Proposición 21.10, G(M/H) es resoluble. Ahora,
por el item 3) del Teorema 13.12, G(M/H) es un subgrupo normal de G(M/K)



TEORÍA DE CUERPOS (VERSIÓN PRELIMINAR) 69

y G(M/K)/G(M/H) ' G(H/K). Dado que G(M/H) y G(H/K) son resolubles,
deducimos de la Proposición 21.11, que también G(M/K) lo es. �

Definición 22.4. Una resolución por radicales es una cadena E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆
En−1 ⊆ En de cuerpos tal que Ei+1 = Ei(ξi) para cada i ∈ {0, . . . , n − 1}, donde
ξi es una ráız de un polinomio de la forma Xm − a ∈ Ei[X] con m un número
natural no divisible por la caracteŕıstica de K o de un polinomio de la forma
Xp −X − a ∈ Ei[X] con p = char(K) > 0. Una extensión E/K es radical si existe
una resolución por radicales con E0 = K y En = E.

Observese que toda extensión radical es separable.

Proposición 22.5. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si E/K es radical, entonces E/F también
lo es y si F/K y E/F son radicales, entonces E/K también lo es.

2) Sea

E

F.G

zzzzzz
DDDDDD

F

DDDDDD G

zzzzzz

K

DDDDDD
zzzzzz

un diagrama de extensiones. Si F/K es radical, entonces F.G/G también lo es.

Demostración. 2) Es inmediato que si K = F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ Fn−1 ⊆ Fn = F es una
resolución por radicales de F/K, entonces G = F0.G ⊆ F1.G ⊆ . . . ⊆ Fn−1.G ⊆
Fn.G = F.G es una resolución por radicales de F.G/G.

1) Es claro que si K = F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ Fm−1 ⊆ Fm = F y F = E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆
En−1 ⊆ En = E son resoluciones por radicales de F/K y E/F respectivamente,
entonces, K = F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ Fm−1 ⊆ Fm ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ . . . ⊆ En = E es una
resolución por radicales de E/K. Supongamos ahora que E/K es radical. Por el
punto 2) aplicado al caso G = F y F = E se deduce que E/F también lo es. �

Definición 22.6. Una extensión finita E/K es resoluble por radicales si existe una
extensión radical E′/K con E ⊆ E′.

Por la Proposición 8.16 toda extensión resoluble por radicales es separable.

Teorema 22.7. Una extensión es resoluble por radicales si y sólo si es resoluble.

Demostración. Veamos primero que si E/K es resoluble, entonces E/K es resoluble
por radicales. Sea C una clausura algebraica de E y E′/K la clausura normal
de E/K en C. Por definición E′/K es una extensión resoluble de Galois. Sea
m el producto de todos los primos que son distintos de la caracteŕıstica de K y
que dividen a (E′ : K) y sea w ∈ C una ráız m-ésima primitiva de la unidad.
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Consideremos el diagrama de extensiones

C

E′.K(w)

uuuuuuu
LLLLLLL

E′

JJJJJJJJ K(w)

qqqqqqqq

K

JJJJJJJJ
qqqqqqqq

Por el item 2) de las Proposiciones 13.11 y 22.3, la extensión E′.K(w)/K(w) es de
Galois y resoluble. Sea {1} = G0  G1  · · ·  Gn−1  Gn = G(E′.K(w)/K(w))
una serie de descomposición de G(E′.K(w)/K(w)). Por el teorema de Jordan-
Hölder todos los cocientes Gi+1/Gi tienen orden primo. Consideremos la cadena
K(w) = F0  F1  · · ·  Fn = E′.K(w) de subcuerpos de E′.K(w), obtenida
poniendo Fi = (E′.K(w))Gn−i . Para cada 0 ≤ i < n sea pi = (Fi+1 : Fi). Si
pi 6= char(K), entonces por el item 1) de la Proposición 20.4, existe αi ∈ Fi+1

tal que Fi+1 = Fi(αi) y αi es una ráız de un polinomio irreducible de la forma
Xpi − a ∈ Fi[X] y si pi = char(K), entonces por el item 1) de la Proposición 20.5,
existe αi ∈ Fi+1 tal que Fi+1 = Fi(αi) y αi es una ráız de un polinomio irreducible
de la forma Xpi − X − a ∈ Fi[X]. Aśı, la extensión E′.K(w)/K(w) es radical y
como K(w)/K también es radical, se deduce del item 1) de la Proposición 22.5,
que también E′.K(w)/K lo es. Esto prueba que E/K es resoluble por radicales.
Supongamos ahora que E/K es resoluble por radicales y veamos que es resoluble.
Sea E′/K una extensión radical con E ⊆ E′ y sea E′′/K la clausura normal de
E′/K en alguna clausura algebraica C de E′. Por las Proposiciones 8.17, 13.8 y
22.5, E′′/K es radical y de Galois. Sea K = F0  F1  · · ·  Fn = E′′ una
cadena de subcuerpos de E′′, tal que para cada 0 ≤ i < n existe αi ∈ Fi+1 tal que
Fi+1 = Fi(αi) y αi es una ráız de un polinomio de la forma Xni − a ∈ Fi[X] donde
ni es un número natural no divisible por la caracteŕıstica de K o de un polinomio
de la forma Xp − X − a ∈ Fi[X] donde p = char(K) > 0. Sea m el producto
de todos los ni’s que aparecen mencionados arriba y sea w ∈ C una ráız m-ésima
primitiva de la unidad. Consideremos el diagrama de extensiones

C

E′′.K(w)

ttttttt
LLLLLLL

E′′

KKKKKKKK K(w)

qqqqqqqq

K

KKKKKKKK
qqqqqqqq

Por el item 2) de la Proposición 13.11 la extensión E′′.K(w)/K(w) es de Galois. Sea
{1} = G0  G1  · · ·  Gn−1  Gn = G(E′′.K(w)/K(w)) la cadena de subgrupos
de G(E′′.K(w)/K(w)), obtenida poniendo Gi = G(E′′.K(w)/Fn−i.K(w)). Como
para cada 0 ≤ i < n, la extensión Fi+1.K(w)/Fi.K(w) es normal, cada Gi es un
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subgrupo normal de Gi+1. Además, por el item 2) de las Proposiciones 20.4 y 20.5,
los cocientes Gi+1/Gi son ćıclicos. En consecuencia, la extensión E′′.K(w)/K(w)
es resoluble y como K(w)/K también es resoluble, deducimos del item 1) de la
Proposición 22.3, que E′.K(w)/K también lo es. �

Teorema 22.8 (Abel). Si n ≥ 5, entonces la ecuación general de grado n no es
resoluble.

Demostración. Se sigue inmediatamente del Ejemplo 13.20, de la Proposición 21.13
y del Teorema 22.7. �

23. Bases de trascendencia

Definición 23.1. Sea A una K-álgebra conmutativa. Un conjunto S de A es
algebraicamente independiente sobre K si el morfismo de K-álgebras γ : K[Xt (t ∈
S)] → A, definido por γ(Xt) = t para todo t ∈ S, es inyectivo. Un conjunto
que no es algebraicamente independiente sobre K se denomina algebraicamente
dependiente sobre K.

Observación 23.2. Si S es algebraicamente dependiente sobre K existe un subcon-
junto finito S′ de S que también es algebraicamente dependiente sobre K.

Proposición 23.3. Sea E/K una extensión de cuerpos, S un subconjunto de E y
S′ un subconjunto de S. Son equivalentes:
1) S es algebraicamente independiente sobre K.
2) S′ es algebraicamente independiente sobre K y s es trascendente sobre K(S\{s})

para cada s ∈ S \ S′.
Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que S′ es algebraicamente independiente sobre K.
Supongamos que existe s ∈ S \ S′ tal que s es algebraico sobre K(S \ {s}). Sea
P (X) ∈ K(S \ {s})[X] un polinómio mónico tal que P (s) = 0. Escribamos

P (X) = Xd +
d−1∑
i=1

Pi(s1, . . . , sm)
Qi(s1, . . . , sm)

Xi,

donde los si son elementos distintos de S \ {s}. Sacando denominador común y
evaluando X en s obtenemos una igualdad de la forma

d∑
i=1

Ri(s1, . . . , sm)si = 0,

con Rd(s1, . . . , sm) 6= 0. Esto muestra que S es algebraicamente dependiente sobre
K, lo que contradice la hipótesis. Aśı, s es trascendente sobre K(S \{s}) para cada
s ∈ S \ S′.
2)⇒ 1) Supongamos que existe una familia no vaćıa s1, . . . , sn de elementos distin-
tos de S tal que P (s1, . . . , sn) = 0 para algún polinomio no nulo P ∈ K[X1, . . . ,Xn].
Tomemos una familia minimal con esta propiedad. Por hipótesis algún si no
pertenece a S′. Es evidente que podemos suponer que i = n. Escribamos

P (X1, . . . , Xn) =
d∑
i=0

Pi(X1, . . . ,Xn−1)Xi
n.

con Pd(X1, . . . , Xn−1) 6= 0. Es claro por la minimalidad de n que Pd(s1, . . . , sn−1) 6=
0 y aśı sn es algebraico sobre K(s1, . . . , sn−1). �
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Corolario 23.4. Sea E/K una extensión de cuerpos y S = {s1, . . . , sn} un sub-
conjunto de E. Entonces S es algebraicamente independiente sobre K si y sólo si
si es trascendente sobre K(s1, . . . , si−1) para todo 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 23.5. Sea E/K una extensión de cuerpos y S un subconjunto de E. Son
equivalentes:

1) S es maximal entre los subconjuntos de E que son algebraicamente indepen-
dientes sobre K.

2) S es minimal entre los subconjuntos de E tales que E/K(S) es algebraico.

Demostración. 1) ⇒ 2) Por la Proposición 23.3, aplicada al caso S′ = S, ten-
emos que E/K(S) es algebraico. La minimalidad se deduce de que por la misma
proposición, s es trascendente sobre K(S \ s) para cada s ∈ S.

2) ⇒ 1) Por la Proposición 23.3, aplicada a S′ = S, ningún subconjunto de E más
grande que S puede ser algebraicamente independiente. Aśı, es suficiente ver que S
lo es. Supongamos que esto es falso. Entonces, nuevamente por la Proposición 23.3,
existe s ∈ S tal que s es algebraico sobre K(S \{s}). Aśı, por las Proposiciones 3.8
y 3.9, E/K(S \ {s}) es algebraico, lo que contradice la minimalidad de S. �

Definición 23.6. Sea E/K una extensión de cuerpos. Una base de trascendencia
de E/K es un subconjunto S de E que es algebraicamente independiente sobre K
y que satisface la propiedad de que la extensión E/K(S) es algebraica.

Teorema 23.7. Sea E/K una extensión de cuerpos, T ⊆ E tal que E/K(T ) es
algebraico y S ⊆ T un subconjunto algebraicamente independiente sobre K. Existe
una base de trascendencia de E/K que contiene a S y que está contenida en T

Demostración. Sea S una cadena maximal de subconjuntos de T que contienen a
S y son algebraicamente independientes sobre K. Tomemos S′ =

⋃
S′′∈S S

′′. Por
la Observación 23.2 el conjunto S′ es algebraicamente independiente sobre K. Es
claro que S′ es maximal entre los subconjuntos de T que tienen esta propiedad y
en consecuencia, por la Proposición 23.3, los elementos de T son algebraicos sobre
K(S′). Aśı, por las Proposiciones 3.8 y 3.9, E es algebraico sobre K(S′) y, por lo
tanto, S′ es una base de trascendencia de E/K. �

Proposición 23.8 (lema de intercambio). Sea E/K una extensión de cuerpos
y S ⊆ E un subconjunto finito y algebraicamente independiente de E sobre K. Si
T ⊆ E es tal que E/K(T ) es algebraica, entonces existe un subconjunto T ′ de T
con la misma cantidad de elementos que S y tal que E/K((T \ T ′)∪ S) también es
algebraica.

Demostración. Sea S′ ⊆ S maximal con la propiedad de que S ∩ T ⊆ S′ y existe
un subconjunto T ′ de T que tiene la misma cantidad de elementos que S′ y tal
que E/K((T \ T ′) ∪ S′) es algebraica. Hay que ver que S′ = S. Supongamos
que existe s ∈ S \ S′. Como s /∈ (T \ T ′) ∪ S′, por la Proposición 23.3, el conjunto
(T \T ′)∪S′∪{s} es algebraicamente dependiente sobre K. Aśı, dado que S′∪{s} es
algebraicamente independiente sobre K, por la misma proposición, existe t′ ∈ T \T ′
tal que t′ es algebraico sobre K((T \(T ′∪{t′}))∪S′∪{s}). En consecuencia, por las
Proposiciones 3.8 y 3.9, la extensión E/K(T \(T ′∪{t′}))∪S′∪{s}) es algebraica. �
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Teorema 23.9. Sea E/K una extensión de cuerpos. Todas las bases de trascen-
dencia de E/K tienen el mismo cardinal.

Demostración. Sean S y T dos bases de trascendencia. Si S o T tiene una cantidad
finita de elementos el resultado se deduce inmediatamente de la Proposición 23.8.
Aśı podemos suponer que tanto S como T tienen infinitos elementos. Por simetŕıa
basta ver que #(S) ≥ #(T ). Dado s ∈ S existe un subconjunto finito Ts de T tal
que s es algebraico sobre K(Ts). Como #(S) es infinito, #(S) ≥ #

(⋃
s∈S Ts

)
. Aśı

basta ver que T =
⋃
s∈S Ts, lo que se deduce del Teorema 23.5 y de que, por las

Proposiciones 3.8 y 3.9, E es algebraico sobre K
(⋃

s∈S Ts
)
. �

Ejemplo 23.10. Sea K un cuerpo, K(t1, . . . , tn) el cuerpo de fracciones del anillo
de polinomios K[t1, . . . , tn] en n variables y s1, . . . , sn los polinomios simétricos
elementales. Como K(t1, . . . , tn) es algebraico sobre K(s1, . . . , sn) y {t1, . . . , tn}
es una base de trascendencia de K(t1, . . . , tn)/K, de los Teoremas 23.7 y 23.9 se
deduce que los polinomios s1, . . . , sn son algebraicamente independientes sobre K.

Definición 23.11. Sea E/K una extensión de cuerpos. El grado de trascendencia
grtr(E/K) de E/K es el cardinal de cualquier base de trascendencia de E/K.

Proposición 23.12. Se satisfacen:

1) Sean F/K y E/F dos extensiones. Si S es una base de trascendencia de F/K
y T es es una base de trascendencia de E/F , entonces S y T son disjuntos
y S ∪ T es una base de trascendencia de E/K. En particular grtr(E/K) =
grtr(F/K) + grtr(E/F ).

2) Sea
E

F.G

zzzzzz
DDDDDD

F

DDDDDD G

zzzzzz

K

DDDDDD
zzzzzz

un diagrama de extensiones. Si S es una base de trascendencia de F/K, entonces
hay una base de trascendencia de F.G/G que está inclúıda en S. En particular
grtr(F.G/G) ≤ grtr(F/K).

Demostración. 1) Es claro que S ∩ T ⊆ F ∩ T = ∅. Veamos que S ∪ T es al-
gebraicamente independiente. Por la Observación 23.2 es suficiente ver que cada
subconjunto finito s1, . . . , sm, t1, . . . , tn con los si ∈ S y los tj ∈ T es algebraica-
mente independiente sobre K. Sea

P (X1, . . . ,Xm, Y1, . . . , Yn) ∈ K[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]

un polinomio tal que P (s1, . . . , sm, t1, . . . , tn) = 0. Escribamos

P (X1, . . . ,Xm, Y1, . . . , Yn) =
∑

i1,...,in≥0

Pi1,...,in(X1, . . . ,Xm)Y i11 . . . Y inn
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Como t1, . . . , tn es algebraicamente independiente sobre F , cada uno de los coefi-
cientes Pi1,...,in(s1, . . . , sm) es nulo. Aśı, como s1, . . . , sm es algebraicamente inde-
pendiente sobre K, cada polinomio Pi1,...,in(X1, . . . , Xm) y, por lo tanto también P ,
es nulo. Resta ver que E es algebraico sobre K(S∪T ). Ahora, E es algebraico sobre
F (T ) y por la Proposición 3.8, F (T ) = K(F ∪ T ) es algebraico sobre K(S ∪ T ).
Aśı, por la Proposición 3.9, E es algebraico sobre K(F ∪ T ).

2) Por el item 2) de la Proposición 3.12, la extensión F.G/G(S) es algebraica. Aśı,
el resultado se sigue inmediatamente del Teorema 23.7. �

Definición 23.13. Una extensión es puramente trascendente si tiene una base de
trascendencia que es también un conjunto de generadores.

Proposición 23.14. Sea K un cuerpo y t un elemento trascendente sobre K. Se
satisfacen:

1) Si s = f(t)/g(t) ∈ K(t) con f(t) y g(t) primos relativos y al menos uno
de ellos no constante, entonces s es trascendente sobre K y [K(t) : K(s)] =
max(gr(f(t)), gr(g(t))).

2) K(t) es algebraico sobre cualquier cuerpo F que satisface K  F ⊆ K(t).

Demostración. 1) El polinomio

P (X) = g(X)s− f(X) ∈ K(s)[X]

se anula en t. Aśı, t es algebraico sobre K(s), lo que implica que s es trascen-
dente sobre K, ya que de lo contrario, K(t)/K seŕıa algebraica. Además P (X)
es irreducible. En efecto, si P (X) = A(s)P1(s,X)P2(s,X) con P1, P2 ∈ K[s][X]
primitivos, entonces como P (X) tiene grado 1 en s, uno de los polinomios P1 o P2

pertenece a K[X]. Evaluando la igualdad de arriba en s = 0 y s = 1 obtenemos
que este polinomio divide a f(X) y a g(X) y, por lo tanto, es una constante. Aśı,
P (X) es irreducible. Como gr(P (X)) = max(gr(f(t)), gr(g(t)), esto implica que
[K(t) : K(s)] = max(gr(f(t)), gr(g(t))).

2) Se sigue facilmente de 1). �

Corolario 23.15. Si E/K es puramente trascendente, entonces cada elemento de
E \K es trascendente sobre K.

Demostración. Sea s ∈ E \ K. Es claro que existe {t1, . . . , tn} algebraicamente
independiente sobre K tal que s ∈ K(t1, . . . , tn). Ahora, por el item 1) de la
Proposición 23.14, todo elemento de K(t1) \ K es trascendente sobre K. De la
misma manera todo elemento de K(t1, t2) \ K(t1) es trascendente sobre K(t1) y,
por lo tanto, también sobre K, etcetera. �

A continuación constrúımos una extensión con grado de trascendencia 1 que no
es puramente trascendente.

Ejemplo 23.16. Sea n ≥ 3 y K un cuerpo cuya caracteŕıstica no divide a n.
Sea u trascendente sobre K y v una ráız de P (X) = Xn + un − 1 en alguna
clausura algebraica de K(u). Claramente, K(u, v)/K no es algebraico. Veamos que
tampoco es puramente trascendente. Como v es algebraico sobre K(u), el grado de
trascendencia de K(u, v)/K es 1. Aśı, si K(u, v)/K fuera puramente trascendente,
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existiŕıa un elemento t ∈ K(u, v) trascendente sobre K tal que K(t) = K(u, v).
Veamos que esto no es posible. Si K(t) = K(u, v), entonces

u =
a(t)
b(t)

y v =
c(t)
d(t)

con a(t) o b(t) no constante y a(t) coprimo con b(t) y c(t) coprimo con d(t). Sea
(b(t); d(t)) el máximo de los divisores comunes de b(t) y d(t). De la igualdad(

a(t)
b(t)

)n
+
(
c(t)
d(t)

)n
= 1

obtenemos que

(*) f(t)n + g(t)n = h(t)n,

donde

f(t) = a(t)
d(t)

(b(t); d(t))
, g(t) = c(t)

b(t)
(b(t); d(t))

y h(t) =
b(t)d(t)

(b(t); d(t))
.

Es fácil ver que f(t), g(t) y h(t) son coprimos dos a dos. En efecto, supongamos
que q(t) es un primo de K[t], que divide a f(t), g(t) y h(t). Entonces divide a b(t) o
a d(t). Supongamos que divide a b(t). Como a(t) y b(t) son coprimos y q(t) divide
a f(t), esto implica que q(t) divide a d(t)/(b(t); d(t)). Aśı, como b(t)/(b(t); d(t))
y d(t)/(b(t); d(t)) son coprimos y q(t) | g(t), tenemos que q(t) | c(t). Pero esto se
contradice con que q(t) divide a d(t)/(b(t); d(t)), ya que c(t) y d(t) son coprimos.
Supongamos que gr(f(t)) ≤ gr(g(t)). Entonces gr(h(t)) ≤ gr(g(t)). Dividiendo (∗)
por h(t)n y derivando respecto a t, obtenemos

f(t)n−1(f ′(t)h(t)− f(t)h′(t)) + g(t)n−1(g′(t)h(t)− g(t)h′(t)) = 0.

Como f(t) y g(t) son coprimos, deducimos de aqúı que g(t)n−1 | f ′(t)h(t)−f(t)h′(t).
Aśı,

(n− 1) gr(g(t)) ≤ gr(f(t)h(t))− 1 = gr(f(t)) + gr(h(t))− 1 ≤ 2 gr(g(t))− 1,

lo que no es posible, ya que n ≥ 3. El caso en que gr(g(t)) ≤ gr(f(t)) es similar.

Teorema 23.18 (Luroth). Sea t un elemento trascentente sobre K. Si E es un
subcuerpo de K(t), que contiene a K estrictamente, entonces E = K(s) para algún
s ∈ E \K.

Demostración. Sea s ∈ E \K. Escribamos s = f(t)/g(t) con f(t) y g(t) coprimos.
Por la Proposición 23.14,

[K(t) : E] ≤ [K(t) : K(s)] = max(gr(f(t)), gr(g(t))).

Escribamos ds := max(gr(f(t)), gr(g(t))) y n := [K(t) : E]. Por lo que acabamos
de ver ds ≥ n. Debemos encontrar s tal que ds sea igual a n. Escribamos

P (X) = irr(t, E) = Xn +
a1(t)
b1(t)

Xn−i1 + · · ·+ am(t)
bm(t)

Xn−im ,
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con 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n y donde cada ak(t)/bk(t) es un cociente no nulo de
polinomios coprimos. Como t no es algebraico sobre K, no todos los coeficientes
de P (X) estan en K. Por lo tanto tenemos que

s :=
ak(t)
bk(t)

∈ E \K

para algún k. Consideremos el polinomio

H(X) = ak(X)− ak(t)
bk(t)

bk(X) ∈ E(X).

Dado que H(t) = 0, tenemos que P (X) | H(X) en E[X]. Aśı, existe Q(X) ∈ E[X],
tal que

ak(X)bk(t)− ak(t)bk(X) = bk(t)Q(X)P (X).

Multiplicando esta igualdad por b1(t) . . . bm(t), obtenemos que

(*) b1(t) . . . bm(t)(ak(X)bk(t)− ak(t)bk(X)) = bk(t)Q(X)P ′(t,X),

donde

P ′(t,X) = b1(t) . . . bm(t)P (X)

= b1(t) . . . bm(t)Xn +
m∑
k=1

b1(t) . . . bk−1(t)ak(t)bk+1(t) . . . bm(t)Xn−ik .

Factoricemos P ′(t,X) como P ′(t,X) = h(t)P ′′(t,X), donde h(t) es el máximo
de los divisores comunes de los coeficientes de P ′(t,X) ∈ K[t][X] y P ′′(t,X) es
primitivo, en el sentido de que no es divisible por ningún polinomio en t que no sea
constante. Como h(t) divide al máximo de los divisores comunes de

b1(t) . . . bm(t) y b1(t) . . . bk−1(t)ak(t)bk+1(t) . . . bm(t),

que es b1(t) . . . bk−1(t)bk+1(t) . . . bm(t), tenemos que bk(t) y ak(t) dividen a los co-
eficientes de Xn y Xn−ik en P ′′(t,X), respectivamente. Aśı,

grt(P
′′(t,X)) ≥ max(gr(ak(t)), gr(bk(t))) = ds,

donde grt(P ′′(t,X)) es el grado en t de P ′′(t,X). Multiplicando (∗) por un u(t) ∈
K[t] apropiado, obtenemos

u(t)b1(t) . . . bm(t)(ak(X)bk(t)− ak(t)bk(X)) = h(t)bk(t)Q′(t,X)P ′′(t,X),

donde Q′(t,X) ∈ K[t,X]. Ahora, como P ′′(t,X) no es divisible por ningún poli-
nomio en t que no es constante, tenemos que u(t)b1(t) . . . bm(t) | h(t)bk(t)Q′(t,X).
Aśı, existe Q′′(t,X) ∈ k[t,X], tal que

ak(X)bk(t)− ak(t)bk(X) = Q′′(t,X)P ′′(t,X).
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Como el grado en t del lado izquierdo de esta igualdad es a lo sumo igual a
max(gr(ak(t)), gr(bk(t))) = ds y el grado en t de P ′′(t,X) es al menos ds, resulta
que Q′′(t,X) no depende de t y aśı

ak(X)bk(t)− ak(t)bk(X) = Q′′(X)P ′′(t,X),

donde Q′′(X) ∈ K[X]. Ahora, dado que el lado derecho de esta igualdad no es
divisible por ningún polinomio en t que no es constante y el lado izquierdo es
simétrico en X y en t, el lado derecho tampoco es divisible por ningún polinomio
en X que no es constante. En consecuencia,

ak(X)bk(t)− ak(t)bk(X) = QP ′′(t,X),

con Q ∈ K. Por último, como los grados en t y en X del lado izquierdo de esta
igualdad coinciden, tenemos

n = grX(P ′(t,X)) = grX(P ′′(t,X)) = grt(P
′′(t,X)) ≥ ds ≥ n,

lo que implica que ds = n. �

Definición 23.19. Una extensión E/K es finitamente generada si existen una
cantidad finita e1, . . . , en de elementos de E tal que E = K(e1, . . . , en).

Se deduce inmediatamente del Teorema 23.7 que si E/K está generada por n
elementos, entonces grtr(E/K) ≤ n.

24. Subextensiones linealmente disjuntas y libres

Proposición 24.1. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Son equivalentes:

1) Toda familia de elementos de F linealmente independiente sobre K es linealmente
independiente sobre G.

2) Toda familia de elementos de G linealmente independiente sobre K es linealmente
independiente sobre F .

3) Sean (ei)i∈I y (fj)j∈J familias de elementos de F y G respectivamente. Si (ei)i∈I
y (fj)j∈J son linealmente independientes sobre K, entonces (eifj)i∈I,j∈J también
es linealmente independiente sobre K.

4) Existe una base de F sobre K que es linealmente independiente sobre G.

5) Existe una base de G sobre K que es linealmente independiente sobre F .

6) Existen bases (ei)i∈I de F sobre K y (fj)j∈J de G sobre K tales que (eifj)i∈I,j∈J
es linealmente independiente sobre K.

Demostración. 1) ⇒ 3) Supongamos que
∑
i∈I,j∈J λijeifj = 0 es una ecuación de

dependencia lineal de (eifj)i∈I,j∈J sobre K. Entonces

∑
i∈I

∑
j∈J

λijfj

 ei =
∑

i∈I,j∈J
λijeifj = 0
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y aśı, dado que (ei)i∈I es linealmente independiente sobre G,∑
j∈J

λijfj = 0,

para todo i ∈ I. De la independencia lineal de (fj)j∈J , obtenemos ahora que λij = 0
para todo i ∈ I y j ∈ J , lo que implica 3).
3)⇒ 1) Sea (ei)i∈I una familia de elementos de F , linealmente independiente sobre
K y sea

∑
i∈I giei = 0 una ecuación de dependencia lineal sobre G. Tomemos una

base (fj)j∈J de G sobre K y escribamos gi =
∑
j∈J λijfj para todo i ∈ I. Aśı,∑

i∈I,j∈J
λijeifj =

∑
i∈I

giei = 0,

lo que por hipótesis implica que λij = 0 para todo i ∈ I y j ∈ J . Pero entonces
gi =

∑
j∈J λijfj = 0 para todo i ∈ I, de donde (ei)i∈I es linealmente independiente

sobre G. La demostración de que 2) ⇔ 3) es similar a la de que 1) ⇔ 3).
1) ⇔ 4). Es claro que 1) implica 4). Supongamos que (vi)i∈I es una base de F
sobre K que es linealmente independiente sobre G. Tomemos una familia finita
(ej)j∈J de elementos de F , linealmente independiente sobre K. Consideremos un
subconjunto finito I ′ de I tal que los ej ’s están en el K-subespacio vectorial de F
generado por (vi)i∈I′ . Existe un subconjunto I ′′ de I ′ con la misma cantidad de el-
ementos de J y tal que (vi)i∈I′\I′′

⋃
(ej)j∈J genera el mismo K-subespacio vectorial

de F que (vi)i∈I′ . En particular los G-subespacios vectoriales de E generados por
(vi)i∈I′\I′′

⋃
(ej)j∈J y (vi)i∈I′ coinciden. Como este último conjunto es linealmente

independiente sobre G y (I ′ \ I ′′)
⋃
J tiene el mismo cardinal que I ′ esto implica

que (vi)i∈I′\I′′
⋃

(ej)j∈J también es linealmente independiente sobre G.
2) ⇔ 5) y 3) ⇔ 6) son similares a 1) ⇔ 4). �

Definición 24.2. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Decimos que F y G son linealmente disjuntos sobre K si satisfacen
las condiciones de la Proposición 24.1. También decimos en este caso que F es
linealmente disjunta de G sobre K o que G es linealmente disjunta de F sobre K.

Nota 24.3. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones de E/K.
Es fácil ver que F y G son linealmente disjuntos sobre K si y sólo si existen una
familia (Fi/K)i∈I de subextensiones finitamente generadas de F/K y una familia
(Gj/K)j∈J de subextenciones finitamente generadas de G/K tales que
1) Cada subextensión finitamente generada de F/K es una subextensión de algún

Fi/K.
2) Cada subextensión finitamente generada de G/K es una subextensión de algún

Gj/K.
3) Para cada par de indices i ∈ I y j ∈ J , los cuerpos Fi y Gj son linealmente

disjuntos sobre K.

Proposición 24.4. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si existe una familia (fi)i∈I de elementos de F que satisface
1) (fi)i∈I es una base sobre K de un subanillo A de F cuyo cuerpo de fracciones

es F ,
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2) Existe un subanillo B de G cuyo cuerpo de fracciones es G y tal que no hay
ninguna ecuación no trivial de dependencia lineal

0 = b1fi1 + · · ·+ bnfin

con i1, . . . , in ∈ I y b1, . . . , bn en B,

entonces F y G son linealmente disjuntos sobre K.

Demostración. Veamos primero que la familia (fi)i∈I es linealmente independiente
sobre G. Sea

0 = g1fi1 + · · ·+ gmfim

una ecuación de dependencia lineal con i1, . . . , im ∈ I y coeficientes g1, . . . , gm en
G. Tomemos b ∈ B no nulo tal que bgi ∈ B para todo 1 ≤ i ≤ m. Multiplicando
la ecuación de arriba por b obtenemos una ecuación 0 = bg1fi1 + · · ·+ bgmfim con
coeficientes bgi en B. Por hipótesis estos coeficientes son todos nulos. Es claro
entonces que los gi también lo son. Sea ahora f ′1, . . . , f

′
r una familia de elementos

de F que es linealmente independiente sobre K. Sea a un elemento no nulo de A tal
que af ′i ∈ A para todo 1 ≤ i ≤ r. Claramente af ′1, . . . , af

′
r también es linealmente

independiente sobre K. Consideremos i1, . . . , is ∈ I tales que el K-espacio vectorial
generado por af ′1, . . . , af

′
r está inclúıdo en el K-espacio vectorial V generado por

fi1 , . . . , fis . Existe una base de V cuyos primeros elementos son af ′1, . . . , af
′
r. Dado

que por lo que vimos antes el G-espacio vectorial generado por V tiene dimensión
s, los elementos af ′1, . . . , af

′
r deben ser linealmente independientes sobre G. �

Proposición 24.5. Sea,

E

F.H

vvvvvv
EEEEEE

F.G

zzzzzz
HHHHHH H

yyyyyy

F

DDDDDD G

vvvvvvv

K

DDDDDD
vvvvvvv

un diagrama de extensiones. Son equivalentes:

1) F y H son linealmente disjuntos sobre K.

2) F y G son linealmente disjuntos sobre K y F.G y H son linealmente disjuntos
sobre G.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que F y G son linealmente disjuntos sobre K.
Veamos que F.G y H son linealmente disjuntos sobre G. El cuerpo F.G es el
cuerpo de cocientes de G[F ]. Como F y G son linealmente disjuntos sobre K, una
base de F sobre K es también una base de G[F ] sobre G. Ahora, dado que F y
H son linealmente disjuntos sobre K, esta base es linealmente independiente sobre
H. Por la Proposición 24.4, F.G y H son linealmente disjuntos sobre G.
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2)⇒ 1) Sea (fj)j∈J una familia de elementos de F que es linealmente independiente
sobre K. Como F y G son linealmente disjuntos sobre K, la familia (fj)j∈J es
linealmente independiente sobre G y aśı, como F.G y H son linealmente disjuntos
sobre G, la familia (fj)j∈J es linealmente independiente sobre H. �

Proposición 24.6. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Son equivalentes:
1) Toda familia de elementos de F algebraicamente independiente sobre K es alge-

braicamente independiente sobre G.
2) Toda familia de elementos de G algebraicamente independiente sobre K es alge-

braicamente independiente sobre F .

Demostración. Veamos que 1) implica 2). Sea g1, . . . , gr una familia de elementos de
G algebraicamente independiente sobre K y sea F ′/K una subextensión finitamente
generada de F/K. Por el item 1) de la Proposición 23.12,

grtr(F ′(g1, . . . , gr)/F ′) + grtr(F ′/K) = grtr(F ′(g1, . . . , gr)/K)

= grtr(F ′(g1, . . . , gr)/K(g1, . . . , gr)) + grtr(K(g1, . . . , gr)/K).

Dado que toda familia de elementos de F que es algebraicamente independiente
sobre K es algebraicamente independiente sobre G,

grtr(F ′(g1, . . . , gr)/K(g1, . . . , gr)) = grtr(F ′/K).

Aśı, grtr(F ′(g1, . . . , gr)/F ′) = grtr(K(g1, . . . , gr)/K) = r, de donde g1, . . . , gr es
algebraicamente independiente sobre F ′. Como esto vale para toda subextensión
F ′/K finitamente generada de F/K, tenemos que g1, . . . , gr también es algebraica-
mente independiente sobre F . La demostración de que 2) implica 1) es identica a
la de que 1) implica 2). �

Definición 24.7. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones de
E/K. Decimos que F y G son libres sobre K si satisfacen las condiciones de la
Proposición 24.6.

Nota 24.8. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones de E/K. Es
fácil ver que F y G son libres sobre K si y sólo si existen una familia (Fi/K)i∈I de
subextensiones finitamente generadas de F/K y una familia (Gj/K)j∈J de subex-
tenciones finitamente generadas de G/K tales que
1) Cada subextensión finitamente generada de F/K es una subextensión de algún

Fi/K.
2) Cada subextensión finitamente generada de G/K es una subextensión de algún

Gj/K.
3) Para cada par de indices i ∈ I y j ∈ J , los cuerpos Fi y Gj son libres sobre K.

Proposición 24.9. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si existe una base de trascendencia de F/K que es algebraicamente inde-
pendiente sobre G, entonces F y G son libres sobre K.

Demostración. Sea (fi)i∈I una base de trascendencia de F/K que es algebraica-
mente independiente sobre G. Sea f ′1, . . . , f

′
r una familia de elementos de F que

es algebraicamente independiente sobre K. Es fácil ver que existen i1, . . . , is ∈ I
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tales que los elementos f ′1, . . . , f
′
r son algebraicos sobre K(fi1 , . . . , fis). Conside-

remos una base de trascendencia de K(f ′1, . . . , f
′
r, fi1 , . . . , fis)/K cuyos primeros

elementos son f ′1, . . . , f
′
r. Dado que por hipótesis el grado de trascendencia de

G(f ′1, . . . , f
′
r, fi1 , . . . , fis)/G es s, los elementos f ′1, . . . , f

′
r deben ser algebraicamente

independientes sobre G. �

Corolario 24.10. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones de
E/K. Si F/K es algebraico, entonces F y G son libres sobre K.

Demostración. Es obvio que toda base de trascendencia de F/K es algebraicamente
independiente sobre G. �

Proposición 24.11. Sea,

E

F.H

vvvvvv
EEEEEE

F.G

zzzzzz
HHHHHH H

yyyyyy

F

DDDDDD G

vvvvvvv

K

DDDDDD
vvvvvvv

un diagrama de extensiones. Son equivalentes:
1) F y H son libres sobre K.
2) F y G son libres sobre K y F.G y H son libres sobre G.

Demostración. 1) ⇒ 2) Sea (gi)i∈I una familia de elementos de G ⊆ H que es al-
gebraicamente independiente sobre K. Como F y H son libres sobre K, la familia
(gi)i∈I es algebraicamente independiente sobre F . Esto muestra que F y G son
libres sobre K. Veamos que F.G y H son libres sobre G. Como F y G son libres
sobre K, una base de trascendencia de F sobre K es también una base de trascen-
dencia de F.G sobre G. Ahora, dado que F y H son libres sobre K, esta base de
trascendencia es algebraicamente independiente sobre H. Por la Proposición 24.9,
F.G y H son libres sobre G.
2)⇒ 1) Sea (fj)j∈J una familia de elementos de F que es algebraicamente indepen-
diente sobre K. Como F y G son libres sobre K, la familia (fj)j∈J es algebraica-
mente independiente sobre G y aśı, como F.G y H son libres sobre G, la familia
(fj)j∈J es algebraicamente independiente sobre H. �

Proposición 24.12. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si F y G son linealmente disjuntos sobre K, entonces F y G son libres
sobre K.

Demostración. Sea (fi)i∈I una familia de elementos de F que es algebraicamente
independiente sobre K. Consideremos la familia de monomios en las variables fi’s.
Claramente esta familia es linealmente independiente sobre K. Aśı, por hipótesis,
también es linealmente independiente sobre G. De aqúı se deduce inmediatamente
que (fi)i∈I es algebraicamente independiente sobre G, lo que prueba que F y G son
libres sobre K. �

A continuación damos un rećıproca parcial del resultado que acabamos de probar.
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Proposición 24.13. Sean E/K una extensión y F/K y G/K dos subextensiones
de E/K. Si F/K es puramente trascendente y F y G son libres sobre K, entonces
F y G son linealmente disjuntos sobre K.

Demostración. Sea (fi)i∈I una base de trascendencia de F que genera a F . La
familia M(F) de los monomios sobre esta base de trascendencia, es una base como
K-espacio vectorial, de un subanillo de F cuyo cuerpo de fracciones es F . Dado que
por hipótesis (fi)i∈I es algebraicamente independiente sobre G, la familia M(F)
es linealmente independiente sobre G. Aśı, por la Proposición 24.4, F y G son
linealmente disjuntos sobre K. �


