Clausura Perfecta

Recordemos el siguiente hecho visto en la  tedrica:

Sea E//K una extensién normal, entonces exsiste una sub-

extension F' C F tal que F'/K es puramente inseparable E

y E/F separable. Més precisamente, si ch(K) = p > 0 sep.

resulta F' = ECUE/K) — K™ N E (la clausura perfecta

de E/K) y si ch(K) =0, F = EGUE/K) — [ r
Como primera aplicacién tenemos el siguiente resulta- p-i.

do (que también puede ser demostrado usando el Teore- i

ma Fundamental de los Polinomios Simétricos Elementa-
les).

Prop: Sea E/K una extensién algebraicay P € E[X1, Xo, ..., X,] un po-
linomio no nulo en varias variables. Entonces existe @ € K[X1,...,X,]\ {0}
maultiplo de P.

Dem: Consideramos F/K la subextension de E generada por los coefi-
cientes de P, y N/K su clausura normal. Como los coeficientes de P son alge-
braicos sobre K resulta que F//K es finita y, por ende, también lo sera N/K.
Sea G = Gal(N/K) = {01,09,...,0,} y consideramos

m

R=]]oi(P) € N[X1, Xo,..., X,] \ {0}

i=1

donde entendemos que ¢(P) es el polinomio que se obtiene de P, al aplicarle
¢ a sus coeficientes. Es claro que R € N[ Xy, Xo, ..., X,] \ {0}.

Si ch(K) = 0 resulta que N = K y tomamos P = R.

Sich(K) = p > Oresulta que N = KP""NN. Sean r{,79,...,7 € N los
coeficientes de R. Como son todos puramente inseparables sobre K, 3 k € N
tal que Tfk e KVi=1,...,1. Tomando Q = R*" € K[X, Xs,...,X,]\ {0},
pues elevar a la p distribuye.O



También tenemos el siguiente resultado:

Sea E/K una extensin algebraica tal que todo polinomio no constante
P € K[X] admite al menos una raiz en E. Entonces E es una calusura

algebraica de K.

Dem: Sea (' una clausura algebrai-
ca de B, y sea P € K[X]\ K. Con-
sideramos N C (' el cuerpo de des-
composicion de P sobre K. Veamos que
N C E. Como N/K es normal, tomando
F = NGAUWN/K) yesulta que N/F es sepa-
rable y finita, entonces es simple, es decir,
Jda€e N: N = Flal.

Observemos que F = NCG#WN/K) — K gj
ch(K) = 0 y si ch(K)=p>0,
F = NCAW/E) — K" AN, y que en
ambos casos F C FE, pues cuando
ch(K) = p > 0 tenemos que K*» =~ C E
por la hipétesis.

Sea R = irr(a, F), notemos que si 5 € C
es otra raiz de R entonces N = F[f3], pues
N/F es normal.

C

E
K"~ N = Fla]
p.i.

sep.
F = NGal(N/K)

p.i.

K ch(K)=p>0

Al igual que en el lema anterior, si
ch(K) = 0 tomaremos @) = R, y si
¢ch(K) = p > 0 tomaremos Q = RF'
con k suficientemente grande para tener

En cualquier caso () debe tener al menos
una raiz § € E. Entonces N = F[§] C E.

C
E\ Q € K[X].
N = Fla] -
/
K ch(K)=0



