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Algebra 111

Préactica 1 - Primer cuatrimestre de 2006

Nota: En esta practica, anillo significa anillo conmutativo con 1 # 0.

Ejercicio 1. Sea A un anillo. Probar que:
1. A tiene ideales maximales y todo ideal propio I estd contenido en un ideal maximal.
2. P es ideal primo si y sélo si A/P es dominio integro.
3. A es cuerpo si y sélo si tiene exactamente dos ideales.

4. M es ideal maximal si y s6lo si A/M es cuerpo.

Ejercicio 2. Probar que:
1. Si K es cuerpoy f: K — B es morfismo de anillos, entonces f es inyectivo.

2. Si A es anillo tal que todo morfismo de anillos f : A — B es inyectivo, entonces A es cuerpo.

Ejercicio 3. Sea D un dominio integro finito. Probar que D es un cuerpo.

Ejercicio 4. Dado b € C se define Q[b] = {3 a;b' / a; € Q}. Probar que Q[v2], Q[v3], Q[i] y
Q[+/2] son cuerpos.

Ejercicio 5. Caracterizar los siguientes conjuntos: Hom(C,R), Hom(Q,Z,), Hom(Q, K) para K
un cuerpo cualquiera, Hom(Q[i], Qfi), Hom(Q[v/2), Q[V3]), Hom(Q[¢/2],Q[/2]) y Hom(R, R).

Ejercicio 6. Sea K un cuerpo y sea A una K-algebra de dimensién finita. Probar que si A es un
dominio integro, entonces es un cuerpo.

Ejercicio 7. Determinar el grupo de unidades de los siguientes anillos:

Z, K (cuerpo), Z[i], Z]v/—5|, A[X] (A dominio integro), Z,.

Ejercicio 8. Sea A un dominio integro y sea K su cuerpo de cocientes.

1. Probar que f: A — K dada por a +— § es un monomorfismo de anillos.
2. Sea D un anillo. Probar que son equivalentes:

(a) D es dominio integro.

(b) Existe f: D — K monomorsfismo de anillos para algin cuerpo K.

Ejercicio 9. Caracterizar el cuerpo de cocientes de los siguientes dominios integros:

7, Z[i], Z[/2], A[X] (A dominio integro), K (K cuerpo).

Ejercicio 10. Sea A un dominio integro y sea a € A. Probar que:
1. Si a es primo entonces es irreducible.
2. Si A es DFU, entonces todo irreducible es primo.

3. Dar ejemplos en Z[v/—5] de elementos que sean irreducibles pero no primos.
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Ejercicio 11. Sea A un dominio integro. Probar que valen las siguientes implicaciones pero no las
reciprocas:
A es euclideano = A es principal = A es DFU.

Ejercicio 12. Probar que Z, Z[i], K y K[X] (K cuerpo) son anillos euclideanos.
Ejercicio 13. Sea p € N primo. Probar que:
1. —1 es un cuadrado en Z, siy sélosi p=2 V p=1mod 4.
2. p es irreducible en Z[i] si y s6lo si p no es suma de dos cuadrados (en Z).
3. p es primo en Zl[i] si y s6lo si p = 3 mod 4.

4. p es suma de dos cuadrados (en Z) siy sélosip=2 V p=1mod 4.

Ejercicio 14. Sea A un DFU, K su cuerpo de cocientes y f € A[X] con gr(f) > 1. Probar que:
1. A[X] es DFU.
2. f es irreducible (en A[X]) siy sélo si f es irreducible en K[X] y cont(f) = 1.

Ejercicio 15. Sea K un cuerpo y sea f € K[X].
1. Probar que K[X]/(f) es un cuerpo si y sélo si f es irreducible.
2. Construir un cuerpo de 9 elementos.
3. Probar que R[X]/(X? +1) ~C.

n

4. Supongamos que f = [[;_;(X — ;) con los a; € K todos distintos. Definimos g; =
[1;.;(X — ;). Probar que {g1,...,gn} es base de K[X]/(f), y para un h € K[X], calcular

las coordenadas de h en esa base.
Ejercicio 16. Sea p € N primo. Definimos @ : Z[X] — Z,[X] mediante:
D(an X"+ -+ a1 X +ag) =@ X" + -+ a1 X + ap.
Probar que:

1. ® es un morfismo de anillos.

2. Para un f € Z[X] tal que ®(f) # 0 y gr(®(f)) = gr(f), si ®(f) es irreducible en Z,[X],
entonces f no se factoriza en Z[X] como producto de polinomios de grado positivo.

Ejercicio 17. Criterio de irreducibilidad de Fisenstein. Sea A un DFU y sea K su cuerpo de
cocientes. Sea f ="  a;X" € A[X] con n > 0. Probar que si existe un primo p € A que verifica
plan, pla;V0<i<nyp®tag, entonces f es irreducible en K[X].

Ejercicio 18. Sea p € N primo. Probar que:
1. (X +1)? — 1 es divisible por X y YH=L — $7P7 4 (P) xp=i=1 ¢ 7[X] es irreducible.
2. 14+ X +X%24 .-+ XP7! es irreducible.
3. X™ — p es irreducible Vn € N.
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Ejercicio 19. (Dificil) Sea K un cuerpo y sea n > 2. Sea a € K, a # 0. Supongamos que para
todo primo p € N tal que p | n tenemos que a ¢ KP, y que si 4 | n entonces a ¢ —4K*. Probar que
X" — a es irreducible en K[X].

Ejercicio 20. Teorema de Gauss. Sea A un DFU y sea K su cuerpo de cocientes. Sea f =
Z?:o a; X' € A[X] con aga, # 0. Demostrar que si p,q € A son irreducibles coprimos tales que

f(p/q) =0, entonces p | ag y ¢ | an.
Ejercicio 21. Sea K un cuerpo. Sea f € K[X] y sea a € K una raiz de f. Probar que:
1. a es rafz multiple de f si y sélo si f/(a) = 0.

2. Si K =C, R o Q entonces W € K[X] tiene las mismas raices que f pero todas simples.

Ejercicio 22. Probar que si f € Q[X] es irreducible, entonces no tiene raices multiples en C.
Ejercicio 23. Probar que Z?:o Xty Z:-L:O )Z(—, no tienen raices multiples en C para todo n € N.
Ejercicio 24. Determinar todos los polinomios irreducibles en Zs[X] de grado < 6.

Ejercicio 25. Sea K un cuerpo finito de ¢ elementos. ;Cuantos polinomios irreducibles moénicos
de grado 2 hay en K[X]? ;Y de grado 37

Ejercicio 26. Sea f = > " ja; X" € C[X] con a, # 0. Definimos M =1+ [%2=1| ... 4 |22
Probar que:

1. Si a € C es raiz de f, entonces |a| < M.
2. Si f € R[X], entonces: f(M)>0<=a, >0y f(—M) >0+ (—-1)"a, > 0.

Ejercicio 27. Sea f =Y ja; X' = a, [[[_;(X — ;) € C[X] con a, # 0y n > 2. Se define el
discriminante de f mediante:

A(f) = a" T = ay)*.

i<j
Probar que:

1. Si f =aX?+bX + ¢, entonces A(f) = b* — 4ac.
2. Si f = X3+ pX + q, entonces A(f) = —4p> — 27¢>.

n(n—1)

3. Resx(f, ') = ap ' [Tiz, f(ew) = (1) 7 anA(f).
Ejercicio 28. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[X1,...,X,]. Probar las siguientes afirmaciones:
L f+g=0V gr(f+g) < max{gr(f),er(g)}.
2. fg=0 = f=0V g=0.
3. Si f#0y g # 0 entonces gr(fg) = gr(f) + gr(g).
4. U(K[Xy,...,X,]) = K —{0}.
5. K[X1,...,X,] es un K-espacio vectorial. Exhibir una base.

6. K[X1,....,Xnl<a={f : [ =0V gr(f) <d} es un subespacio. ;De que dimensién?
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Ejercicio 29. Probar que X? +Y?2 — 1y XT — Y Z son irreducibles en Q[X,Y] y Q[X,Y, Z,T]
respectivamente.

Ejercicio 30. Sea f € C[X},...,X,] de grado < d. Probar que:
1. Si f se anula en Z", entonces f = 0.

2. Lo mismo si f se anula en {(z1,...,2,) € Z" : 0 < a; < d}.

Ejercicio 31. Sean f = XY —1y g = X2+Y?—2. Calcular Resx (f, g) y decidir si f y g tienen un
factor comtin en Q(Y)[X] y en Q[X,Y]. ;En que puntos de C? se anulan simultaneamente ambos
polinomios?

Ejercicio 32. Sean f = [[;_,(X — ;) € C[X] y g = [[]-,(X — 8;) € C[X].
1. {Cuales son las raices del polinomio Resy (f(X —Y),g(Y)) € C[X]?
2. .Y cuales las de Resy (Y"f(X/Y),¢(Y)) € C[X]?
3. Probar que a = [[(£v1+ V243 +--- £ /n) es entero.

4. (Dificil) Probar que a es un cuadrado perfecto para todo n > 2.



