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Algebra 111

Préactica 4 - Primer cuatrimestre de 2006

En toda esta practica, K serd un cuerpo de caracteristica cero.

Ejercicio 1. Sea E/K una extensién finita. Probar las siguientes afirmaciones:
1. Homg (E, K) tiene [E : K] elementos.
2. Si a € E verifica que los o(a) con o € Homg (E, K) son todos distintos, entonces E = K|[a.
3. Si b e E, entonces

[T X =o) =i, Kx)=HP

oc€Homg (E,K)

4. Existe § € E tal que E = K|f).

Ejercicio 2. (Lema de Carlos) Sean f,g,h € K[X] con f irreducible y h(X)|f(g(X)). Sean

ai,...,a, € K las raices de f y sean f3q,...,3n € K las raices de h. Probar que los conjuntos
A;j={1<i<m : g(fi) = o} tienen todos la misma cantidad de elementos.

Ejercicio 3. Hallar elementos primitivos de E/Q, donde E es el cuerpo de descomposicién del

polinomio:
1. X3-2 2. (X?%-2)(X%2-3)
3. X*1-2 4. (X*+1)(X%+5)

Ejercicio 4. Caracterizar los grupos de Galois de cada uno de los cuerpos de descomposicién
hallados en el ejercicio 2 de la practica 3.

Ejercicio 5. Sea £ = Q[v/2+ v/2]. Probar que E/Q es normal, calcular su grupo de Galois
Gal(E/Q) y determinar todas sus subextensiones.

Ejercicio 6. Determinar todas las subextensiones del cuerpo de descomposicién del polinomio
(X2 —2)(X?% - 3)(X?% —5) sobre Q.

Ejercicio 7. Determinar todas las subextensiones cuadraticas del cuerpo de descomposiciéon de
X4 —2X? — 1 sobre Q.

Ejercicio 8. Sea ®,, = irr(&,,, Q) el n-ésimo polinomio ciclotémico. Sea K/Q una extensién tal que
®,, es irredubible en K[X]. Probar que K[,]/K es normal de grado ¢(n) y que Gal(K[¢,]/K) = U,.

Ejercicio 9. Sean a y b algebraicos sobre K tales que a?,b> € K y a,b,ab ¢ K. Caracterizar
Gal(K|a,b]/K).

Ejercicio 10. Sea E/K una extensién normal tal que Gal(E/K) = Zy @ - -+ ® Zs (n sumandos).
Probar que existen ay,...,a, € E tales que E = K[ay,...,a,] y a? € K Vi.

Ejercicio 11. Consideremos la extensiéon E = Q[&11]/Q.

2
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1. Probar que Q[cos($7)] es la tinica subextensién de grado 5.

2. Probar que hay una tunica subextensién de grado 2. Determinarla.
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Ejercicio 12. Sea E/K una extensiéon normal de grado 15. Probar que E/K tiene solo dos
subextensiones propias. Calcular sus grados y ver que dichas subextensiones son normales.

Ejercicio 13. Sea E/K una extensién normal de grado 45. Probar que si F//K es una subextensién
de grado 3 de E/K, entonces es normal.

Ejercicio 14. Sea p € N primo y sea E/K una extensién normal de grado p™s conn,s € Ny p{s.
Probar que:

1. E/K tiene subextensiones de grado s y todas ellas son isomorfas.

2. Si p > s entonces hay una tnica subextensién de grado s, que ademads, resulta ser normal.

Ejercicio 15. Sea f € Q[X] un polinomio irreducible con exactamente una raiz real y gr(f) > 2.
Sea E el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Probar que Gal(E/K) no es abeliano.

Ejercicio 16. Sea L/K una extensién y sean E/K y F/K dos subextensiones algebraicas. Probar
que EF/K es abeliana si y solo si E/K y F/K son abelianas.

Ejercicio 17. Sea E/K una extensién algebraica. Probar que existe una subextensién L/K
abeliana maximal (es decir, que contiene a todas las subextensiones abelianas). ;Cual es en el caso
en que E es el cuerpo de descomposicién de X4 + 2 sobre Q?

Ejercicio 18. Sea E = C(X) y sean f,g € Gal(E/C) dados por f(X) = X1y g(X) = &, X,
donde &, € C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Probar que:

L fP=g"=idpy fg=9g'f.
2. El subgrupo H generado por f y g es isomorfo a D,,.
3. B =C(X"+ X—m).



