Construcciones con regla y compas

Juan Sabia

1 Introduccion

La idea de esta clase es ver qué construcciones geométricas pueden hacerse con el uso de
una regla no graduada (sin marcas), de un compds, de un ldpiz y una hoja. Esta forma de
construir figuras geométricas la heredamos de los griegos, que relacionaban la geometria
con la perfeccion y la religion. Todos estamos acostumbrados a que en el colegio primario
se ensene a trazar la bisectriz de un angulo, la mediatriz de un segmento y a construir
tridngulos con regla y compés. La pregunta es qué otras construcciones se pueden hacer.

Los griegos ya tenan planteadas tres preguntas (que hoy se consideran clasicas):
e ;Se puede trisecar un angulo usando sélo regla y compés?

e ;Se puede duplicar un cubo usando sélo regla y compas? (es decir, si tenemos un
modelo plano de seis cuadrados para construir un cubo de volumen v, jse puede
construir un modelo plano para construir un cubo de volumen 2v sélo usando regla
y compés?)

e ;Se puede cuadrar un circulo con regla y compdas? (es decir, dado un circulo, jse
puede dibujar un cuadrado de su misma superficie usando sélo regla y compds?)

Otra pregunta que puede formularse es:
e ;Cuales poligonos regulares pueden construirse usando regla y compéas?

Vamos a intentar dar respuesta a algunas de estas preguntas (otras se escapan al contenido
del curso).

2 Reglas y ejemplo

Lo primero que vamos a fijar son las reglas para dibujar con regla y compas. Partimos de
un conjunto dado de puntos en el plano. Las construcciones que pueden hacerse son:

e Se puede dibujar la recta que pasa por dos puntos dados.

e Se puede trazar la circunferencia que tiene centro en un punto dado y cuyo radio sea
la distancia entre dos puntos dados.



e Las intersecciones de rectas o circunferencias que se puedan dibujar se consideran
puntos que pueden usarse para seguir dibujando.

En general, para simplificar la cuestién, vamos a considerar que partimos de sélo dos
puntos. Un punto se dira construible si se puede construir en un nimero finito de pasos
a partir de estos dos puntos.

Ejemplo:

Marcamos primero los dos puntos A y B en el plano:

Podemos trazar la recta que une los dos puntos marcados, o cualquier circunferencia que
tenga por centro uno de los puntos y radio la distancia entre dos puntos marcados. Todas
las construcciones posibles serian:

d

Con nuestra construccién aparecieron cuatro nuevos puntos (C, D, E y F) que podemos
usar para seguir dibujando:
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Por ejemplo, podemos trazar la circunferencia con centro E y radio igual a la distancia
entre A y E, y obtenemos los puntos G y H:

De paso demostramos que algunos poligonos regulares son construibles con regla y compas:
el hexdgono

y el tridangulo

y como sabemos bisecar angulos, podemos construir cualquier poligono regular que tenga
2™.3 lados para n natural.

Hay dos construcciones basicas que sabemos hacer con regla y compds que vamos a usar
vy no vamos a detallar:



e Dados tres puntos A, B, y C, trazar la perpendicular por C a la recta que pasa por
Ay B.

e Dados tres puntos A, B, y C, trazar la paralela por C' a la recta que pasa por A y
B.

Dados A y B, podemos pensarlos como los puntos (0,0) y (1,0) del plano y, por las
construcciones bésicas anteriores, podemos trazar los ejes cartesianos utilizando sélamente
regla y compas.
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3 Coordenadas

La nocién de punto construible ahora significard “construible a partir del (0,0) y del

(1,0)”. Por ejemplo, en la seccién anterior, vimos que los puntos (3, @), (—%, @), (—1,0),
(—%, —@) y (%, —@) (que, junto al (1,0) son los vértices del hexdgono regular inscripto

en la circunferencia de centro (0,0) y radio 1) son construibles.
Lema: Un punto (z,y) es construible si y sélo si los puntos (x,0) e (y,0) son construibles.

Demostracion:

=) Si el punto (z,y) es construible, proyectandolo sobre los ejes, obtenemos (x,0) y (0,y).
Con el compés, a partir del (0,y) construimos el (y,0).

<) Si (x,0) e (y,0) son construibles, utilizando el compas, podemos construir el (0,y).
Trazamos la recta paralela al eje de las abscisas que pasa por (0,y) y la recta paralela al
eje de las ordenadas que pasa por (z,0). El punto de interseccién de estas dos rectas es el

(z,y). O
Esta traduccién a coordenadas puede ayudarnos a hacer algunos dibujos.

Ejemplo: Construccion del pentdgono regular.

Consideremos el pentdgono regular inscripto en la circunferencia de centro (0,0) y ra-
dio 1 con vértice en el (1,0). Las coordenadas del vértice en el primer cuadrante son
(cos %”, sin %’r) Si lo pensamos como nimero complejo, es el nimero £ = cos %” + ¢ sin %”,
que por la férmula de De Moivre, satisface £ = 1 (recordar que De Moivre dice que para



multiplicar complejos deben multiplicarse los médulos y sumarse los argumentos). Por lo
tanto tenemos que € es raiz del polinomio

X-1=(X-DX"+ X+ X2+ X +1)

y como & # 1 resulta que satisface

G+ +8+e+1=0.

Sacando &2 factor comtn, se tiene que
EHe+1+e+e =+ H(E+ET) ~1=0.

Pero 5 5 5 5
1 ™ .. 27 T .. 27 7r
+ = c0S — + ¢ sin — + cos — — ¢8in — = 2cos —,
(E+¢&7) ) ) ) ) )
con lo que 2 cos 2% resulta ser la raiz positiva del polinomio 22 4z — 1, y entonces es igual
g —1+V5
R
Usemos esto para construir el pentdgono regular con regla y compas:
Primero construimos un segmento AC' de longitud v/5 usando Pitagoras, le restamos 1 y

lo ubicamos en el eje de las abscisas (éste resulta el punto E):

Ahora, en dos pasos, dividimos el segmento AE en cuatro partes iguales, y el punto H
que aparece en el segundo dibujo es el (cos %’r, 0):




Ahora que ya tenemos el punto (cos %ﬂ, 0) podemos construir un angulo JAH de medida
%’T que es lo que necesitamos para construir el pentdgono regular (el punto J resulta ser

(cos 2, sin 2F)):

Trasladando la medida del dngulo por la circunferencia obtenemos los puntos J, L, M y
K que con el (1,0) son los vértices de un pentdgono regular.

Como antes, como sabemos bisecar angulos, podemos construir cualquier poligono regular
de 2™.5 lados para cualquier valor natural de n.

Como comentario, se sabe que



2 1 1 1/ 1

cos(—ﬂ) =——4+—VI1T+—\/34 — 2\/17—}-\/17 + 3V17 — \/34 —2V17 — 2\/34 +2V17
17 16 16 16 8

por lo que la construccién del poligono regular de 17 lados queda como inquietud para el

que tenga mucha paciencia (vamos a justificar por qué es posible construirlo un poco més

adelante).

4 De la geometria al algebra

Los problemas planteados por los griegos no tuvieron respuesta por méas de 2000 anos,
hasta que tuvieron una formulacién algebraica.

Definicion: Un numero real se dice construible si es primera o segunda coordenada de
un punto construible a partir del (0,0) y del (1,0).

Ya vimos ejemplos de puntos construibles por lo tanto sus coordenadas son niimeros cons-
1 \/5)

truibles (por ejemplo, 5, %5°). Es facil ver a partir del lema anterior que un niimero x
es construible si y sélo si (z,0) es un punto construible si y sélo si (0,z) es un punto
construible.

La propiedad algebraica importante que cumplen los niimeros construibles es que forman
un cuerpo con las operaciones usuales de los niimeros reales:

Teorema: El conjunto C = {z € R | z es un ndmero construible} es un cuerpo con las
operaciones usuales de los ntiimeros reales. Ademads, si > 0 es construible, entonces /x
también es construible (es decir, C es un cuerpo cerrado para raices cuadradas de elementos
positivos).

Demostraciéon:

Para ver esto basta ver que C es cerrado para la suma y el producto, que es cerrado para
el opuesto aditivo y el inverso multiplicativo, que tiene al 0 y al 1 (ya que las propiedades
conmutativas, asociativas y distributivas se heredan de los nimeros reales).

e C es cerrado para la suma:

Supongamos que x e y estan en C. Esto quiere decir que A = (z,0) B = (y,0)
son construibles. Pero trazando una circunferencia de radio |[AO| con centro en B
tendremos el punto C' = (x+y, 0) sobre el eje de las abscisas (la figura muestra como
hacerlo en el caso en que los dos sean positivos, pero es claro que se puede hacer en
cualquier caso):



e C es cerrado para el opuesto aditivo:

0)0 A o i
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Si A = (z,0) es construible, C' = (—z,0) es construible en un paso usando el compés:

e 0cC:

Trivial ya que el (0,0) es construible.

e C es cerrado para el producto:

x“
Dj | 1‘5

Si z e y son construibles, A = (z,0) y B = (0,y) son construibles. Los ubicamos en
el plano. Unimos el punto B con el (1,0) y trazamos la paralela a esta recta por A
obteniendo el punto C' = (0, z) en el eje de las ordenadas:

0.5

Por semejanza de tridangulos, se tiene que % = Z y por lo tanto, el nimero construible

zes x.y



e C es cerrado para el inverso multiplicativo:

Sea x un numero construible no nulo, y sea A = (z,0). Unimos A con el punto
(0,1) y trazamos la paralela a esta recta por el (1,0). Esta recta corta al eje de las
ordenadas en el punto D = (0, w).

0.5
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De nuevo por semejanza de triangulos, es decir w = x~ " es construible.

e 1c(C:

Trivial ya que el (1,0) es construible.

e C es cerrado para la raiz cuadrada:

Sea z un numero positivo construible. Entonces el punto A = (x,0) es construible.
También por los items anteriores podemos construir B = (z + 1,0) y C' = (’%rl, 0).
Con centro en C trazamos la circunferencia de radio xTH Trazamos la recta per-
pendicular al eje de las abscisas que pasa por el punto E = (1,0) y la interseccién
de esta recta con la circunferencia la llamamos F' = (1, z). La construccién obtenida

es la siguiente:

Usando Pitédgoras tenemos que:

[FE|’ + [EOP? = [FO? [FE]+ |EB|> = [FBJ?



y sumando ambas identidades y volviendo a usar Pitgoras (notar que el angulo OFE
es recto) tenemos que

2|FE|?> +|EO|* + |EB|® = (|[EO| + |EB|)?

con lo que

[FE|* = [EO|.[EB).

Usando que |[EO| =1y que |[EB| = x, tenemos

2?2 = x y por lo tanto z = y/z es un ntimero construible. O]

Observaciones:

e Como 1 es construible y el conjunto de construibles es un cuerpo, cualquier ele-
mento de Q es construible (sumando, restando, multiplicando y dividiendo, que son
operaciones cerradas para los construibles).

e Cualquier raiz cuadrada de un elemento positivo de Q es construible.

e El nimero Cos(%r) antes mencionado es construible, ya que se obtiene a partir de
nimeros racionales y operaciones que son cerradas en C. Por lo tanto, el poligono
regular de 17 lados es construible con regla y compas, y también los de 2".17 lados,

para cualquier n natural.

e Un cuerpo ordenado que cumple que es cerrado para la raiz cuadrada de sus elemen-
tos positivos se llama pitagérico (por el hecho de que, si el cuerpo estd incluido en
R, cualquier tridngulo rectangulo que uno pueda construir con catetos con medidas
en el cuerpo, la longitud de la hipotenusa también estd en el cuerpo). Notar que
@ no es pitagorico pero R y C si lo son. Vamos a ver que estos dos cuerpos son
distintos (una posible demostracién para los que saben algo de cardinalidad se basa
en que C es numerable y R no lo es) con lo cual se prueba que hay nimeros reales
no costruibles con regla y compas.

5 Un poco de teoria de cuerpos

Vamos a aprovechar que el conjunto C es un cuerpo para caracterizar de alguna forma los
numeros construibles. Para eso, vamos a necesitar algunos resultados sobre cuerpos en
general. Todos los cuerpos con los que vamos a trabajar incluyen a Q y estan incluidos en
R. Sus operaciones son la suma y el producto que heredan de los ntimeros reales.

Definicion Si K es un cuerpo, Q C K C Ry a € R, se define el cuerpo generado por «
sobre K y se nota K («a) al conjunto

i@ .
K@= {29 1. g e Kx)g(@) 20}
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Es decir, tomamos todas las fracciones racionales a coeficientes en K y las evaluamos en «
(siempre que el denominador no se anule en «). Este conjunto de nitimeros reales resulta
ser un cuerpo con la suma y el producto usuales de R.

Ejemplo
Supongamos que el cuerpo K es el de los nimeros racionales y o« = /2. Entonces cualquier
elemento de Q(v/2) es un cociente de polinomios a coeficientes en Q evaluado en v/2:

ap + a1v2 + ag(v2)® + - + an(v2)"
bo + 0182 + ba(V2)2 + - - + b (v/2)M

pero teniendo en cuenta que (\/5)2 = 2, podemos reagrupar los términos de potencia par
y de potencia impar y obtenemos que el elemento es de la forma

co+c1v2
do + d1v/2

con ¢y, ¢1, dg y dy racionales. Como el denominador es no nulo, podemos racionalizar y
nos queda que

QV2 = {a+bv2|a, beQ}
(comparar con los anillos que trabajamos en la primera parte del curso).

La notacién K (ag, a1, . . ., o) significard K (ag)(aq)(...)(ay), es decir, al cuerpo K primero
le agregamos ag, al cuerpo obtenido le agregamos «y y asi sucesivamente.

En la situacién que consideramos, si Q C K C F C Ry K y F son cuerpos con las
operaciones que heredan de R, E puede considerarse un espacio vectorial sobre K (tene-
mos la suma de elementos de F, sabemos multiplicar elementos de F por elementos de
K y se cumplen todas las propiedades de espacio vectorial). A la dimensién de E como
K-espacio vectorial la notaremos dimg E para dejar claro sobre que cuerpo la estamos
considerando.

Una propiedad de las dimensiones que vamos a usar es que, en cierto sentido, son multi-
plicativas:

Proposicién 1. Si K C E C F son tres cuerpos cuyas operaciones coinciden (es decir,
K y F heredan sus operaciones de F') y dimg E' y dimpg F son finitas, entonces

dimg F = dimg E.dimg F.

Demostracion: Lo que vamos a hacer es construirnos una base de F' como K-espacio
vectorial a partir de una base de F' como FE-espacio vectorial y de una base de E como
K-espacio vectorial.

Supongamos que By = {f1,..., fn} es una base de F' como FE-espacio vectorial (con lo

cual, dimg F' = n) y que By = {e1,...,en} es una base de E como K-espacio vectorial

(con lo que dimg E = m). Veamos que el conjunto B = {fj.e;} 1<i<n resulta ser una base
1<j<m

11



(es decir, un sistema de generadores linealmente independiente) de F' como K-espacio
vectorial y, como su cardinal es n.m, la proposicién quedaria probada.

Para esto vamos a ver primero que B es un sistema de generadores de F' como K-espacio
vectorial:

Sea f € F. Como Bj es base de F' como F-espacio vectorial, en particular es un sistema de

generadores y, por lo tanto, existen elementos aq,...,a, en E tales que f =aq.f1 + -+
an.fn. Como cada a; estd en E (para 1 < i <n)y By es una base de E' como K-espacio
vectorial (en particular es un sistema de generadores) para cada a;, existen kj1,. .., kin

tales que a; = k;1e1 + - - - + kimem. Por lo tanto

f:Z Zkijej i

i=1 \ j=1

que reagrupando y distribuyendo da

f: Z k:ij.(ej.fi)

1<i<n

1<5<m
con lo que cualquier elemento f € F' se escribe como combinacién lineal de B con coefi-
cientes en K y, por lo tanto B resulta un sistema de generadores de F' como K-espacio
vectorial.

Ahora veamos que B es un conjunto linealmente independiente si tomamos coeficientes en
K:

Supongamos que tenemos una combinacion lineal de los elementos de B igualada a 0, es
decir, Y i<i<n kij.(ej.fi) = 0 con k;j € K. Reordenando los términos y sacando factor
1<i<m

comin, >y oicp, (Xi<jm k:z-j.ej) .fi = 0. Como las sumas entre paréntesis son elementos

en E'y B; es una base de F' como E-espacio vectorial (en particular es un conjunto lineal-
mente independiente), entonces los elementos ;- j<m kij-€; deben dar 0 para cualquier
indice 7. Pero ahora usamos que B> es una base de E' como K-espacio vectorial, y entonces
cualquier combinacién lineal de sus elementos a coeficientes en K igualada a 0 debe tener
coeficientes nulos, con lo que k;; = 0 Vi, j, que es lo que querfamos probar. [

Un ltimo resultado de teoria de cuerpos que vamos a demostrar antes de volver a las
construcciones con regla y compés es el siguiente:

Proposicion 2. Sea K C R un cuerpo y sea o € R un elemento que es raiz de un
polinomio ménico irreducible f sobre K de grado n. Entonces dimg K(a) = n.

Demostracién: Para probar este resultado sobre dimensién vamos a ver que el conjunto
{1,a,a2,...,a" '} es una base de K () como K-espacio vectorial.

Veamos primero que es un sistema de generadores: Si z € K(a), resulta que existen

polinomios g y h en K[X] tales que h(a) #0y z = %.
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Estudiemos un poco lo que pasa con el polinomio h: el médximo comun divisor entre f y
h debe ser un divisor ménico de f, que como es irreducible, sus Unicos divisores moénicos
son 1y f. Si f dividiese a h, h(«) seria 0 (pues f(«) = 0) y esto es un absurdo. Luego el
maximo comun divisor entre f y h es 1.

Usando el algoritmo de Euclides, 1 se escribe como combinacién lineal de f y h, es decir,
existen u,v € K[X] tales que 1 = u(X).f(X) + v(X).h(X). Si evaluamos esta igualdad
en «, tenemos que 1 = v(«).h(a).

Por lo tanto, el elemento z que teniamos cumple

_gl0) _gl@)e)
= )~ hla)ala) 90N,

es decir, es un polinomio a coeficientes en K[X] evaluado en a.
Tomemos ese polinomio y dividdmoslo por f. Obtenemos un cociente ¢ y un resto r, que
es el polinomio nulo o tiene grado menor o igual que n — 1 tales que

(g-0)(X) = f(X).¢(X) + r(X)

y, si evaluamos esta identidad en «, obtenemos que

z=(gv)(a) =r(a) = ap.l + ar.a+as.(a)’ + -+ ap_1.(@)" !

con agp,ai,as...,a, 1 € K con lo que probamos que {1,a,a?,...,a" '} es un conjunto
de generadores de K|[a] como K-espacio vectorial.

Veamos ahora que este conjunto es linealmente independiente: Supongamos que
ag.l+aj.a0 + ag.(a)Q + -+ an_l,(a)nfl =0.

Entonces los polinomios f y p = ag.1 + a1.X + a2.(X)? + - + a,_1.(X)""! tienen a a
como raiz comun y, por lo tanto, « es raiz del méaximo comun divisor entre f y p, que no
puede ser 1. Resulta entonces que este maximo comun divisor es f, con lo cual f divide
a py, por una cuestién de grado, esto sélo puede pasar si p es el polinomio nulo. Esto
demuestra que ag = a; = az = --- = a,_1 = 0 y, entonces, el conjunto {1, a, a?,...,a" "'}
resulta ser lineamente independiente, y por lo tanto, es una base de K|[«] como K-espacio
vectorial, como queriamos demostrar. []

Ejemplo importante: Si tomamos K = Q y o = /2, resulta que « es raiz del polinomio
X3 — 2, que es irreducible en Q[X] por Einsestein. Por lo tanto dimg Q(+/2) = 3.
6 Los cuerpos y las construcciones

El paso fundamental para relacionar el dlgebra con las construcciones con regla y compas
es calcular las posibles dimensiones de los cuerpos que generan los niimeros construibles:

Teorema. Sean (z1,y1), (2,92),...,(Tn,yn) puntos construibles a partir del (0,0) y del
(0,1) y sea (z,y) un punto construible en un paso a partir de ellos. Entonces

dim@(xl,y1,x2,y2,...,:pn,yn) Q(xla Y1, 22,Y2, - - -, T, yn)(m7 y) < 2.
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Demostracién: El punto (z,y) se obtiene a partir de la interseccién de dos rectas, una
recta y una circunferencia o de dos circunferencias construibles a partir de los puntos

dados.

e Inteseccion de dos rectas:

Esto quiere decir que el punto (z,y) es solucién de un sistema de ecuaciones

{@ﬁ — )@ — ) = (y — y;) (@i — z)
(Y — ye)(x — 20) = (y — ye) (T — 24)

pero entonces, resolviendo el sistema mediante despejes, x e y se obtienen sumando,
restando, multiplicando y dividiendo elementos que ya estan en el cuerpo, asi que
ellos ya estan en Q(x1,y1, 22,Y2, ..., Zn, Yn) vy la dimensién que queremos calcular es
1 (recordar que la dimensién de un cuerpo sobre si mismo es 1 pues el conjunto {1}
es una base).

e Interseccién de una recta y de una circunferencia:

Esto quiere decir que el punto (z,y) es solucién de un sistema de ecuaciones

(y—ye)* + (x — ) =12

{<yz- — i) (@ — ) = (y — y;) (@ — ;)

donde 72 es un elemento de Q(z1, y1, 22, Y2, . - ., Tn,Yn) ya que es el cuadrado de la
distancia entre dos puntos (xp, yn) v (g, yx). Despejamos una variable de la ecuacién
de la recta (la que se pueda) y la reemplazamos en la de la circunferencia. Tenemos
entonces que la otra variable satisface un polinomio de grado 2 con coeficientes en
Q(x1,y1,22,Y2, ..., Tn,yn) y la variable despejada esta en el cuerpo generado por la
otra sobre Q(x1,y1,%2,Y2,---,Tn,Yn). Luego, la dimensién que queremos calcular
es, por la Proposicién 2, a lo sumo dos.

e Interseccién de dos circunferencias: reemplazando la ecuacién de una circunferencia
por la resta de las dos ecuaciones, tenemos la ecuacion de una circunferencia y la de
una recta, y entonces este caso se reduce al caso anterior. [

Corolario 1. Sea (x1,y1),(22,Y2),- -, (Zn,yn) es una cadena de puntos construibles a
partir del (0,0) y del (1,0) tales que (z1,y1) se construye en un paso a partir de ellos,
(22, y2) se construye en un paso a partir del (0,0), el (1,0) y el (z1,y1) y asi sucesivamente.
Entonces dimg Q(x1, y1, %2, Y2, ..., Tn,Yn) €s una potencia de 2.

Demostracién. Usando la Proposicién 1 sobre la multiplicatividad de la dimensién,
tenemos que

dlm@ Q(xla Y1,22,Y2, .-y Tn, yn) =
= dimg Q(=1, y1). dimg(z, 4,) Q(@1, y1, 72, y2) - - - AIMQ(2y 121 yn1) QT Y15+ - Ty Yn)
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y por el Teorema, cada uno de estos numeros es 1 6 2, por lo que el producto es una
potencia de 2. [J

Corolario 2. Si z es un nimero construible dimg Q(x) es una potencia de 2.

Demostracién. Si x es un numero construible, (x,0) es un punto construible en un

numero finito de pasos, por lo que existen puntos (z1, y1), (€2,Y2), . - ., (Zn, Yn), todos cons-
truibles en un paso a partir de los anteriores de forma tal que (z,0) se construye en un
paso a partir de ellos. Luego, por el Corolario 1, dimg Q(z1,y1, %2, Y2, - - -, Tn, Yn, ) €s Una

potencia de 2. Ahora bien, usando nuevamente la multiplicatividad de la dimensién

dimg Q(x1, Y1, T2, Y2, - - - » Tn, Yn, T) = dimg Q(x). dimg ) Q(w1, Y1, 72, Y2, - - -, Ty Yn, )

por lo que dimg Q(z) es un divisor de una potencia de 2 y, por lo tanto, es una potencia
de 2. O

7 Algunas respuestas
e Resultado 1. El cubo no puede duplicarse con regla y compas.

Solucién: Si tenemos un cubo cuyos lados miden 1 (el segmento que une el (0,0)
y el (1,0), por ejemplo) y se pudiese duplicar su volumen, podriamos construir un
lado de longitud /2 y, por lo tanto, este niimero serfa construible. Sin embargo, ya
vimos que dimg Q(\‘"’@) = 3 que no es una potencia de 2.

e Resultado 2. No se puede trisecar cualquier &ngulo con regla y compas.

Solucién: Utilizando las formulas del coseno y del seno de la suma, se prueba
facilmente que
cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a).

Reemplazando a = §, tenemos que

T T
4cos?(=) —3cos(=) — = = 0,
(%)~ Beos(3) ~ 5
es decir que el coseno del dngulo de § es raiz del polinomio f(X) = X 3 %X — %.
Este polinomio es irreducible en Q[X] ya que tiene grado 3 y se puede ver que no
tiene raices en Q usando Gauss con el polinomio 8.f. Si el dngulo de § (que ya
construimos cuando dibujamos el hexdgono regular) se pudiese trisecar, podriamos
dibujar el punto (cos(g),sin(g)) y el niimero cos(g) serfa construible, pero como es
raiz de un polinomio irreducible de grado 3, resulta que dimg Q(cos(g)) = 3 que no
es una potencia de 2, lo que es un absurdo. Luego, el 4ngulo § no se puede trisecar.
(Notar que esto implica que no se puede construir un poligono regular de 18 lados

con regla y compas.)
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e Resultado 3. No se puede cuadrar un circulo con regla y compas.

Solucién: Si se pudiese cuadrar un circulo de radio 1, tendriamos que poder cons-
truir un cuadrado con un lado de longitud /7 y, por lo tanto, 7 serfa construible.
Si esto fuese cierto, dimg Q(m) serfa una potencia de 2. Sin embargo, Lindemann
probé en 1882 que dimg Q(7m) = oo o, lo que es lo mismo, que 7 es trascendente
(esta demostracion se escapa al contenido del curso).

e Resultado 4 El heptiagono regular no se puede construir con regla y compas.

Solucién: Vamos a proceder en forma similar a como lo hicimos con el pentagono
regular.

Consideremos el ntimero complejo 7 = cos(%) + isin(2). Por el mismo razona-
miento que hicimos antes, tenemos que

P+t r+1=0.
Sacando 72 factor comtin, tenemos que
0=+ 474147 42473 =(r 4+ 2+ (7 )2 = 2(r 4+ 771 — 1,

pero (T 4+ 771) = 2cos(%) resulta ser raiz del polinomio X3 4+ X2 — 2X — 1, que
es irreducible en Q[X]. Luego, dimg Q(2cos(%)) = 3 que no es una potencia de 2.
Por lo tanto, el niimero 2003(27“) no es construible con regla y compas y, entonces,
cos(%”) tampoco lo es, con lo que el heptdgono regular no es construible.

Comentario: Se sabe que un poligono regular de n lados es construible con regla y compés
si y s6lo si la descomposiciénn en factores primos de n es de la forma n = 27.p; ... p,, donde
j € Ny y cada p; es un primo distinto de la forma 22 4 1 (a estos primos se los llama
primos de Fermat). Una de las implicaciones de este teorema fue probada por Gauss y
la otra fue demostrada por Pierre Wantzel (este tltimo fue el primero en dar una prueba
rigurosa de la imposibilidad de trisecar un éngulo y de duplicar un cubo). La demostracién
de este teorema se escapa a los alcances del curso.

8 Como trisecar un angulo con regla marcada y compas

Suponemos ahora que tenemos un compas y una regla con una medida fija marcada. No
interesa cudnto mide el segmento marcado en la regla, sino que podamos usarlo como radio
de una circunferencia o que podamos hacerlo coincidir con dos puntos. Trisequemos ahora
un angulo cualquiera.

Dado el angulo @, dibujemos una circunferencia con centro en el vértice y radio igual
a la medida en la regla que llamaremos r = |AB].
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Ahora, hacemos pasar la regla por C de forma tal que las marcas a distancia r se ubiquen
una sobre la circunferencia y la otra sobre la recta AB (y asi obtenemos los puntos E y
G, que estan a distancia r).

Unimos los vértices A y E para obtener la figura de analisis.

Notar que los triangulos AEG y FAC son isosceles, ya que cada uno tiene dos lados que

miden 7.
Consideremos ahora la siguiente identidad:
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BAC + CAE + EAG = .
Entonces
BAC + (7 — 2(CEA)) + EAG =«
y luego
BAC — 2(CEA) + EAG = 0.
Pero CEA = 2(@), con lo que

BAC —3EAG =0

lo que demuestra que el angulo EAG es exactamente un tercio del angulo original BAC
(es decir, trisecamos el dngulo original usando compés y una regla con una medida fija
marcada).
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