ALGEBRA 111 Segundo Cuatrimestre 2009

Practica 1

Nota:

En esta practica anillo significa anillo conmutativo con unidad 1 # 0.

1. Sea A un anillo. Probar que:

b

(c
(d

(a)
(b)
)
)

A tiene ideales maximales y todo ideal propio I estd contenido en un ideal maximal.
P es un ideal primo si, y sélo si, A/P es dominio integro
A es un cuerpo si, y sélo si, tiene exactamente dos ideales.

M es un ideal maximal si, y sélo si, A/ M es un cuerpo.

2. Probar que:

(a)
(b)

Si K es un cuerpoy f: K — B es un morfismo de anillos, entonces f es inyectivo.

Si A es un anillo tal que todo morfismo de anillos f : A — B es inyectivo, entonces A es un
cuerpo.

3. Si D es un dominio integro finito, entonces es un cuerpo.

4. Sea b e Cysea Qb = {> " ab’ a; €Q, neNoh
Probar que Q[v2], Q[v/3], Q[i], Q[v/2] son cuerpos.

5. Sea K un cuerpo y sea f € K[X].

Probar que (f) es un ideal maximal si, y sélo si, f es irreducible. Deducir que K[X]/(f) es
un cuerpo si y sélo si f es irreducible.

Sea f irreducible y sea Ky = {>_, , ¢ a;z', a; € K}. Probar que a K se le puede dar una
estructura de cuerpo, que depende de f y que, con esa estructura, es isomorfo a K[X]/(f).

Construir un cuerpo de 9 elementos.
Probar que R[X]/(X? +1) ~ C.

Si f(X) = [[}{21(X — @) con o; € K todos distintos, se define g; := [];,;(X —a;); 1 <
i < n. Probar que {gi,...,gn} es una base de K[X]/(f) como K-espacio vectorial y, si
h € K[X], determinar las coordenadas en esta base de h € K[X]/(f).

6. Caracterizar los siguientes conjuntos:

(a)
(b)
()

{f:C —= R, f morfismo de cuerpos }.
{f:Q —TF,, f morfismo de cuerpos }.
{f:Q — K, f morfismo de cuerpos }, K un cuerpo.



10.

11.

12.

13.

(d) {f:Q(i) — Q(i), f morfismo de cuerpos }.

(e) {f:Q(v2) — Q(v/3), f morfismo de cuerpos }.

() {f:Q(v/2) — Q(¥/2), f morfismo de cuerpos }.

(g) {f:C—C, f morfismo de cuerpos tal que f(a) =a, Ya € R }.
(h) {f:R — R, f morfismo de cuerpos }.

Sea D un dominio integro y sea K su cuerpo de cocientes. Probar que f : D — K definida por

f(a) = ¢ es monomorfismo de anillos.

Deducir la equivalencia de las siguientes afirmaciones para un anillo A:

(a) A es un dominio integro.

(b) Existe f: A — K monomorfismo de anillos para algin cuerpo K.

. Caracterizar el cuerpo de cocientes de los siguientes dominios de integridad:

Z; 7[i]; Z[v2]; A[X] (A dominio integro); K (K cuerpo).

Sea p un numero primo, y sea ® : Z[X] — I, [X] definida por:
S(an X"+ 4ap) =a, X"+ +ap

donde a; es el resto de a; médulo p.

(a) Probar que ® es un morfismo de anillos.

(b) Sea f € Z[X] ®(f) # 0y gr ®(f) = grf. Probar que si ®(f) es irreducible en F,[X],
entonces f no se factoriza en Z[X] como producto de polinomios de grado positivo.

Teorema de Gauss.

Sea A un DFU y sea K su cuerpo de cocientes. Sea f = > I ja; X" € A[X] con anag # 0.
Demostrar que si g es raiz de f con p,q € A coprimos, entonces p | ag y ¢ | an.

Sea A un DFU y sea K su cuerpo de cocientes. Si f € A[X] es ménico, entonces todo factor
monico de f en K[X], estd en A[X].
Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein.

Sea A un DFU y sea K su cuerpo de cocientes. Sea f = a, X" + ap_1 X" '+ - 4 ag € A[X]
con n > 0. Probar que si existe un primo p € A que verifica que ptan, pla; (0<i<n-—1)y
p? | ag, entonces f es irreducible en K[X].

Sea 1 un endomorfismo de K[X] y sea f € K[X].

(a) Si ¢ es un automorfismo, entonces f es irreducible si, y sélo si, ¥(f) lo es.

(b) Si v = id, entonces ¥(f)(X) = F(¥(X)).
(¢) En la situacién de (b), ¥ es un automorfismo si, y sélo si, (X) = aX + b, con a,b € K,

a # 0.
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Sea p € Z primo. Probar que:

X+1)p—1 "
(a) (X +1)P —1 es divisible por X y X+1p-1 + Z ( >Xp1k es irreducible en Q[X].
=0

(b) 1+ X + X2+ ...+ XP~! es irreducible en Q[X].
(c) X™ — p es irreducible en Q[X] Vn € N.

Mostrar que X* — X2 + 1 es irreducible en Q[X] y factorizar X5 4+ X4 4+ X2 + X + 2 en Q[X].
Analizar la reducibilidad de los siguientes polinomios en Q[X]|

(a) X5+9X3+15X2 —12

(b) X5 +6X1+5X2—-2X+9

() X1+ X3+1, X°+X3+1
Sea K un cuerpo. Sea f € K[X] y sea a una raiz de f en K. Probar que:

(a) a es raiz multiple de f si, y sélo si, es raiz de su derivado.

(b) Si K es de caracteristica cero, entonces W € K[X] tiene las mismas raices que f, pero
son todas simples.

(c) Si f € Q[X] es irreducible, entonces no tiene raices multiples en C.

Probar que ) ", Xty Yoo Z.! no tienen raices multiples en C, para todo n € N.
Determinar todos los polinomios irreducibles en Zy[X] de grado menor o igual que 5.

Sea K un cuerpo finito de ¢ elementos. ;cuantos polinomios irreducibles moénicos de grado 2 hay
en K[X]? ;Y de grado 37

Sea f =aX?+bX +c=a(X —a)(X — ) € C[X] con a # 0.

Verificar que el Discriminante A := b*> — 4ac también es igual a a?(a — 3)? y reencontrar “f tiene
una raiz doble & A =07.

Sea f= X3+ pX +q= (X —a)(X - B)(X —~) € ClX].

Se define el Discriminante de f como A(f) = (o — 8)?(a — v)?(8 — v)2. Se verifica que A(f) =
0 < f tiene una raiz multiple.

Verificar que A(f) = —4p® — 27¢>. (Observar que A(f) es simétrico en las raices y, por lo tanto,
es un polinomio en los coeficientes de f).

Nota: Sea f =ap, X"+ -+ a9 =an(X —a1)...(X —ayp) € C[X], con a, # 0,n > 2.

Se define el Discriminante de f como:

2n2
H o — aj)?

1<j



