ALGEBRA 111 Segundo Cuatrimestre 2009

Practica 4 - Segunda Parte

1. Sean K un cuerpo finito de ¢ = p" elementos y f € K[X] irreducible.

(a) Probar que si C' es una clausura algebraica de K, entonces toda raiz de f en C es simple.

(b) Probar que si a € C es raiz de f, entonces a? también es raiz de f. Probar que el conjunto
de raices de f en C es _
{a? 1 0<i<ml)

2. Sea K un cuerpo finito de p™ elementos.

(a) Sir es coprimo con p™ — 1, entonces todo elemento de K es una potencia r-ésima.

(b) Sir|(p™ —1), entonces o € K es una potencia r-ésima si y sélo si

p—1

a » =1.

Sugerencia: Recordar que K* es ciclico.
3. Sea K un cuerpo de ¢ elementos.

(a) Sea f € K[X] irreducible. Probar que f divide a X9" — X sii gr(f) divide a n.

(b) Probar que X" — X = [14,(IT fa), donde el producto de adentro recorre todos los poli-
nomios irreducibles ménicos de grado d en K[X].

(c) Deducir que ¢" =3, d.u(d), donde u(d) es la cantidad de polinomios irreducibles ménicos
de grado d en K[X].

(d) Calcular u(d) para el caso en que d es una potencia de un primo.
(e) Calcular la cantidad de polinomios de grado 3 y 4 mdnicos e irreducibles que hay en un

cuerpo de 2!? y en uno de 3'? elementos.

4. Sea f € Fy[X] irreducible de grado n y sea k € N. Probar que f se factoriza en F«[X] como

producto de polinomios irreducibles de grado %, donde d = mcd(n, k). Deducir que f sigue

siendo irreducible en F x[X] si y sdlo si n y k son coprimos.
5. Sea p € N primo. Probar que para todo a € F};, el polinomio X? — X +a es irreducible en F, [X].

6. Hallar elementos primitivos de E/Q, donde E es cuerpo de descomposicién del polinomio:

(a) X3 -2
(b) (X?—3)(X*-2)
(c) X*—2

)



10.

Hallar un elemento primitivo de E/F3, donde E es un cuerpo de 8 elementos.
Sea K un cuerpo de caracteristica p y sean u y v indeterminadas.

(a) Probar que K (u,v) tiene grado p? sobre K (uP, vP).

(b) Probar que existen infinitas extensiones entre K (u,v) y K (uP,oP).

Sea E una extension finita de un cuerpo K de caracteristica p y sea p" = [E : K|;. Sea
k =min{i : Yo € E,o" € E}.
Probar que si k = r entonces F/K es mondgena.

Sea C' una clausura algebraica de [F), y sea ¢ un primo distinto de p. Sea L la unién de todas las
subextensiones K de C/F, cuyo grado sobre I}, es una potencia de ¢g. Probar que [L : F,] = oo
y que toda subextensién propia de L/F, es mondgena.



