Algebra Lineal
PRIMER CUATRIMESTRE 2002
PrACTICA 4
Espacio DuaL

(1) Sea S C (R3)* el subespacio S = {p € (R*)* / (1, —1,2) = 0}. Encontrar una base de S.
(2) Dada la base B del R-espacio vectorial V, hallar su base dual en cada uno de los siguientes casos
(a) V= R? , B={(1,-1),(2,0)}
(b) V=R?*, B={(1,-1,0),(0,1,0),(0,0,1)}
() V=RylX], B={-X+2,X-1,X?-3.X+2,X%-3X?+2X}
(3) Sea B’ = {¢1, p2,¢3} la base de (R®)* definida por
<P1($1,$2,$3):€E1+$2 <,02($1,$2,$3):$1+$3 4,03($1,$2,$3):$2+$3
Hallar la base B de R? tal que B’ = B*

(4) Sean f1, foy f3 € (Res3[X])* las siguientes formas lineales
0

L) = / p@)dr  falp) = / p)de  fs(p) = / pla) dx

—1

Probar que {f1, f2, f3} es una base de (R3[X])*. Hallar una base B de R.3[X] tal que B* = {f, f2, f3}

(5) Sea ¢ € (R3)* definida por ¢(x1,z2,73) = 2.21 + 3.23 — 23 y sea E* = {81,82,03} C (R?)* la base dual de
la canoénica.
(a) Calcular las coordenadas de ¢ en E*
(b) Calcular las coordenadas de ¢ en la base B* = {d; + 02 + 93,01 + d2,01}
(c) Sea S C R? el subespacio S = {(x1,22,73)/2.21 + 3.2 — 23 = 0} y sea B C R3 la base

B ={(0,0,1), (0,1, 1), (1, ~1,0)}

Encontrar una ecuacién para S en la base B.
(Sugerencia: notar que B* es la base dual de B y no hacer ninguna cuenta)

(6) Sea B C R? la base B = {(1,1),(1,—1)}. Encontrar las coordenadas de la base dual de B en la base dual

de la canédnica.
(7) Sean By = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y By = {(1,1,-1),(1,—1,1),(—1,1,1)} bases de R3. Si ¢ € (R3)*

tiene coordenadas (1, —3,2) respecto de B7, calcular sus coordenadas respecto de Bj.
(8) Hallar una base de S° C V* en los siguientes casos:

(a) V=R3y S=<(1,-1,2),(2,1,3),(1,5,0) >

(b) V=Rty S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >

=0
(c) V:R3yS:{(x1,x2,x3)/ {xl+x3 }

2.x1 —x9+x3=0

1 —2ro+x3+x4=0
(d)V:R4yS:{(m1,m2,x3,x4)/ 2.1 +x0 —2.23+3.24=0 }
41 —x9+524=0

2 =2

(9) Sea B = 11

€ R?*Z y sea W = {A € R**2/A.B = 0}.

Sea f € W° tal que f ((1) 8) =0y f (8 (1)> = 3. Calcular f(B).

(10) Para los siguientes subespacios S y T de V, determinar una base de (S + T)° y una base de (SNT)°
(a) V=R*Y S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >, T =< (2,-4,8,0),(—1,1,2,3) >

x1—$3:0

(b) V=R, S = {(@1,23,25,20) / poT=<13,1)>

T1+ax94+24=0

r1 —2.29+2x3=0
V - Rg, S - b ) )
(c) {(xl T223) [ 30 o —0 }

T = {($17I27I3,$4)/2.1’1 — T2 = O}
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(11)

(12)

(13)

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean S y T' subespacios tales que V =S & T. Probar
que V* =5°a@T°.
Sea V' un Z,-espacio vectorial de dimensién n (p es un primo, luego Z, es un cuerpo). Probar que
#{S C V subespacio /dim (S) = 1} = #{5 C V subespacio /dim (S) =n — 1}
Calcular dicho ntimero.

Sea tr : K"*"™ — K la forma lineal traza y dado a € K"*" se define f, : K"*" — K como f,(z) = tr(a.z).
(a) Probar que f, € (K"*")* Va € K"*"

(b) Probar que fy(z) =0 Vo e K™ = qa=0

(c) Se define v : K"*™ — (K"*™)* como vy(a) = f, Probar que v es un isomorfismo.

(d) Sea f:R**2 — R definida por

a a
f H 12 = 3.(111 - 2.&12 + 5.&22
az1 Q22

Encontrar una matriz a € R?*? / y(a) = f.
Sea ¢ € (K™*™)* tal que p(a.b) = p(b.a) ¥V a, b € K**™. Probar que
JaeK/p=a.tr
Deducir que si p(a.b) = ¢(b.a) YV a, b € K*™*" y ¢o(I,) = n entonces ¢ = tr.

Sean ag,...,on, € K, # o si i # j. Para cada i, 0 < i < n se define €., : Kcpp1[X] — K como
€a, (P) = Play)

(a) Probar que B’ = {€qn,, -, €a,, | €8 una base de (Kp41[X])*

(b) Sea B ={P,..., P,} la base de K., 11[X] tal que B* = B’. Probar que el polinomio

P = i Bi-P;
i=0

es el tnico polinomio en K[X] de grado menor o igual que n tal que, Vi, 0 < i <n, Pla;) = S;.
Este polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.
(¢) Probar que existen ntimeros reales ag, . .., a, tales que, para todo P € Rep,1[X],

1 n
/ P(x)dz = Zai.P(ai).
0 i=0

Hallar ag,a1 y as enel casoen quen =2, ag =1, a; = % y ag = 0.
Sean V. =R%?y W = R? y sea f(z1,22) = (2.71 — x2,3w1,21 — 2.22). Si By = {(1,2),(1,3)} y By =
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, calcular || f*|

Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, sea T : V' — V lineal y sea ¢ € K. Supongamos que
existe v € V no nulo tal que T'(v) = cv. Probar que existe f € V* no nula tal que T*(f) = cf.

B3 By~

Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y L : V' — V** el isomorfismo natural que identifica a V'
con su doble dual. Sea S un subconjunto de V' y sea S°° = (5°)° C V**. ;Qué relacién hay entre L(S) y
S5°°7

Sea S un conjunto y sea K el K-espacio vectorial de las funciones de S en K con las operaciones naturales.
Sea W un subespacio de dimension n de K®. Demostrar que existen puntos zi,...,z, en S y funciones
fi,.., foen W tal que fi(z;) = ;5.



