Algebra Lineal
PRIMER CUATRIMESTRE 2003
PrAcTICA 1
ESPACIOS VECTORIALES

Advertencia: En esta préactica los espacios vectoriales seran sobre Q, R o C. Se sugiere, en cada ejercicio,
pensar qué propiedades de estos cuerpos se usan.

(1) Probar las siguientes identidades (V' es un espacio vectorial, v,w € V)

(a) 2v=v+v

(b) Ov=0

(¢) A0=0

(d) (=Dv=-v

(&) (=N)v = (W)

(f) VneN,nv=v+v+---+v

(g) YA#£0, Vo eV, 3w €V tal que A\w = v. En particular, si n € N, Jw tal que nw = v (Sutileza: jse
usa que n es inversible!)

(h) v=0=A=06v=0.

(2) Sean v = (2,0),w = (—1,v/3) € R?, dibujar v, w, v + w, —v, —w, —v — w. Agregarle al dibujo los puntos
de la forma = + y, donde x e y recorren cada uno de los puntos anteriores.

(3) Para v, w € R? vectores cualesquiera tales que no sea uno un miltiplo del otro, dibujar
(a) {dw | XeR}
(b) Ao | A= 0}
(¢) {A ]| x>0}
(d) {w|o<A<1}
(e) {Mw]|1<A<3}
(£) {dv+pw | A peR}
(8) {A+pw|A>0, p<0}
(h) {w+w ]| XeR}
i) {Av—w)+w|XeR}
() Mw—v)+v | reR)
k) {Mw+pw | X+p=1}
) {dw+pw | A+p=1, A>0}

(m) Ao+ pw [ A+p=1, A>0, u> 0}
(4) Probar que si vy,...,v, € V, son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) BExisten escalares Aq,..., A, € K, no todos nulos, tales que » ., A;v; =0,

Exi 1 A An €K d 1 1 A 0

(b) Existe i y escalares A1,..., Ai—1,Ait1,..., A, tales que v; = Zj# Ajv;.

(c) Existe i tal que {3, Aju; | Aj € K} = {37, \jv; | A; € K}
(5) Para v,w,x € R3 vectores cualesquiera tales que no sea uno un miltiplo del otro, imaginar

(a) Los conjuntos definidos igual que en el ejercicio 3 (ahora son subconjuntos de R?).

(b) {Aw+pw+vz | A\, u,v € R} (Sugerencia: distinguir dos casos. En el primero, uno de los tres vectores
es combinacién lineal de los otros dos. En el segundo, no.)

() {w+pw+ve | A+p=1}

(d) {Mv—2z)+plw—z)+z]|\peR}
Yy {w+pw+ve | A+p+v=1}

)

fy {w+pw+ve | A+p+v=1,A>0,u>0,v>0}
1
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(6) Probar que los siguientes conjuntos son espacios vectoriales. En los casos en que no se aclara, las operaciones
son las obvias.

(&) {(z.y) €eK? [ 2 =y},
(b) {(z,y) €K? | = — 2y =0},
(c) {(z,y,2) € K3| x+ 3y — 272z = 0},

o fa=(1 ) exia(1 3)-o}

el conjunto de matrices triangulares superiores de n x n, {A = (a;;) € K"*" | a;; =0 Vi > j}

el conjunto de matrices diagonales de n x n, {4 = (a;;) € K"*" | a;; =0 Vi # j}

)

)

) el conjunto de matrices simétricas de n x n, {A = (a;;) € K"*" | a;; = aj; Vi, j}

) el conjunto de matrices antisimétricas de n x n, {A = (a;;) € K™*" | a;; = —aj; Vi,5},
)

Ry X R X (=7/2,7/2), con la suma definida por

(z1,22,23) + (Y1,¥2,¥3) = (z1y1, y/23 + 3, arctan(tan(zs) 4 tan(ys))

y el producto por escalares (los reales) por

M1, g, 23) = (2}, VAzy, arctan(tan(zs))).

(7) Decidir cudles de los siguientes son espacios vectoriales
(a) CJ[0,1], las funciones continuas en el intervalo [0, 1].

(b) C1(0,1), las funciones diferenciables en el intervalo (0, 1).

(¢) €*=(0,1), las funciones infinitamente diferenciables en el intervalo (0, 1).

(d) las funciones en C*°(0, 1) que son solucién de la ecuacién diferencial 3f” — 2f' + f = 0.

(e) las funciones en C*°(0, 1) que son solucién de la ecuacién diferencial f - f' = 0.

(f) K[z], los polinomios con coeficientes en K.

(g) Kcplx], los polinomios de grado < n con coeficientes en K (Obs: el polinomio 0 tendra para nosotros

grado —oo, que es menor que cualquier natural).
(h) los polinomios de grado > n y el 0.
(i) los polinomios tales que todos sus términos no nulos son de grado > n.

b
d

b
d

{(z,y,2) e K® | 3z + 2y — 2 = 2}.

(j) las matrices ( CCL > € K?*? de determinante 0 (el determinante de (

o

b
d ) es ad — be).

(k) las matrices ( (z ) € K2*2 de traza 0 (la traza de ( CCL Z ) es a+d).

{(an)nen | an € R Vn}, esto es, las sucesiones de nimeros reales.

{(an)nen | an € R ¥n, y lim, o a, = 0}, esto es, las sucesiones que convergen a cero.
(an)nen | an € R Vn, y existe el limitelim,, o, a, }, esto es, las sucesiones convergentes.

{
{
Diffcil: {(an)nen | an € RVn, y D07 a2 < oo}, esto es, las sucesiones de cuadrado sumable.

Gn)nenN | an ER Vn, y 22021 lan| < oo}, esto es, las sucesiones de médulo sumable.

(8) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones sobre R. ;Qué cambia si se los resuelve sobre Q 6 C?

T+ 9 — 223 + T4 =0 T +x94+2x3—204+25 =1
(a) 3wy —2w5+23+524 =0 (¢) 21 —3xa+a3+24+25 =0

T1 — To + X3+ 224 =0 3x1 — bxo + 33 + 3x5 =0

T, 4+ To — 23 + 24 =-2 T, 4+ To + T3+ T4 =2

(b) 3r1 — 229 + 23+ 54 =3 (d) T, + 3x9 +2x3 +4x4 =0
1 — Ty + x3 + 214 =2 201 4+ x3 — T4 =
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(9)

(10)

(13)

(14)

(15)

Resolver los siguientes sistemas sobre R y comparar los conjuntos de soluciones. Interpretar geométrica-
mente.

(a) (b) (c)
{x+2y—3z =4 r+2y—3z =4 r+2y—3z =4
{x+3y+z =11 T+ 3y+z =11
204+ 5y —4z =13

Resolver, sobre R, los siguientes sistemas no homogéneos. Considerar en cada uno de ellos el sistema
homogéneo asociado (A -z = 0).

$1—£L’2+1’3 =2 Tr1 — Ty — I3 =2
(a) { —xy + 215 +23 =-1 (¢) €221 +x9—223 =1

—x1 +4x0+ 53 =1 Ty + 4o + T3 =1

1 — T + T3 =1 T — To — T3 =«
(b) —x1 + 2%2 + x3 =1 (d) 21’1 + xo — 2%3 = ﬁ

—x1 +4x0+ 53 =4 r1+4xs+x3 =7

(a, 8,7 €R)

Determinar los vectores (ay, ao,a3) € K? tales que el sistema admite solucién

201 — X9+ 13 =0
311 + 22 +4x3 = o
—x1 + 3z + 223 = ag.

Observar que el conjunto de estos vectores es un subespacio. Encontrar un sistema de generadores de este
subespacio.

Versién general del ejercicio anterior). Sea (a;;) € K™*™ una matriz. Sea S C K" el conjunto de los
J
(a1, ..., ) tales que el sistema de ecuaciones

Zaijxj = Oy Vi = 1,...,’/7,
J
admite solucién. Probar que S es un subespacio. Encontrar un sistema de generadores de S en términos
de la matriz (a;;).

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones en términos de s, t.

(5—t)xy — 229 — x5 =1 tr+y+z=1
(a) ¢ =221+ (2 —t)wy — 223 =2 (b) Cxt+ty+z=t
-1 =2z + (5—t)zg =s z+y+tz =1t

Determinar todos los £ € R para que cada uno de los siguientes sistemas tenga solucién tinica. Para los
casos en los que tiene mas soluciones, resolver el sistema.

l‘1+kl‘2+1‘320 l’1+(]€71)172:0
(a) ¢ 2x1+23=0 (b) 21+ Bk —4)x2+kws =0
2x1 + kxo + kxs =0 .%‘1+(/€—1)$2+§1‘3:0

Resolver el siguiente sistema en C?

{(1 — i)z — 2

201+ (1—d)zg =0

(16) Resolver en C? el sistema A -z = 0 donde

A=11 -2 1
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(17)

(18)

(19)

(24)

(25)

Encontrar un sistema a coeficientes reales cuya solucién general sea:

(1,1,0) + A(1,2,1) A€R.

Sea A € Km*" b e Km™*1,
(a) Siel sistema A-x = 0 tiene solucién tinica, probar que el sistema A-z = b tiene a lo sumo una solucién.
Dar ejemplos de los distintos casos que se puedan presentar.

(b) ¢Vale la reciproca del punto anterior?

Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, ve, v3 € V. Probar que si v; + 3vs —v3 = 0 = 207 — vy — v3
entonces < v1, Vg, V3 >=< U3 >

Sea S =< (1,-1,2,1),(3,1,0,—1), (1,1, ~1,~1) >C R%,
(a) Determinar si (2,1,3,5) € S.

(b) Determinar si {z € R* | 21 — 29 —23 =0} C S.

(c) Determinar si S C {zx € R* | 21 — 22 — 23 = 0}.

Es cierto que el conjunto {A = (a,;) € C"*" | a;; = @;;} de matrices hermitianas de n x n es un C-espacio
vectorial? (Def: a;; = @;;). (Y un R-espacio vectorial?.

Decidir si los siguientes son conjuntos linealmente independientes o no.

(a) {(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5)}.

{1, 7} (aquies V =Ry K= Q) (hecho: 7 ¢ Q).
f) Observacién-Hecho: {7™ | n € Ny} es un conjunto linealmente independiente sobre Q.
{(1L,1,1), (1a,a?), (1,4, 5%)} (va a depender de a y ).

(i) V =R3, el conjunto son los 3 vértices # 0 de un tetrahedro regular que tiene un vértice en 0.

Extraer, de los siguientes conjuntos, subconjuntos l.i. Entre la posibilidad de tirar dos vectores, elegir
siempre el que aparece después en la lista. En los casos en los que el conjunto resultante no genere todo el
espacio, completarlo a una base.

(a) {(1,0,0), (1,1,2), (1,3,0), (1,0,—2)}.

(b) {(1,1,2), (1,3,0), (1,0,—2), (1,0,0)}.

(¢) {(1,0,0,0), (2,0,0,0), (3,0,0,0), (1,0,1,2), (4,0,2,4), (0,0,1,7)}.
(d) {(1,0,1,-1), (1,2,1,0), (1,4,2,1), (0,1,2,3), (2,7,5,4), (-1,7,2,7)}.
(&) V =Kalal, {3z~ Dz ~2), ~(@— 1)z -3), bz -2z 3)}.

Sean v1,...,v, € R™ Probar que {vi,...,v,} es linealmente independiente sobre R < {vy,...,v,} es
linealmente independiente sobre C.

Sea V un K-espacio vectorial. Probar

(a) {v1,..., 0., 05, ..., 00 CVees Ll & {v1,...,05,...,04,...,0,} C Vesli.

(b) Ae K, AM#0, {v1,...,v5...,0,} STV eesli. & {v1,..., v;,...,0,} TV esli

() AeK, {vi,...,vi,...,05,...,00} SV esli. & {v1,...,v; + Avj,...,v5,...,v,} C Vesli.

Notar que 25a, 25b, 25¢ justifican el “método de triangulaciéon” para analizar la dependencia o indepen-
dencia lineal de vectores en K.

Sea V' un espacio vectorial finitamente generado (Definicién: tiene (al menos) un conjunto de generadores
que es finito). Probar que V tiene una base. Més dificil: probar que dos bases tienen la misma cantidad
de generadores.

Calcular la dimensién y encontrar bases de los siguientes espacios vectoriales en los casos de dimensién
finita.
(a) K™
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b

—~

M, (K), las matrices de n x n.
c
d

—~

el conjunto de matrices triangulares superiores en M, (K) (Def: a;; = 0si ¢ > j).

—~

el conjunto de matrices estrictamente triangulares superiores en M, (K) (Def: a;; =0 sii > j).
e

f

)

)

)

) el conjunto de matrices simétricas en M, (K).

)
g) C visto como R-espacio vectorial.

)

)

)

)

)

—_

el conjunto de matrices antisimétricas en M, (K).

h

(i) R visto como Q-espacio vectorial.

C™ visto como R-espacio vectorial.

o~

(k) {p € Renlz] | p(1) = p(2) = 0}.
(1) {p e Renlz] | p(1) =p'(2) =p"(3) = 0}.
(28) Sea {v1,...,v,} un conjunto de vectores en R". Si v; = (a;1, a2, ..., ain) y los a;; verifican que
o a;; <0sii#j,
o >0 aij >0,
probar que estamos en presencia de una base de R".
(29) (a) Sea B = {fo, f1,f2,--+, fn,...} donde cada f; es un polinomio de grado exactamente i. Probar que B
es una base de K|x].
(b) ;Es {(1,0,0,0,0,...), (0,1,0,0,0,...), (0,0,1,0,0,...), (0,0,0,1,0,...),...} una base de KN?

(30) (a) Caracterizar geométricamente todos los subespacios de R? y R3.

(b) Encontrar un subconjunto no vacio de R que sea cerrado para la suma y para la resta pero no para la
multiplicacion de escalares.

(c) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la multiplicacién por escalares pero no
para la suma.

(31) Mirar nuevamente el ejercicio 7 y determinar, entre los que sean espacios vectoriales, cuéles son subespacios
de cuéles.

(32) Calcular una base de la suma de los siguientes subespacios y especificar si estdn en suma directa o no.
(a) Wh =< (1,2,1) >, Wa ={z e R® | 2+ 2y + 2 = 0}.
(b) W1 =< (1,2,1) >, Wo =< (1,1,1) >.
() Wi={2eR3 |24+2y+2=0}, Wa={2 eR® | x+y+ 2 =0}
)

(d) V = K"*™ Wj el subespacio de las matrices triangulares superiores, y W5 el de las triangulares
inferiores.

(e) V = K™= Wj el subespacio de las matrices triangulares superiores, y Wy el de las estrictamente
triangulares inferiores.

(f) V. =K"*" W; el subespacio de las matrices simétricas, y Wa el de las antisimétricas.

(33) Hallar todos los b € R para los cuales el R-espacio vectorial de soluciones del sistema:

3x1 4 (b — 6)xzo + Sbxg =0
1+ (b — 2).%‘2 + (b2 + 4())333 =0
T, — 2xo + bas =0

(a) tenga dimensién 1.
(b) tenga dimensién 2.
(34) Probar que la unién de dos subespacios es un subespacio si y solo si uno de ellos estd incluido en el otro.

(35) Sean S y T los subespacios de R* S =< (1,2,1,0),(2,1,0,1) > y T = {z € R* | 21 — 325 — 223 = 0}.
Hallar un subespacio U de R* tal que dimU =2y SNT c U C T.

(36) Asignar un valor de verdad a las siguientes afirmaciones
(a) <v,w>=<v,w >=w=w.
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(b) S+ T =S4T =T=T (aqui S,T,T’ son subespacios de V).
(¢) S+T=5S+T =dimT =dim7".
(37) Para cada subespacio S dado hallar un subespacio T C V tal que S@ T =V (en este caso T se dice un

complemento de S con respecto a V')
(a) S =<(1,2,-1,3), (2,3,-2,1), (0,1,0,7) >, V =R%

(b) S ={AeR™" | tr(A) =0}, V =R"*",
() S =<3,1+X2> V=RyX].

(38) Se considera el Q-espacio vectorial V C R generado por los vectores {1, v/2, v/3, v/6}.
(a) Sea ¢ = /2 + /3. Probar que V =< 1,1, 12,93 >.

(b) Utilizando un argumento de dimensién probar que existe un polinomio f € Q[X] con gr(f) < 4 que
se anula en 1. Hallar un tal f.

(c¢) Calcular dimg V.
(39) Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar
(a) S, T subespacios de R3, dimS =dim7 =2 = Jv #0 tal quev € SNT.
(b) S, T, W subespacios de R! dim S = dim7T = dimW =4 = dim(SNTNW) > 1

(40) Sean S, T,U subespacios de un K-espacio vectorial V' tales que

e SNT=5NU,

e S+T=85+U,

e T'CU.

Probar que T =U.

(41) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y T un hiperplano de V' (es decir, un subespacio de dimensién
n—1)
(a) Probar que Vo ¢ T, T+ < v >=V y estdn en suma directa.
(b) Si S es un subespacio de V tal que S ¢ T, probar que S+ T = V. Calcular dim(SNT).
(c) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S N T).
(42) Dado un espacio V y un subespacio W, se denomina codimension de W en V a la dimensién de un
complemento.
(a) Probar que si un complemento tiene dimensién finita, entonces todos los complementos tienen la
misma dimensién. Esto dice que la definicién anterior es razonable. (Obs: si no hay complemento
de dimensién finita, también se puede probar que todos los complementos tienen la misma dimension.

Esto sin embargo es més dificil; es similar a la demostracién de que dos bases de un espacio vectorial
tienen el mismo cardinal.)

(b) Calcular la codimensién de un hiperplano en un espacio de dimensién finita.

(c) Calcular la codimensién de {f € R[z] | f(0) =0} en R[z].

(d) Calcular la codimensién de {f € Rlz] | f(0) = f(1) = f(2) =0} en R[z].
(43) Sea S = {(un)nen € RY | Upyo = tpy1 +u, Vn € N}

(a) Probar que S es un subespacio de RY. Calcular su dimensién.

(b) Encontrar una base de S formada por sucesiones (u,)nen que, Vn € N, verifiquen u,, = u"~! para
algin u € R.

(c¢) Usando (b), encontrar una férmula para el término general de la sucesién de Fibonacci:

Fl=F=1,
Fn,+2:Fn+1+Fn Vnzl



