Algebra Lineal
PRIMER CUATRIMESTRE 2003
PrACTICA 2
MATRICES, TRANSFORMACIONES LINEALES Y VARIEDADES LINEALES

(1) Probar que los siguientes conjuntos son subespacios de K"*™ y calcular su dimensién.
S1={AeK"™" /A= A'} (matrices simétricas)

)
Sy ={A e K" /A = —A'} (matrices antisimétricas
) S2=A{ /
) Ss={A € K"™"/a;; =0sii>j} (matrices triangulares superiores)
(d) Sa={AeK"™"/a;; =0sii#j} (matrices diagonales)
) S5 ={AcK"™"/a;; =08ii#jy a1 = a2 = ... = any,} (matrices escalares)
) Sg = {A e K" /ir(A) =0}
) S7={A K" "/a;; =0sii<j} (matrices estrictamente triangulares inferiores)
(2) Sean Sy, Sa, Ss, S5, Sg vy S7 los subespacios del ejercicio anterior.
(a) Probar que K"*" = S3 @ Sy.
(b) Probar que, si 2 # 0 en K, K™*" = S} @ Ss.
(¢) Probar que, siK=Q,R 6 C, K"™*" = S5 @ Ss.
(3) Sean m ,ny r € N. Probar:
(a) STAeK™™ BeK"™ yCeK* entonces (A-B)-C=A-(B-C)
(b) Si Ae K™*™  B,C € K"*" entonces A- (B+C)=A-B+A-C
(¢) SiI,. € K™*" denota la matriz identidad y A € K™*" entonces I,,, - A=A -1, =A
blj
(d) SiAe K™ "y BecK"™" con B=(b),sea Bj=| : | paral<j<r (lacolumna j-ésima de B),
br;j
entonces A- B = (A- Bq]...]|A- B;) (es decir, A - (B;) es la columna j-ésima de (A - B)).
(e) Sean A, A’ e K™*™; B, Bl e K™*™; C, ' e K™*"y D, D' € K™*™,
Sea M, M’ € K(ntm)x(n+m) {efinidas por

(A B , (A B
v=(c ) w=(o )
A-A+B-C A-B’+B-D’>

. /:
Entonces M- M (C’~A’—|—D-C” C-B +D-D

(4) (a) Probar que, Vn € N, n > 2, el producto de matrices en K"*™ no es conmutativo.
(b) Caracterizar el conjunto {A € K"*"/A.-B=B-A VB e K"™"}.

(c) Sea A € K™*™. Probar que el conjunto S de todas las matrices que conmutan con A es un subespacio
de K™*™_ Probar que I, € Sy que A7 € S Vj € N.

(d) Sea B € K™*™ diagonal. Caracterizar el conjunto de todas las matrices A € K®*™ que conmutan
con B. Considerar primero el caso en que todos los elementos de la diagonal de B sean iguales,
luego considerar el caso en que todos los elementos de la diagonal sean distintos entre si y por tltimo
considerar el caso en que algunos de los elementos sean iguales y otros no.

(e) Sea A € K™ con n > 2 . Probar que el conjunto {I,, A, A% A3, ...,A"2_1} es linealmente depen-
diente.

(f) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre A y B € K"*" para que
(i) (A+ B)?> =A%+ 2AB + B?
(i) A2-B?>=(A-B)-(A+B)

(g) Probar que si Ay B € K™ no necesariamente vale A? - B? = (A - B)?

(5) Sean A, A’ e K™*"; Be K"*"; D, D' € K"*";a € K. Probar:
(a) (A+A")" = A"+ (A)
1
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(6) Sean Ay B € K"*
(a) Probar que si Ay B son triangulares superiores, A - B es triangular superior.

(b) Probar que si Ay B son diagonales, A - B es diagonal.
(c) Probar que si A es estrictamente triangular superior, A™ = 0.
(7) Sea A € K™*n
(a) Probar que A- At y A*. A son simétricas. Encontrar un ejemplo donde A - A* # At - A
(b) El producto de dos matrices simétricas, jes una matriz simétrica?
(c) SIK=R, probar que A=0 < A- At =0 < tr(4-A%) =0
(8) Sea A € GL(n,K) y B, C € K"*™. Probar
(a) AAB=A-C=B=C
(b)) A-B=0=B=0
(9) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa
(a) A, Be GL(n,K) = A+ B € GL(n,K)
(b) A€ GL(n,K) < A’ € GL(n,K)
(c) tr(A) =0= A ¢ GL(n,K)
d) A nilpotente (es decir, 3j € N / A7 =0) = A ¢ GL(n,K)
)

(
(10) (a) Sea A € K™*" fija. Probar que el conjunto G4 = {B € GL(n,K)/BAB! = A} es un subgrupo de

GL(n,K) (es decir, I,, € Ga, si B € G4 entonces B~! € G4 y si B, B’ € G4 entonces B - B’ € G 4).
(b) Definimos O,, = {B € R"*"/B - B' = I,,}. Probar que O,, C GL(n,R) y es un subgrupo.

(11) Para cada 4,5 (1 <i,j <n), sea EY € K™*" la siguiente matriz

y 1 sii=ky j=I
EY)y =
(B ) {0 si no

Las matrices F% se llaman matrices canénicas de K"*".
(a) Sia e K—{0} y 1 <i<n, se define M;(a) € K"*" como

Mi(a)=FEY4+E2 4+ 40 E"+EEVEHD 4 LB [ 4 (a—1)-E"
Escribir todas las posibles M;(a) para n = 2,3,4 (a € K)

(b) Sean 1 <i,5 <mn,coni# j. Se define la matriz P € K"*" como la matriz que se obtiene permutando
la fila 4 con la fila j de la matriz identidad. Comprobar que

P9 =1],—E" - E/ 4+ EY 4 FET
Escribir todas las posibles P¥ para n = 2,3,4. ;Cudntas son las P¥ para n general?
(c) Sean 1 <i,j <mn,coni##jyackK. Sedefine la matriz T%(a) € K"*" como
TY(a) =1, +a-E"
Escribir todas las posibles T% (a) para n = 2,3,4 (a € K)

Las matrices M;(a), P¥ y T%(a) se llaman matrices elementales de K"*".

(12) Sean M;(a), P y T%(a) las matrices elementales de K"*". Probar:
(a) M;(a) € GL(n,K) con (M;(a))~ = M;(2)
(b) PY € GL(n,K) con (P¥)~1 = pi
(c) T% € GL(n,K) con (T (a))™! = T¥(—a)
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(13) Sea A € K™*™ A = (a;;) vy sea F; (1 < ¢ < n) la i-ésima fila de A, es decir, F; = (a;1,...,0im) ¥

Fy
A= 1 |. Sean E las matrices candnicas y sean M;(a), P y T%(a) las matrices elementales de K™*™.
F,
Probar
£
(a) SiA'=FE"Y.A  entonces A= | ! | con F} =(0,..,0)sik #iy F/ =F}.
F/
£
(b) Si A" = Mj(a)- A, entonces A’ = | : | con F, =Fysik#iyF/=a-F,.
F/
£y
(c) Si A'=PY-A, entonces A’ = | : | con F| = Fysik ¢ {i,j}; F/ =F;y F|=F,.
F/
K
(d) Si A’=T%(a)-A,entonces A’ = | : | con F,=F,sik#iyF/=F,+a-F}.
E,

Notar como conclusién de lo anterior que triangular por filas una matriz es multiplicar a izquierda por
varias matrices elementales.
;,Cémo se pueden obtener las matrices elementales a partir de la matriz identidad?

14) (a) Sea A = T'2(1) € R?*2. Calcular 420 y 20- A
(14) (a) y

(b) Calcular (P¥)15 y (P#)16

(c) Sea B = M3(2) € R**%. Calcular B y 20 - B

(15) Averiguar si las siguientes matrices son inversibles y en caso afirmativo exhibir sus inversas

1 1 1 cosf) —senf O (1) 8 _11 8
A=10 1 1 A= |[senf cosf 0 A= 9 1 _2 3
0 0 1 0 0 1 3 1 -1 3
21 3 1 2 a;; 0 0
05 -1 8 2 0 ag 0
A=|0 0 0 1 2 A= .
00 0 1 2 :
00 0 0 2 0 0 Ann

Escribir las que sean inversibles como producto de matrices elementales.
(16) Sea A € K™ y sea b € K"*!
(a) Probar que el sistema A -z = b tiene solucién tdnica si y sélo si A € GL(n,K)
(b) Probar que A € GL(n,K) si y sélo si las filas de A son linealmente independientes si y sélo si las

columnas de A son linealmente independientes.

(17) Sea A € K™*™. Probar que son equivalentes las siguientes afirmaciones

(a) A € GL(n,K).

(b) Existe B € GL(n,K) tal que AB = I,.

(¢) Existe B € GL(n,K) tal que BA = I,,.

(d) La tnica matriz C € K™*™ que verifica AC =0es C =0.
(e) La tnica matriz C € K"*™ que verifica CA=0es C = 0.
(18) Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales
(a) f:R® = R?, f(zy,22,23) = (v2 — 321 + V223, 21 — 122)
(b) f:R2—=R3 | f(x1,22) = (1 — 22, 222, 1 +27)
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() f:R®—=R3, f(xy,29,23) = (221 — T23, 0, 312 + 273)

(d) f:R?2—=R? | f(x1,29) = (x1 + 22, |21])

(e) f:C—=C, f(2)=1i (conmderando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial.)

(f) f:C—C, f(z) =i -Im(z) (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial.)
(g f:C—=C, f(z)=%2 ( como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial.)

(h) f:R¥? =R, f (Z; Z;i) = a11G22 — @12021

. a a a
(1) f: R2%3 _ R3 , f 1 12 1B = (3&13 — ag3, a11 + 2a99 — G23 , Q2o — alg)
21 a22 G23

(G) f:R2X2 5 R2X3 | f (a11 a12> _ (‘%2 0 a2 +a21>

a1  ag2 a11 a2z — 411

az1 @G22 a1 @22
como C-espacio vectorial.)

(k) f:C?x2 - C2*2  f ( a12> = <a11 alQ) (considerando a C2*? como R-espacio vectorial y

(19) Interpretar geométricamente las siguientes aplicaciones lineales f : R? — R2

(a) fz,y) = (2,0)

(b) f(z,y) = (0,y)
(©) f(z,y) = (z,-y)
(d) fl,y) = (G +y),5(@+y)
(€) flz,y) = (=y,)
(f) f(z,y) =(x-cost —y-sent, x-sent+y - cost)
(20) (a) Encontrar una funcién f : V' — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que cumpla f(v+w) =

f(v) + f(w) para cualquier par de vectores v, w € V pero que no sea una transformacién lineal.

(b) Encontrar una funcién f : V' — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que cumpla f(k-v) =
k- f(v) para cualquier escalar k € K y cualquier vector v € V pero que no sea una transformacién
lineal.

(21) Probar la linealidad de las siguientes aplicaciones:
a) tr: K"*" — K
)t K KX p(A) = At
) fiKMM KM f(A)=B- A donde B e K<™
d) D:C*([R) = C*(R), D(f) =f'
) do : K[X] = K, do(f) = f(a) donde oo € K
) s : KN - KN | s({aitien) = (0,a1, a2, ..., an, ...)
) Probar que existe una tnica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y f(—1,1) =
(5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2)
(b) ;Existird una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6) ; f(-=1,1) = (2,1) y

f(2,7)=(53)?

(c) Sean f,g : R® — R3 transformaciones hneales tales que f(1,0,1) = (1,2,1), f(2,1,0) = (2,1,0),
f(=1,0,0) = (1,2,1), g(1,1,1) = (1,1,0), ¢g(2,2,—-1) = (3,-1,2), y ¢(3,2,1) = (0,0,1). Determinar
sif=g.

(d) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R? — R? que satisfaga

f(1,-1,1) = (2,a,-1), f(1,-1,2) = (a?,-1,1) y f(1,-1,-2) = (5,—1,-7)

(23) (a) Calcular bases del nicleo y de la imagen para cada tranformacion lineal del ejercicio 18. Decidir en
cada caso si f es epimorfismo, monomorfismo, isomorfismo. En el caso que sea isomorfismo, calcular
f—l
(b) Clasificar las transformaciones lineales tr, t, D, §, y s del ejercicio 21 en epimorfismos, monomor-
fismos, isomorfismos o nada.
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(24) Sean f:R® — R4, f(x1,22,23) = (z14+20, 71 +23,0,0) y g : R* — R2, g(x1, 20, 23, 24) = (1 —22, 221 — ).
Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de g o f. Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o
isomorfismos.

(25) Sean g: V — V' y £: V' — V" transformaciones lineales. Probar
(a) Nu(g) € Nu(fog)

(b) Si Nu(f) NnIm(g) = {0} , entonces Nu(g) = Nu(f o g)
(c) Im(f o g) € Im(f)

d) SiIm(g) =V’ , entonces Im(f o g) = Im(f)

)

(
(26) (a) Sean S, T C R* definidos por
S ={(x1,z2,73,%4) /71 + T2+ 23 =0} y T = {(21, 72,73, 74) /271 + T4 =0, 22 — z3 = 0}.

Existe algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) =17
(b) ;Existe algiin monomorfismo f : R?® — R2?
(c) ;Existe algtin epimorfismo f : R? — R3?
(d) Sean vy = (1,0,1,0), vo = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Existe alguna transformacién lineal f : R? —

R* tal que {vy,ve,v3} C Im(f) ?

(27) Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transformacién lineal f : R® — R? que verifique
Im(f) = S y Nu(f) = T en los siguientes casos
(a) S ={(x1,x2,x3,24) /1 + T2 — 3+ 224 =0} , T =< (1,2,1) >

(b) S ={(r1,22,23,24)/x1 + 22 =0, 23+24 =0}, T=<(1,-2,1) >

(28) En cada uno de los siguientes casos encontrar una transformacién lineal f : R® — R3 que verifique lo
pedido:

(a) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f))=

(b) Nu(f) NIm(f) =<(1,1,2) >

(c) f#0yNu(f) € Im(f)

(d) f#0y fof=0

(e) f#Idy fof=1d

(f) Nu(f) # {0} , Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}

(29) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B = {vy, ..., v, } una base de V. Se define la aplicacién
BV — K" de la siguiente manera

e
f

Siv= szvz , ap(v) = (T1,...,2p)

Probar que ag es un isomorfismo.

Observar que, teniendo en cuenta que la aplicacién ap es tomar coordenadas en la base B, esto nos
permite trabajar con coordenadas en una base en el siguiente sentido:
(a) {w1,...,ws} es linealmente independiente en V. <= {ap(wi),...,ap(ws)} es linealmente indepen-
diente en K™

(b) {wy,...,w,} es un sistema de generadores de V. <= {ap(wi),...,ap(w,)} es un sistema de genera-
dores de K"

(¢) {wi,...,w,} es una base de V. <= {ap(wi),...,ap(w,)} es una base de K"

(d) Por ejemplo, para decidir si {X2—X+1, X2—3X+5, 2X2+2X —3} es una base de Ry[X] , bastard
ver si {(1,-1,1), (1,-3,5), (2,2,-3)} es una base de R?, para lo que se puede usar el método de
triangulacién.

(30) Sea V un K-espacio vectorial y f : V — V una transformacién lineal. Probar que fo f = f < f(v) =
v Yo e Im(f).

Una transformacién lineal que cumple esto se llama proyector.

(31) En cada uno de los siguientes casos construir un proyector f : R — R3 que cumpla
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(a) Im(f) ={(z1, 22, 73)/21 + 22 + 73 = 0}
(b) Nu(f) = {(z1,22,23)/21 + 2 + 23 = 0}
(¢) Nu(f) = {(x1,22,23) /321 — x5 =0} e Im(f) =< (1,1,1) >
(32) Sea V un K-espacio vectorial y f : V — V un proyector. Probar
(a) V =Nu(f) ® Im(f),
(b) g =idy — f es un proyector con Im(g) = Nu(f) y Nu(g) = Im(f).

(33) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sean S y T subespacios de V tales que V = S @ T. Probar
que existe un tinico proyector f: V — V tal que Nu(f) = S e Im(f)=1T.

(34) Sea V un K-espacio vectorial y f : V' — V una transformacién lineal. Se dice que f es nilpotente si
JdseN/f*=0
(a) Probar que si f es nilpotente, entonces f no es ni monomorfismo ni epimorfismo.

(b) Si V es de dimensién n probar que f es nilpotente <= f™ = 0 (Sugerencia: considerar si las
inclusiones Nu(f?) € Nu(f**!) son estrictas o no).

(¢) Sea B = {v1,...,u,} una base de V. Se define la transformacién lineal f : V' — V de la siguiente

forma:
Vi1 s11<i<n-—1
flui) = { AR
0 sti=mn
Probar que f* =0y f* ! #£0.
(d) SiVv = R", para cada ¢ , 2 <4 < n construir una transformacion lineal nilpotente f : R" — R™ tal
que f'=0y f=1 #0.
(35) Sea S =< (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R*.
(a) Hallar una transformacién lineal f : R* — R? tal que Nu(f) = S.
(b) Hallar ecuaciones para S (usar el item anterior)
(c) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea < (1,1,0,1),(2,1,0,1) >
+(0,1,1,2).
(36) (a) Sea S C K™ el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones. Encontrar
una transformacién lineal f : K® — K™ tal que Nu(f) = S.
(b) Sea T C K" el conjunto de soluciones de un sistema lineal no homogéneo de m ecuaciones. Encontrar

una transformacion lineal f : K® — K™ y x € K™ tales que T = f~!(z).

(37) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V; v # w. Sea S =< v —w >y sea M =v+ S. Probar la
validez de las siguientes afirmaciones:
(a) vy w estdn en M.

(b) M=w+S

(¢) Si M’ CV es una variedad lineal tal que v, w € M’ entonces M C M.

d M={dw+pv/ A, peK; A+p=1}

(38) Probar que cada uno de los siguientes conjuntos son variedades lineales y calcular su dimensién
(a) My ={(z1,20,23) ER® /2.2y —23=1 y a9 +1x3=-2}
(b) My ={(1,2,3)} C R?

(c) M ={P € Qus[X]/P'(2) =0}

d) My ={AeC?*?2/tr(A) =5}

)

(
(39) (

a) Sea L C R3 la recta que pasa por los puntos (2, —1,0) y (1,3, —1). Hallar una variedad lineal M de
dimensién 2 que contenga a L. ;Es M unica?

(b) Sea Il = {(z1,22,73) € R® /2.01 — w3+ 23 =1} ysea L =<(0,1,1)> +(1,1,0). Hallar una variedad
lineal M C R? de dimensién 2 tal que M NII = L.

(40) Determinar la dimensién de la variedad lineal

M = {(wl,xg,xg) € R3/x1 —29+323=0,2.21+22+23=1, —21 + 22 +a.x3 = 0}
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de acuerdo a los distintos valores de a € R.

(41) Hallar ecuaciones implicitas para las siguientes variedades lineales:
(a) M =<(1,2,1),(2,0,1)> +(1,1,1) C R3.

(b) M C R* la minima variedad que contiene a (1,1,2,0), (2,1,1,0) y (—=1,0,4,1).

(42) (a) Sea A € K™*™ ysea b € K™ tal que rg(A|b) = rg(A). Probar que las soluciones de la ecuaciéon A.x = b
forman una variedad lineal y calcular su dimensién. ;Qué pasa si rg(A) # rg(Alb)?

(b) Sea M C K™ una variedad lineal. Probar que existe A € K™*™ y b € K™ para algin m conveniente
tal que M = {z € K"/A.x = b}.

(43) Sea L =<(2,1,1)> +(0,~1,1) C R®.
(a) Hallar un plano P tal que 0 € Py L C P.

(b) ¢(Existird un plano P’ tal que L C P’, 0 € P’y (0,0,1) € P’ simultdneamente?

(44) Encontrar en R?® dos rectas alabeadas que pasen por (1,2,1) y (2,1,1) respectivamente. Encontrar en
R* dos planos alabeados que pasen por (1,1,1,0) y (0,1,1,1) respectivamente. ;Hay planos alabeados en
R3? Ma4s generalmente, si V es un K-espacio vectorial de dimensién n y M; y My son variedades lineales
alabeadas en V' ;qué se puede decir de sus dimensiones?

(45) En cada uno de los siguientes casos, decidir si las variedades lineales M; y My se cortan, son paralelas o
alabeadas. En cada caso, hallar M7 N M y calcular las dimensiones. Calcular también la dimensién de la
menor variedad lineal que contiene a M7 y a Ms.

(a) M1 = {(xl,xg,xg) €ER3 /a1 + a9 — 23 =1}
<(1,0,1)> +(0,0,—3)
(b ) <(1,2,1,0),(1,0,0,1)> +(1,2,2,—1)
(1 07 1a 1) (27 2a 13 0) > +(71’ 47 27 *3)
(c ) M1 = {(thg,xg,m) ERY/xy — 29 — 1 =23 + 24 = 0}
= {(x1,22,13,24) ER* /21 —2y =22 + 23 + 74 — 1 =0}



