Algebra Lineal
PRIMER CUATRIMESTRE 2003
PrAcCTICA 8
FORMAS BILINEALES - ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO

. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso afirmativo encontrar su matriz
en la base candnica del espacio correspondiente.
(a) ®:R?2xR?2 =R
O(z,y) = 2.21.41 + 3.22.y1 — T2.Y2 + 3.21.Y2
(b) ®:RZxR%2 —R
O(x,y) = x1.y1 + 22.y1 + 2.22.y2 — 3.21.Y2
(c) ®:R?xR? =R
O(z,y) = 2.21.91 + T2.Y2 — T1.Y2 — T2.Y1.
(d) ®:R3*xR® — R
O(x,y) = 2.21.y1 + T3.Y3 — T1.Y3 — T3.Y1-
(e) ®:R3xR?* =R
O(x,y) = 3.21.y1 + x2.y1 + 2.22.y2 + T1.Y2 + T3.Y3.
. Sea ® : R? x R? — R definida por

O(z,y) = 1.1 — 2.21.Y2 — 2.22.Yy1 + 6.22.92

Probar que ® es un producto interno. Encontrar una base de R? que sea ortonormal para ®.

. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea B = {v1,...,v,} una base de V.
(a) Probar que existe un tnico producto interno en V para el cual B resulta ortonormal.

(b) Hallarlo en los casos
(i) V=R*y B={(1,1),(2,-1)}
(i) V=R*y B ={(1,1),(0,1)}
(iii) V=R3y B ={(1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}
(iv) V=R3y B=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

. Determinar para qué valores de a y b en R es

O(z,y) = a.x1.y1 + b.x1.y2 + b.xa.ys + b.as.ys + (1 +).23.93

un producto interno en R3.

. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V:
(a) V:RS, S1 :{(331,.132,1‘3) €R3/2.1‘1—$2:0}.
(b) V=R3  Sy=<(1,2,1)>
Para el producto interno canénico y para el producto interno definido por
(z,y) = x1.91 + 2.22.Y2 + T3.Yy3 — T1.Yy2 — T2.Y1
(C) V= R4 ) 55 =< (17 ]-7 Oa _1)7 (_]—v ]-v ]-7 O)a (27 _1a 17 1) >
para el producto interno candnico.

. Para los subespacios del ejercicio anterior, hallar bases ortonormales para cada uno de los productos internos
considerados. Definir explicitamente las proyecciones ortogonales sobre cada uno de dichos subespacios.
Hallar el punto de S5 més cercano a (0,1,1,0).

. (a) Se considera R™*™ con el producto interno (A, B) = tr(A.B"). Hallar el complemento ortogonal del
subespacio de las matrices diagonales.

(b) Se considera R.4[X] con el producto interno {(f,g f f(x).g(z)dx. Aplicar el proceso de Gram-
Schmidt a la base {1, X, X2, X3}. Hallar el complemento ortogonal del subespacio S =< 1 >.

. Sea P : R® — R? la proyeccién ortogonal, para el producto interno canénico, sobre el subespacio S =
{(z1,79,23) € R® /2.21 — 29 = 0}.
(a) Encontrar una recta L C R? tal que P(L) = (1,2,1). ;Es tinica?
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(b) Encontrar una recta L1 C R3 tal que P(L;) = Lo siendo
L2 : {2..’1‘1 — X9 = 0
Tr1 — T3 = 0
. Es tinica?

Sean A = (1,1,2) y B = (2,0,2). Sea Il = {(z1, 79, 23) € R® /21 + 22 = 2}. Hallar C € Il tal que A, By C
formen un tridngulo equilatero. ;La solucion es tnica?

Considerar los puntos A; = (2,1,0), 42 = (1,2,0), A3 = (0,2,1), 44 = (0,1,2), A5 = (1,0,2), A¢ = (2,0, 1).
Verificar que estdn contenidos en un plano (encontrar su ecuacién implicita), y que son los vértices de un
hexdgono regular Deducir cuanto mide un angulo interior de un hexagono regular, y hallar el centro del
hexédgono.

Dibujar.

Sean en R? los puntos A; = (1,—1,0) y Ay = (1,1,1). Encontrar tres hiperplanos H (no todos paralelos
entre si) tales que d(A41, H) = d(Az, H).

(a) Calcular la distancia entre el plano 7 C R3, 7 : (1,1,0) + A(1,0,0) + u(0,1,1), y la recta L C R3,
L:(1,0,0) +~(1,1,1).

(b) Calcular la distancia entre las rectas L, L’ C R3, donde L : (1,0,1) + A(0,1,0) y L' : (1,1,0) + u(1,1,1).

(c) Calcular la distancia entre los planos m = {(z1,22,73,74) € R* 1 1 —x9 = Liag + 24 = 1} y 7’ =

{(Z‘1,$2,JZ3,$4) c R To—x3=1,204+ 14 = 1}.

Sea en R? el producto interno (, ) definido en la base canénica por la matriz:

1 1 0
1 21
01 2

y sea ¢ € (R3)* definida por ¢(z1, 72, 23) = 3.71 —2.72 — 3.z3. Hallar v € R? tal que p(x) = (z,v) Vz € R3.

Calcular f* para cada una de las transformaciones lineales siguientes:
(a) f:R?—=R?, f(z1,22) = (3.21 + T2, —1 + T2)

(b) B=1{(1,2,-1),(1,0,0),(0,1,1)}, f:R3 -R3y

10 1
Iflle=12 0 -1
01 0

(¢) f:Ras[X] = Ros[X], f(p)=p' (donde (p,q) = [, p(z).q(x)dz).

Sea (V, {,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea f : V' — V una tranformacién
lineal. Probar que Im(f*) = (Nu (f))*.

S

Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por
f(x,y,2) = (=2 — 3y — 22,4z + 6y + 2z, =3z — 3y)

Hallar un producto interno <, >: R? x R3 — R? tal que f sea autoadjunta para <, >.

Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y S un subespacio de V. Probar
que la proyeccién ortogonal P : V — V sobre S es autoadjunta. Calcular sus autovalores.

En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz O € R™*" ortogonal tal que O.A.0O? sea diagonal
5 0 =2
A:<_21 _21> A:(é _31> A=[0 7 -2
-2 -2 6

Encontrar una base ortonormal B de R? tales que ||f||5 v ||g||z sean diagonales si las matrices de f y de g

en la base candnica son
2 -1 1 3
-1 2) Y \31



