Segundo cuatrimestre 2003

ALGEBRA LINEAL
Practica 2: Transformaciones lineales

1. Determinar cudles de las siguientes funciones son transformaciones
lineales:
@) f:R =R, f(r1,22,73) = (221 — Taz, 0, 322 + 273)
(i) f:R? =R, f(a1,29) = (21 — 22, 279, 1 +11)

(iii) f: C— C, f(z) =Z (considerando a C como R-espacio vectorial
y como C-espacio vectorial.)

ailr a2
iv) f: R*>? — R , f ( ) = 110922 — 12021
ao1 Q22

) f: R2x2 _, R2x3 f <a11 au) _ (CLQQ 0 ar +a21>

a1 92 0 a1 axn—an;
(vi) f:R[X] =R, f(p) = (p(0),p'(0),p"(0))

2. Interpretar geométricamente las siguientes aplicaciones lineales f :
R? — R%

(i) f(z,y) = (=,0)

(i) f(z,y) = (0,9)

(iii) f(z,y) = (z,—y)

(iv) f(z,y) = (3(x + 1), 3(z +y))

(v) f(x,y) = (zcost — ysent, xsent + ycost)

3. Probar la linealidad de las siguientes aplicaciones:
(i) tr: K" — K
(i) t: K™ — K™ t(A) = A
(i) f: K™ — K™ | f(A) = BA donde B e K"™"
(iv) 0: C*(R) — C=(R) , o(f) = f'
(v) ©: C([0,1]) = C([0,1]) , ®(f)(x) = [y f(t)dt



(Vi) €q : K[X] — K, €,(f) = f(a) donde a € K

4. (i) Probar que existe una tnica transformacion lineal f : R? — R? tal
que f(1,1) = (=5,3) y f(—1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar
f(5,3)y f(=1,2)
(i) ¢Existird una transformacion lineal f : R* — R? tal que f(1,1) =
(27 6) y f(_17 1) - (27 1) y f(27 7) - (57 3)7
(iii) Sean f, g : R? — R? transformaciones lineales tales que f(—1,0,0) =
(1,2,1),
(iv) £(2,1,0) = (2,1,0), f(1,0,1) = (1,2,1), g(1,1,1) = (1,1,0), ¢(2,2, —1) =
(3,-1,2)y g(3,2,1) = (0,0,1). Determinarsi f = g.
(v) Hallar todos los @ € R para los cuales exista una transformacion
lineal f : R* — R?® que satisfaga que f(1,—1,1) = (2,a,—1), f(1,-1,2) =
(a2, —1,1) y f(1,-1,-2) = (5, -1, =7).
5. (i) Calcular el nicleo y la imagen de cada tranformacion lineal de
los Ejercicios 1 y 2. Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo,

monomorfismo o isomorfismo. En el caso que sea isomorfismo,
calcular 1.

(ii) Clasificar las transformaciones lineales tr, ¢ y ¢, del Ejercicio 3
en epimorfismos, monomorfismos e isomorfismos.

6. Sean f : R® — R* | f(x1, 29, 73) = (21479, 214+73,0,0) y g: R* - R?
g(x1, x9, w3, 24) = (1 — 22, 221 — x2) Calcular el ntcleo y la imagen de
f,de gy dego f. Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o
isomorfismos.

7.Seang:V — V'y f: V' — V" transformaciones lineales. Probar:
(i) Ker(g) € Ker(f o g)
(ii) Si Ker(f) NIm(g) = {0}, entonces Ker(g) = Ker(f o g)

(iii) Im(f o g) € Im(J)
(iv) SiIm(g) = V’, entonces Im(f o g)= Im(f)

8. (i) ¢Existird algtin epimorfismo f : R — R3?
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(ii)) Sean v; = (1,0,1,0) , v, = (1,1,1,0) y w3 = (1,1,1,1). ;Existira
alguna transformacion lineal f : R? — R* tal que {vy,vq,v3} C
Im(f)?

(iii) ¢Existird algin monomorfismo f : R?* — R?*?

(iv) Sean S, T C R* definidos por S = {(z1, z2, 3, 74) /71 + T2 + 73 =
0ty T = {(v1,29,x3,24) /221 + x4 = 0, x9 — x5 = 0}. ;Existira
algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) =T ?

(v) Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transforma-
cion lineal
[ R® — R* que verifique Im(f) = S y Ker(f) = T en los siguientes
casos:

a. S ={(x1,m9,x3,m4) /01 + 29 —x3+ 224 =0} , T =< (1,2,1) >
b. S = {(x1, 29,23, 24)/21+22 =0, x3+24 =0}, T =< (1,-2,1) >
9. En cada uno de los siguientes casos definir una transformacién lineal
[ : R3 — R3 que verifique lo pedido:
(i) (1,1,0) € Ker(f) y dim(Im(f))=1
(ii) Ker(f) N Im(f) =< (1,1,2) >
(iii) f 7 0y Ker(f) € Im(f)
(iv) f#0y fof=0
(v) f#Idy fof=1Id
(vi) Ker(f) # {0}, Im(f) # {0} y Ker(f) N Im(f) = {0}
10. Sea S =< (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R%,

(i) Hallar una transformacion lineal f : R* — R? tal que Ker(f) = S.
(ii) Hallar ecuaciones para S (usar i))
(iii) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de solu-
ciones sea < (1,1,0,1),(2,1,0,1) > +(0,1,1,2)

11. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B = {vy,...,v,}
una base de V. Se define la aplicaciéon ap : V — K" de la siguiente



12.

13.

14.

n
manera: si v = ) x;v; entonces
i=1

ap(v) = (x1,...,2,)

Probar que ap es un isomorfismo. Observar que, teniendo en cuenta
que la aplicaciéon ap es tomar coordenadas en la base B, esto nos per-
mite trabajar con coordenadas en una base en el siguiente sentido:

(i) {w1,...,ws} eslinealmente independienteen V' <= {ap(w),...,ap(ws)}

es linealmente independiente en K"

(ii) {w,...,w,} esunsistema de generadoresde V <= {ag(w1),...,ap(w,)}

es un sistema de generadores de K"

(iii) {w1,...,w,} es una base de V. <= {ap(w1),...,ag(w,)} es
una base de K" Por ejemplo, para decidir si {X? — X +1, X* —
3X +5, 2X? + 2X — 3} es una base de R,[X] , bastara ver si
{(1,-1,1), (1,-3,5), (2,2,—3)} es una base de R?, para lo que
se puede usar el método de triangulacion.

Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformaciéon
lineal. f se llama un proyector siy sélosi f o f = f.
Probar que f : V — V es un proyector <= f(v) =v Vv € Im(f).
En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyec-
tor f: R* — R3 que cumpla:

(i) Ker(f) = {(21, 22, 23)/21 + 22 + 13 = 0} e Im(f) =< (—2,1,1) >
(11) Ker(f) = {(l’l, o, 1'3)/31'1 — I3 = 0} e Im(f) =< (1, 1, 1) >
Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V' — V un proyector. Probar
que

(i) V = Ker(f) @ Im(f).

(ii) Sea V es un K-espacio vectorial de dimensién n y sean S y 1" sube-
spacios de V tales que V' = S @ T'. Probar que existe un tnico
proyector f : V — V tal que Ker(f) = S eIm(f)="1T.



15. Dada f : V' — V, calcular | f|pp en cada uno de los siguientes casos:

() V=R3, f(x1,22,23) = (301 — 2w +x3, 511 + T2 — X3, 11 + 372 +423)
a. B = B’ la base canénica de R3.
b. B={(1,2,1),(-1,1,3),(2,1,1)} yB/ ={(1,1,0),(1,2,3),(2,3,4)}.
(i) V=C?, f(x1,19) = (211 — 1wy, 1 + 1)
a. B = B’ labase canénica de C? como C-espacio vectorial.
b. B = B’ = {(1,0),(0,1), (4,0), (0,4)} considerando a C? como
R-espacio vectorial.
(i) V =Ry[X], f(P) =P
a. B=B = {1,X,X2 X3 X*).
b. B={1,X,X2 X% X", B' = {X% X% X2 X,1.
(iv) V =R**? | f(A) = A', B = B’ labase canénica de R?*2,

16. Sea B = {v1, vy, v3} una base de R® y B’ = {wy, ws, w3, ws} una base de
R*. Sea f : R* — R* la transformacion lineal tal que

1 -2 1
-1 1 —1
flee=| o5 | 4
3 -2 5

(i) Hallar f(3v; 4+ 2vy — v3) ¢Cudles son sus coordenadas en la base
B"?

(ii) Hallar una base de Ker(f) y una base de Im(f).
(iii) Describir el conjunto f~!(w; — 3wz — wy).
17. En cada uno de los siguientes casos, hallar una matriz A € R?*3 que
verifique:
(1) A#I;gyAg :Ig
(i) A£0; A+ Ly A2=A

18. Mostrar, en cada uno de los siguientes casos, una matriz A con coefi-
cientes reales de manera que el sistema Az = b cumpla:
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(i) No tiene solucién o tiene solucién tnica, dependiendo del valor

de b.
(ii) Tiene infinitas soluciones, independientemente del valor de b.

(iii) No tiene solucién o tiene infinitas soluciones, dependiendo del

valor de b.
(iv) Tiene solucién tnica, independientemente del valor de b.

19. Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n ysea f : V — V un
proyector. Probar que existe una base B de V' tal que

(Sugerencia: Recordar que, si f es un proyector, V = Ker(f) & Im(f).)

20. Sea f : R?® — R? definida por
f((El, T, 1’3) = (.CEl -+ To — X3, 2%1 — 3.%'2 + 21’3, 316‘1 — 21’2 + .Tg)

(i) Determinar bases By B’ de R? tales que

qu

0
|flep = 1
0

o O =
o O O

(ii) Si A es la matriz de f en la base canénica, encontrar matrices in-

versibles C'y D tales que

CAD =

o O =
S = O
o O O

21. Calcular el rango de las siguientes matrices:

0031 0 5 3
HDA=(0110 i)A=|1 -1 2
1070 2 3 1



5 10 1 9 10100

L0410 11000

iif) A = ivyA=|01100
3 1 1 0 1

, 0 31 00110

010171

22. Calcular el rango de A € R**? para cada k € R siendo

1 -k -1
A=1-1 1 k2
1 k k-2

23. (i) Sea A e K™"yseaS = {x € K"/ Ax = 0}. Probar que rg(A) +
dim(S) = n.
(Esto significa que la dimensién del espacio de soluciones es igual
a la cantidad de incégnitas menos la cantidad de ecuaciones inde-
pendientes).

(ii) Sean A € K™" y b € K™. Se considera el sistema Az = by

sea (A|b) su matriz ampliada. Probar que Az = b tiene soluciéon
<= rg(A) =rg(A|D).

24. Sean A ¢ K™*"y B € K"*". Probar que

15(AB) < 1g(A) y 18(AB) < rg(B).

25. Sea R<3[z] y consideremos los siguientes subespacios:

S =(Q+ao+2>+23; 1+ —a2>—23; 1 —x+a2?—2%; 2—223)
T =(1—x—2?>+2%;2—-20;3—a+2%>+2%)

(i) Encontrar bases para SNT'y S +1T.
(ii) Encontrar un subespacio H talque S +7 =S @ H.



