Segundo cuatrimestre 2003

ALGEBRA LINEAL

Préctica 3: Espacio Dual

1
2

Sea S C (R3)* el subespacio S = {¢ € (R®)* / ¢(1,—1,2) = 0}. Encontrar una base de S.
Dadas las bases B del K-espacio vectorial V, hallar sus bases duales:

i) V=R?, B={(1,-1),(2,0)}

(H) V=R? , B= {(17 —1, 0)7 (07 1, 0)7 (07 0, 1)}
(i) V=R3[X], B={-X+2,X -1,X? -3X +2,X3-3X2+2X}
Sea B’ = {11, 2,13} la base de (R3)* definida por

Yr(w1, w2, 23) =21 + 22 Yo(r1,22,23) =1+ 23 P3(z1, 72, 73) = T2 + 23

Hallar la base B de R? tal que B’ = B*

Sean f1, foy f3 € (Re[X])* las siguientes formas lineales:

Probar que {f1, f2, f3} es una base de (Ry[X])*. Hallar una base B de Ry[X] tal que B* =
{fi. f2, f3}

Sea V un Zjy-espacio vectorial de dimensiéon n. Probar que:

#{S C V subespacio /dim (S) = 1} = #{S C V subespacio /dim (S) =n — 1}
Calcular dicho ntmero.

Sea ¢ € (R3)* definida por Y (x1, 2, x3) = 2x1 + 3x2 — w3y sea £ = {61,02,93} C (R)* la
base dual de la candnica.

(i) Calcular las coordenadas de ¥ en E*
(ii) Calcular las coordenadas de v en la base B* = {61 + d2 + 93,01 + 2,01}

(iii) Sea S C R? el subespacio S = {(z1,22,73)/2z1 + 3x2 — x3 = 0} y sea B C R3 la base
B ={(0,0,1),(0,1,—-1),(1,—1,0)}. Encontrar una ecuacién para S en la base B
(Sugerencia: notar que B* es la base dual de B y no hacer ninguna cuenta.)

. Sea B C R? labase B = {(1,1), (1, —1)}. Encontrar las coordenadas de la base dual de B en

la base dual de la canénica.
Sean B'y By las bases de R? definidas por
B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y By = {(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1)}

Si ¢ € (R3)* tiene coordenadas (1, —3,2) respecto de B*, calcular sus coordenadas respecto
de Bj.



9. Hallar una base de S° C V* en los siguientes casos:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(i) V=RyS=<(1,-1,2),(2,1,3),(1,5,0) >
i) V=Rty S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >
(i) V=R3y S = {(z1,72,73) /21 + 23 = 0y 221 — 72 + 23 = 0}

(iv) V = R4yS = {(z1,22,23,24) / x1 — 22+ 23+ 24 = 0,201 + 22 — 223+ 324 =0,y
4x1 — x90 + Dy 20}

2 =2

I ) e R**?2ysea W = {A € R®*?/AB = 0}.

SeaB:(

Sea f € W° tal que f(I2) = Oyf< 8 (1) ) = 3. Calcular f(B).

Para los siguientes subespacios S'y 1" de V, determinar una base de (S + 7')° y una base de
(SNnT)°

(1) V= R4 ) S =< (17 17 *]-7 1)? (25 71737 1) >, T=< (2’ 747 87 O)’ (71, ]-a 25 3) >

(i) V= R4, S = {($1,$2,1‘3,x4)/$1 — X3 = O,Y.%'l + X9+ x4 = 0},T =< (2,1,3, 1) >
(iii) V =R3, S = {(z1,29,73) /21 — 229 + 23 = 0,y 3zg — 2z3 = 0}

T = {(x1, w2, 23, 24) / 21 — 22 = 0}

Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sean S y 7" subespacios tales que V' =
S @ T. Probar que V* = S° @ T°.
Sea tr : K"*" — K la forma lineal traza y dado a € K"*" se define

fo : K" — K como fu(x) = tr(ax).

(i) Probar que f, € (K™")* Va € K™*"
(ii) Probar que f,(z) =0 Yz € K™" = a =10
(iii) Se define vy : K™*" — (K™*")* como 7y(a) = f, Probar que v es un isomorfismo.

(iv) Sea f : R?*? — R definida por:

a1 a2
f = 3a11 — 2a12 + Sagz
a1 a2

Encontrar una matriz a € R?*2 / ~(a) = f.

Sea ¢ € (K™ ™)* tal que ¢ (ab) = ¢(ba) ¥V a,b € K™ ". Probar que 3a € K /9 = a.tr.
Deducir que si ¢(ab) = ¢(ba) ¥ a, b € K™*" y(I,) = n entonces ¢) = tr.

Sean ay,...,o, € K ,a; # «jsii # j. Paracadai, 0 < i < n se define ¢y, : K,[X] — K
como €, (P) = P(w;)

(i) Probar que By = {€qy, - - -, €a, } €5 una base de (K, [X])*



(ii) Sea B ={Fy,..., P} labase de K,,[X]| tal que B* = B;. Probar que el polinomio

n
P = Z Bi-P;
=0

es el tinico polinomio en K[ X] de grado menor o igual que n tal que, Vi,0 <i < n ,
P(w;) = f;. Este polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.

16. Sean V' 'y W K-espacios vectoriales y sea f : V' — W una transformacién lineal. Se define la
funcién f*: W* — V* de la siguiente manera:

i)y =rofVyewr

f! se llama la funcion transpuesta de f.

(i) Probar que f* es una tranformacion lineal.
(ii) Probar que (Im(f))° = Ker(f') y que Im(f*) = (Ker(f))°
(iii) Sean V = R? yW = R3 ysea f(x1,22) = (221 — z2,3x1, 21 — 222)
Si B=1{(1,2),(1,3)}y B1 = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, calcular | f| g, y | f*|B: B~-

(iv) Si By Bj son bases finitas de V' 'y W respectivamente, probar que
\f*lByB- = (IfBB))"

17. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita. Sean vy, ..., v, en V vectores no nulos.
Probar que existe una forma lineal f € V* / f(v;) #0Vi, 1 <i <n.

18. Sea V un espacio vectorial de dimensioén finita sobre K. f, g : V — K transformaciones
lineales no nulas. Probar que:

JaeK, a#0/ f=ag< Ker(f)=Ker(g)



