Curso de Verano 2003

ALGEBRA LINEAL

Practica 5: Autovalores y autovectores - Diagonalizacion
1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la matriz A en cada

uno de los siguientes casos:

(Analizar por separado los casos K =Ry K = C)

DA:(; EJ mA:<;_i> i@A:(l @,aER

0 2 1 1 00 a 1 1
ivjJA=|-2 0 3] v)JA=|a 1 0], acR viii)A=|1 a 1|, acR
-1 -3 0 0 a1l 11 a

2. Sea A € C™"™ y sean Ay, ..., A, las raices de x, contadas con multiplicidad.

n

(i) Probar que det(A4) = H i
(ii) Probar que tr(A4) = Z Ai

3. Sea A € K™*",

(i) Probar que Ay A? tienen los mismos autovalores. Dar un ejemplo en el que los autovec-
tores sean distintos.

(ii) Probar que si A es inversible, entonces 0 no es autovalor de A; y si z es un autovector
de A, entonces z es un autovector de A1

4. Dadas las matrices A € C2*2 y los polinomios P € C[X], calcular P(A) para:

(nA:G D,@P:X—methq,@p:m—n2

@nA:(;fJ,P:X&4XM4+i

5. Sean A, C y D € K™ tales que A = C DC~'. Probar que, para todo n € N, A" =
(ol )ilons



6. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

(i) Calcular A* —4A43 — A? + 24 — 51, para A = (? _31>

(ii) Calcular A% para A =

O = =
= o]
OO O

n
(iii) Calcular (11 _21> VneN

1

(iv) Dada A = (_1 4

), expresar a A~! como combinacién lineal de A y de Is.

7. Sea A € R™". Probar que el minimal de A como matriz real y el minimal de A como matriz
compleja coinciden.

8. Hallar el polinomio minimal de las siguientes matrices (comparar con el caracteristico):

. 1 11
(50 0 () L WY o
0 0 1

10 0 00 1 1 421 0 a 0 0 0
. 010 -1 1 a 00
v) |0 2 0 , vi) [0 1 0 ,  ix) s s X)
00 2 10 0 002 O 01 a O
0 00 2 0 0 0 a

9. Calcular el polinomio minimal para cada una de las siguientes transformaciones lineales:

(i) f:Ry[X] = Ro[X], f(P) = P' +2.P
(i) f:R™™ - R™™, f(A) = At

10. Sea ¢ : C*°(R) — C*°(R) la transformacion lineal derivacion.
(i) Mostrar que para todo A € R, la funcién f(z) = e’ es un autovector de § asociado al
autovalor A. (Observar que entonces d tiene infinitos autovalores.)

(ii) Mostrar que no existe P € R[X] tal que P(d) = 0.

11. Sea A € K™*" la matriz

0 0 0 e 0 —ag
1 0 0 0 —ai
A= 0 1 0 0 —asz
0 0 0 . 0 —an—2
0 0 0 e 1 —ap—_1

Calcular su polinomio minimal y su polinomio caracteristico.



12.

13.

14.

15.

16.

Para cada una de las matrices A del ejercicio 1, sea U una base de K™ y sea f : K™ — K" la
tranformacion lineal tal que |f|y = A. Decidir si es posible encontrar una base B de K™ tal
que |f|p sea diagonal. En caso afirmativo, calcular C(U, B).

Sea f : R® — R® la transformacion lineal definida por:

f(mayaz) = (_I - Zy + 6Za4y7 —r — 3y+4z)

(i) Encontrar una base B de R® tal que |f|5 sea diagonal.

n

-1 -2 6
(i) Calcular | 0 4 0] ,VneN
-1 -3 4
-1 -2 6
(iii) Hallar, si es posible, una matriz P € R*® talque P2=[ 0 4 0
-1 -3 4
Sea A = (8 ﬁ) € K?*2. Determinar todoslos a , by ¢ € K para los que A es diagonalizable.

Hallar todos los valores de k € R tales que la siguiente matriz sea diagonalizable:

E 1 k+E -k
|0 k+1 0 k
A= 0 1 k 1
0 0 0 k+1

Diagonalizar las matrices A € R™™ y B € R%*% encontrando sus autovectores:

212121

L 1 1 1 1 21 21 2

! 1 1 1 212121
A=1]1 1 1 1 y B = 1212 1 9
T 212121

1 1 1 1 121 2 1 2

Sugerencia: no intentar calcular el polinomio caracteristico.

17. Se sabe que la matriz A € R?*? tiene a (1, —1) como autovector de autovalor v/2 y, ademas,

18.

x4 € Q[X]. Decidir si A es diagonalizable en R**2. ;Es A tnica?

(i) Sea A € R**? diagonalizable con tr(A) = —4. Calcular los autovalores de A, sabiendo
que los autovalores de A% + 2.4 son -1, 3 y 8.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(ii) Sea A € R*™* tal que det(A) = 6; 1 y -2 son autovalores de A y -4 es autovalor de la
matriz A — 3.14. Hallar los restantes autovalores de A.

Sea A € R™" que verifica A% + I,, = 0. Probar que A es inversible, que no tiene autovalores
reales y que n debe ser par.

Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f : V' — V una transformacion lineal
tal que dim (Im (f)) = 1. Probar que f es diagonalizable si y s6lo si Nu(f) N Im(f) = {0}.

Sea f : C® — C™ una transformacion lineal. Probar que existe una base B de C™ tal que
|f|B es triangular superior.

Sean A, By D € K"*",

(i) Probar que si D es una matriz diagonal que s6lo tiene unos y ceros en la diagonal entonces
Xap = Xpa-

(ii) Probar que para toda B, X,5 = Xpa

Sugerencia: usar equivalencia (no semejanza) de matrices.

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una transformacion lineal.
Probar que f es un isomorfismo si y s6lo si el término constante de x, es no nulo. En dicho
caso, hallar la expresién general de f~! como polinomio en f.

Sea f : R® = R® la transformacion lineal definida por:

f($1,$2,$3,$4,$5) = (.’L'Q,.’L'3,$L'4,.’L'5,0)

(i) Hallar, para cada 0 < i < 5, un subespacio S; de R® con dim(S;) = i que sea f-invariante.

(ii) Probar que no existen subespacios propios f-invariantes S'y T" de R® tales que R® = S@T.

Sea A e R*? tal que x, = (z —a)(z —2)(x—Z2),cona e Ry ze C—R. Sea gy : C* —» C>
la transformacion lineal ga(z) = Az.

(i) Probar que existe v1, autovector de g4 de autovalor «, con todas sus coordenadas reales.

(ii) Sea w = vy + ivs, con vo,v3 € R3, un autovector de g4 asociado al autovalor z. Probar
que W = vo — 1v3 es un autovector de g4 de autovalor Zz.

(iii) Se considera f4 : R® — R? la transformacion lineal f4(z) = Az. Probar que < vg, v >
C R? es un subespacio f4-invariante de dimensién 2.

(iv) Sea B = {vy,vq,v3}. Verificar que B es una base de R® y hallar |f4|5-

-1 0 2
SeaAd=[5 4 2| eR¥*? yseafa:R®— R®la transformacion lineal definida por
-4 -3 -2

fa(z) = Az. Hallar subespacios propios S y T de R®, f4-invariantes, tales que S & T = R®.



27. (i) Hallar una matriz A € C3*3 tal que m4(X) = X3 — 5X? + 6X + 8. Decidir si A es
diagonalizable.

(ii) Hallar una matriz A € C*** tal que m4(X) = X* +4X3 +8X2 + 8X + 4. Decidir si A
es diagonalizable.



