ALGEBRA LINEAL - Practica N°8 - Primer cuatrimestre de 2004

Espacios vectoriales con producto interno

En esta practica, todos los espacios vectoriales seran sobre R o sobre C tinicamente.

Notacién: Si A € C"*™ A* € C"™*" denota la matriz transpuesta conjugada de A cuyos coeficientes
satisfacen (A*);; = Aji.

Ejercicio 1. Sea V un espacio vectorial y sea (,) un producto interno sobre V. Probar:
i) (z,y+2) = (z,9) + (2,2)
i) (z, cy) =¢.(x,y)

iii) (r,y) =(zr,2) Ve eV = y==z

Ejercicio 2. Sea V un espacio vectorial y sea (,) un producto interno sobre V. Probar:
i) Si V es un R-espacio vectorial, entonces
1 2 1 2
.y = plo+yl? = Lo —yl? VayeV.
ii) Si V' es un C-espacio vectorial, entonces
(,g) = ple+olP = e =yl + e +iyl? - e =iyl VayeV.

Las igualdades anteriores se llaman identidades de polarizacion.

Ejercicio 3. Sea (V, (, )) un espacio vectorial con producto interno. Probar que [{(x,y)| = ||z|.||y||
si y sélo si {z,y} es un conjunto linealmente dependiente.

Ejercicio 4. Sea V un espacio vectorial. Demostrar que la suma de dos productos internos sobre
V' es un producto interno sobre V.

Ejercicio 5. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Se define la distancia entre dos
vectores z,y € V como d(z,y) = ||z — y||. Demostrar que:



Ejercicio 6. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso afirmativo
encontrar su matriz en la base candnica del espacio correspondiente.

i) ®:R2xR2 =R, ®(z,y) =2.21.91 + 3.22.y1 — To.y2 + 3.71.92

ii RZxR?2 = R, ®(x,y) = 21.91 + 2.1 + 2.22.92 — 3.71.12

iii K2 x K? - K, ®(x,y) =2.21.y1 +T2.y2 — T1.Y2 — T2.y1;, con K =Ry K =C

iv) @:C? x C? - C, ®(z,y) =2.71.9; + 2.y — T1.Y5 — T2.7;

vi :C?xC?—C, ®(z,y) =217, — .01 + 1.22.7; + 2.22.7

Vil

) @
) @
) @
v) @:C?xC? - C, ®(z,y) =2.21.7; + (1 +9).21.7y + (1 +4).22.7; + 3.22.75
) @
) &: K3 x K2 — K, ®(x,y) =2.21.7, + 1373 — 21.J3 — ¥3.71, con K =Ry K =C
) &

viii K3x K3 — K, ®(z,y) =3.21.7, + 2.7, +2.22.7 + 1.7y + 73.73, con K =Ry K =C

Ejercicio 7. Sea A € R?*2, Sea ® : R2 x R? — R definida por ®(z,y) = y.A.z'. Probar que ® es
un producto interno sobre R? si y sélo si A = A!, Aj3 > 0y det(A) > 0.

Ejercicio 8. Determinar para qué valores de a y b en R es
O(x,y) = a.x1.y1 + b.x1.y2 + b.xa.yr + bxo.ys + (1 + b).x3.y3
un producto interno en R3.

Ejercicio 9. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios
vectoriales considerados:

i) () K" x K" - K, (A,B) =tr(A.B*), coon K =Ry K=C
i) (,):C[0,1] x C[0,1] = R, (f,g) = [y f(x).9(x)dx
iii) () K"x K" - K, (z,y) =7.Q*.Q.2!, con K =Ry K =C
donde Q € K™*™ es una matriz inversible.
iV) <7>T VXV — Ka <a:,y)T = <T(1’),T(y)>, con K =R y K=C

donde V' y W son espacios vectoriales sobre K, (,) es un producto interno sobre W y
T:V — W es un monomorfismo.

Ejercicio 10. Restringir el producto interno del item ii) del ejercicio anterior a R, [X] y calcular
su matriz en la base B = {1, X,..., X"}

Ejercicio 11.
i) Sea @ : R? x R? — R definida por ®(z,y) = x1.y1 — 2.71.y2 — 2.22.y1 + 6.72.72.

a) Probar que ® es un producto interno.

b) Encontrar una base de R? que sea ortonormal para ®.

ii) Encontrar una base de C? que sea ortonormal para el producto interno definido en el ejercicio
6. vi).



Ejercicio 12. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea B = {v1,...,v,} una base de V.

i) Probar que existe un tnico producto interno en V' para el cual B resulta ortonormal.

ii) Hallarlo en los casos

Q

) V=R*y B={
) V=C"yB={
) V=R}y B={
d) V=CyB=/{

1,1),(2,-1)}
1,4),(—1,4)}
1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}
1,4,1),(0,0,1),(0,1,4)}

o

o

~—~ ~ —~

Ejercicio 13. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V:
i) V=R3 S ={(x1,72,23) € R3 /2.2y — 29 = 0} para el producto interno canénico.
i) V=R3 Sy=<(1,2,1) >
a) Para el producto interno canénico.
b) Para el producto interno definido por (x,y) = x1.y1 + 2.22.y2 + 3.y3 — T1.Y2 — T2.Y1.
iii) V=0C3, S3=<(i,1,1),(-1,0,i) >

para el producto interno (,),. definido en el ejercicio 10. iv) con T : C3 — C3

vt —1+4+¢ 0
T(x)=11 i 0 |.2t vy () el producto interno canénico sobre C3.
1 i+1 4

T, + 21.x9 — T3 + (1 —I—i).x4 =0
o+ (2—i)az+x4=0

para el producto interno (x,y) = x1.7; + 2.22.Yy + 3.73 + 3.24.7,4.

iv) V=C! 8= {(901,902,9?373?4) €C4/{

v) V=R* S5=<(1,1,0,-1),(-1,1,1,0),(2,-1,1,1) >

para el producto interno candénico.

Ejercicio 14.

i) Hallar bases ortonormales para los subespacios del ejercicio anterior para cada uno de los
productos internos considerados.

ii) Definir explicitamente las proyecciones ortogonales sobre cada uno de dichos subespacios.

iii) Hallar el punto de S5 mas cercano a (0,1, 1,0).

Ejercicio 15. Sean S;, Sy y S3 los subespacios de R* definidos por

Tyt x =205 =0 x1+x2—x3+24=0
Si:9qx1—x2=0 Sy ! 2 3 47 53:{2.x1+x2+2.x3:0
2214+ 2.24=0
$2—$4:0

Encontrar una base ortonormal {v1,ve,v3,v4} de R* tal que v; € S; (i = 1,2,3). ;Por qué este
problema tiene solucién?



Ejercicio 16. Se define (,) : R,[X] x R,[X] — R como

= k\ (k
=3 1()9 ()
i) Probar que (,) es un producto interno.

ii) Para n = 2, calcular < X >*.

Ejercicio 17.

i) Se considera C™*™ con el producto interno (A, B) = tr(A.B*). Hallar el complemento orto-
gonal del subespacio de las matrices diagonales.

ii) Se considera R3[X] con el producto interno (f,g) f f(x).g(x) dz. Aplicar el proceso de
Gram-Schmidt a la base {1, X, X? X3}. Hallar el complemento ortogonal del subespacio
S=<1>.

iii) Se considera C[—1,1] con el producto interno (f,g) f f(z).g(x) dz. Hallar el polinomio
de grado menor o igual que 3 més préximo a la funcién f ( ) = sen(wx).

Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S = < 1,z, 2%, 23, sen(nz) >.

iv) Se considera C[0,7] con el producto interno (f,g) = [; f ) dz.

a) Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base B = {1, cosz, senx}.

b) Sea S el subespacio de C[0, 7| generado por B. Hallar el elemento de S méas préximo a
la funcién f(z) = x.

Ejercicio 18. Sea V un espacio vectorial con producto interno (,). Sea W C V un subespacio de
dimensién finita de V. Probar que si z ¢ W, entonces existe y € V tal que y € W y (z,y) # 0.

Ejercicio 19. Calculo de volumenes

Consideremos R" con el producto interno canénico (, ).

El drea del paralelogramo P(v1,v2) que definen dos vectores v; y vy linealmente independientes en
R™ se puede calcular con la férmula “base por altura”, o sea, [[vil]. |[pcy, >t (v2)]-

El volumen del paralelepipedo P(v1,v2,v3) que definen tres vectores vi, v2, v3 linealmente indepen-
dientes en R" serfa “drea de la base por altura”, o sea, [[v1][. [[P<y, >t (wa)ll- IP<vy was2 (V3)]-

Si esto se generaliza a k vectores linealmente independientes en R™, el volumen del paralelepipedo
P(vy,...,v) seria

o1 |- ||p<v1>¢(v2)H' Hp<v1,v2>J— ()| - - ||p<v1,...,vk_1>¢(vk)||-
Se define entonces recursivamente el volumen del paralelepipedo P(vy,...,vx) definido por los
vectores linealmente independientes vy, ..., v € R™ como:

vol(P(v1, ..., vg)) = vol(P(v1, ..., k1)) |P<yy . vy >+ (Vk)]| para k > 2.

{ vol(P(v1)) = [lua

Vamos a probar que el volumen del paralelepipedo definido por los vectores linealmente indepen-
dientes v1,...,v, en R" es igual a |det(A)|, donde A € R™*™ es la matriz cuyas columnas son los
vectores vy, ..., Up.



i) Dados v1,...,vx € R™ se define la matriz G(vy, . .., vx) € R¥** como G(vy, ..., vg)i; = (vi,vj).
Probar que:

a) Sivg € <wip,...,vp_1 >, entonces det(G(vy,...,vx)) =0.
b) Siwvg € <wvi,...,vp_1 >, entonces det(G(vy,...,v;)) = det(G(vy, ..., ve_1)). ||vr|]?.
c) det(G(vy,...,v;)) = det(G(v1,...,v5—1)). \|p<v17m7vk_1>L (o) |2

ii) Probar que, si v1,...,v; son vectores linealmente independientes, (vol(P(vq,... ,vk)))2 =
det(G(v1,...,vk)).

iii) Sean vy,...,v, € R" linealmente independientes y sea A € R"*™ la matriz cuyas columnas son
los vectores vy, ...,v,. Probar que G(v1,...,v,) = A'. A. Deducir que vol(P(vy,...,v,)) =
| det(A)].

—4,5) en R2. Calcular

iv) Calcular el drea del paralelogramo definido por los vectores (2,1) y (
1) en R3.

el volumen del paralelepipedo definido por (1,1,3), (1,2, —1) y (1,4,

v) Sea f : R™ — R"™ un isomorfismo. Si v1,...,v, € R™ son linealmente independientes, probar
que

vol(P(f(v1),..., f(vyn))) = |det f|.vol(P(v1,...,v,)).

Ejercicio 20. Calcular f* para cada una de las transformaciones lineales siguientes:
i) f:R2 = R2  f(x1,20) = (3.1 + 22, —1 + T2)
i) f:C®— C3, f(oy,22,23) = (2.01 + (1 —4).20, w0 + (3 + 20).23, 21 + i.22 + 23)
iii) B = {(1,2,-1),(1,0,0),(0,1,1)}, f:R3> — R3 tal que

1 0 1
fs=(2 0 -1
01 0
iv) f:Ro[X] — Ry[X], f(p)=p (donde (p,q fo x)dx).

v) P € GL(n,C), f:C™"—CY™ " f(A)= 1AP QMMeM£%:WMBﬂ)
vi) py: RIX] = R[X], pur(p)=fp donde f e R[X] fo x)dx

Ejercicio 21. Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita. Sean f;
y fo endomorfismos de V' y sea k un escalar. Probar:

(it ) =H+1

i) (k.f1)* = k. ff

(fio fo)" = (f2)" o (f1)*

Si f1 es un isomorfismo, entonces f; es un isomorfismo y (i)~ = (f;1)*
((f)")* = h

fiofi=0=f1=0

i

1ii
iv
v

)
)
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Ejercicio 22. Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea
f:V — V una tranformacién lineal. Probar que Im(f*) = (Nu(f))*.

Ejercicio 23. Sea f: R? — R? la transformacién lineal definida por
f(z,y,2) = (—x — 3y — 22,4z + 6y + 22z, —3x — 3y).
Hallar un producto interno (,) : R? x R?® — R3 tal que f sea autoadjunta para (,).
Ejercicio 24. Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea S un

subespacio de V. Probar que la proyeccién ortogonal P : V' — V sobre S es autoadjunta. Calcular
sus autovalores.

Ejercicio 25.

i) En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz O € R™ ™ ortogonal tal que O.A.O!
sea diagonal:

5 0 =2
A:<_21 _21> A:(i _31> A= o0 7 -2
-2 -2 6

ii) En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz U € C"*" unitaria tal que U.A.U*
sea diagonal:

4 1 7 0 2 =1 — 0
1 3 27 1 -1 2 — 0
A= —i =2 3 i A= i i 2 0
0 1 -7 2 0 0 0o 3

Ejercicio 26. Encontrar una base ortonormal B de R? tal que |f|p y |g|p sean diagonales si las
matrices de f y de g en la base candnica son:

2 -1 1 3
-1 2) Y \31
Sugerencia: ver el ejercicio 33 de la practica 6.

Ejercicio 27. Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea
f:V — V una transformacién lineal.

Definicion: Se dice que f es normal si fo f*= f*o f.
i) Probar que si f admite una base ortonormal de autovectores, entonces f es normal.

ii) Probar que si f es normal valen las siguientes afirmaciones:

a) [[f(v)]| =f*(v)|| Yve V. En particular, Nu(f) = Nu(f*).
b) VA e C, f— A idy es normal.



c¢) Siw es un autovector de f de autovalor A, entonces v es un autovector de f* de autovalor
A

d) Ex={v eV /f(v)=Av} es f*-invariante.
iii) Probar que si f es normal, entonces admite una base ortonormal de autovectores.
(Sugerencia: observar que (Ey)* es f-invariante y f*-invariante).

iv) Deducir de lo anterior que las matrices unitarias son diagonalizables sobre C. Encontrar un
ejemplo de matriz ortogonal que no sea diagonalizable sobre R.

Ejercicio 28. Hallar la matriz en la base candnica de las siguientes transformaciones ortogonales:
: . T2 2 4 ‘ T
i) f:R* — R?, rotacién de dngulo 7.

ii) f:R? — R2?, simetria respecto de la recta de ecuacién z; — x93 = 0.

)
iii) f:R3 — R3, simetria respecto del plano de ecuacién xy + x9 — x3 = 0.
)

iv) f:R?® — R? rotacién de dngulo 7 y eje < (1,0,1) >.

Ejercicio 29. Sea f : R? — R3 la transformacién lineal cuya matriz en la base canénica es

1 V2 1
2 2 2
V2 0 V2
2 2
1 V2 1
2 2 2

Decidir si f es una rotacién, una simetria o una composicién de una rotacién y una simetria.
Encontrar la rotacién, la simetria o ambas.

Ejercicio 30. Sea f : R? — R? la transformacién lineal cuya matriz en la base canénica es

Ol ©lco Ol

Ol Ol Ol
Ol ©Ol—= Ol

i) Probar que f es una rotacién.

ii) Hallar g : R — R3 tal que go g = f.

(*) Ejercicio 31. Una funcién f : R? — R? se llama isometria si verifica que

d(z,y) = d(f(z), f(y) Va,yeR”

i) Probar que si f : R? — R? es una isometrfa tal que f(0) = 0, f resulta una transformacién
lineal y ademas f es ortogonal.

ii) Deducir que f : R? — R? es una isometria si y sélo si existen g : R? — R? transformacién
ortogonal y v € R? tales que f(z) = g(x) +v, Yz € R



