ALGEBRA LINEAL - Practica N°9 - Primer cuatrimestre de 2004

Variedades Lineales

Ejercicio 1. Sea V un K-espacio vectorial y sean P, Q € V; P # (). Sea S = < Q — P > y sea
M = S + P. Probar la validez de las siguientes afirmaciones:

i) Py @ estanen M.

i) M=S+Q

iii) Si M’ C V es una variedad lineal tal que P, Q € M’ entonces M C M.

)
)
iv) M={AQ+puP/ A, p e Kix+pu=1}

Ejercicio 2. Probar que cada uno de los siguientes conjuntos son variedades lineales y calcular su
dimensién:

i) M; = {(1‘1,1‘2,1‘3) €R3/2.x1 —x3=1 y o +x3 = —2}

i) My ={(1,2,3)} CR3

i) My = {P € Qq[X]/ P/(2) = 1}

v

)
)
)
) My={AecC>?/tr(A) =5}

Ejercicio 3.

i) Sea L C R? la recta que pasa por los puntos (2,—1,0) y (1,3, —1). Hallar una variedad lineal
M de dimension 2 que contenga a L. jEs M unica?

ii) Sea Il = {(z1, 22, 23) ER3 /2.2y —29 4+ 23 =1} ysea L = < (0,1,1) >+ (1,1,0). Hallar una
variedad lineal M C R? de dimensién 2 tal que M NII = L.

Ejercicio 4. Determinar la dimensién de la variedad lineal

M = {(xl,:zjg,xg) GR?’/xl —To+323=0,2.21 +29+w3 =1, —x1 + T2 +a.x3 :O}

de acuerdo a los distintos valores de a € R.

Ejercicio 5. Hallar ecuaciones implicitas para las siguientes variedades lineales:
i) M =<(1,2,1),(2,0,1) >+ (1,1,1) C R3.

ii) M C R* la minima variedad que contiene a (1,1,2,0), (2,1,1,0) y (—1,0,4,1).

Ejercicio 6.

i) Sea A e K™*"yseabe K™ tal querg(Alb) =rg(A). Probar que las soluciones de la ecuacién
A.x = b forman una variedad lineal y calcular su dimensién. ;Qué pasa si rg(A) # rg(A|b)?



ii) Sea M C K™ una variedad lineal. Probar que existen A € K"™*™ y b € K™ para algun m
conveniente tal que M = {z € K"/ A.x = b}.

iii) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita, B una base de V' y M C V una variedad
lineal. Deducir de ii) que las coordenadas de los elementos de M en la base B son exactamente
las soluciones de algin sistema lineal de ecuaciones.

Ejercicio 7. Sea L = < (2,1,1) >+ (0,—1,1) C R3.
i) Hallar un plano IT tal que 0 € Il y L C II.

ii) ;Existird un plano II' tal que L CII', 0 € IT" y (0,0,1) € II' simultdneamente?

Ejercicio 8.
i) Encontrar en R? dos rectas alabeadas que pasen por (1,2,1) y (2,1, 1) respectivamente.
ii) Encontrar en R* dos planos alabeados que pasen por (1,1,1,0) y (0,1, 1, 1) respectivamente.

iii) ;Hay planos alabeados en R3? M4s generalmente, si V es un K-espacio vectorial de dimensién
n'y My y Ms son variedades lineales alabeadas en V', ;qué se puede decir de sus dimensiones?

Ejercicio 9.
i) Sea S = < (2,—-3) > C R?. Hallar una recta L || S tal que (1,—1) € L. Graficar.
ii) Sea L; = < (2,1,0) >+ (0,0, 1). Hallar una recta Lo | L1 que pase por el punto (—1,3,0).

iii) Si Ly y Ly son las variedades de ii), hallar un plano IT € R3 tal que L1 C Il y Ly C II
simultaneamente. ;Es II inico?

iv) Con las notaciones anteriores, hallar un plano II' C R3 tal que II NI’ = L;.

Ejercicio 10. En cada uno de los siguientes casos, decidir si las variedades lineales My y My se
cortan, son paralelas o alabeadas. En cada caso, hallar My N Ms, M7 V My y calcular todas las
dimensiones:

i) M; = {($1,£U2,1‘3) S R3/.1‘1 +T9 —x3 = 1}
My =< (1,0,1) > + (0,0, —3)

i) My =< (1,2,1,0),(1,0,0,1) >+ (1,2,2, 1)
My =< (1,0,1,1),(2,2,1,0) > + (—1,4,2,—3)

111) M, = {($1,$2,$3,$4) €R4/CL‘1 —x9—1=x3+ 14 :0}
My = {<$1,$2,$3,x4) €R4/$1 —To=To+x3+x4—1 :O}

Ejercicio 11. Sean
M =< (1,1,1) >+ (0,2,0) y My = {(1‘1,1’2,1’3) S R3/a;1 + Xy — X3 =21 — T+ T3 = 1}.
i) Hallar planos IT; y [Ty de R? tales que My C Ty, My C Iy y I || [T simultdneamente.

ii) Hallar M N My y My V My y calcular sus dimensiones.



Ejercicio 12. Sean

Ly = {(a:l,a:g,xg)€R3/x1—3.x320,x2—x3:—2} y
Ly = {(%1,1’2,:133)€R3/$1—6.CIZ3:1,LIZQ+2..173:O}.

Hallar una recta L C R? que pase por el punto (1,0,2) y corte a Ly y a L.

Ejercicio 13. Sean A = (1,1,2) y B = (2,0,2). Sea Il = {(z1,72,73) € R3 /21 + 2o = 2}. Hallar
C € Il tal que A, B y C formen un tridngulo equilatero. ;La solucién es tnica?

Ejercicio 14. Se consideran en R? las rectas dadas por las ecuaciones Li : 29 =0, Ly : 29 = «
y L3 : x5 = 3, con a y 8 dos ntimeros no nulos y distintos entre si. Sean L y L’ dos rectas
transversales a L1, Lo y Ls. Probar que

d(L1 NL,LyN L) d(Ll N L,, LonN L,)

d(L2 NL,LsN L) d(L2 NL,LsN L/) )

Este enunciado se conoce con el nombre de Teorema de Thales.

Ejercicio 15.

Definicion: Dado el triangulo PQR, se llama mediana correspondiente al vértice P a la recta que
pasa por dicho vértice y por el punto medio del lado QR.

Se considera en R? el triangulo cuyos vértices son P = (0,0), Q = (c,0) y R = (a, b).
i) Probar que sus tres medianas se cortan en un punto M.

ii) Probar que si d(M, P) = d(M,Q) = d(M, R), el tridngulo PQR es equilatero.

Ejercicio 16.

Definicion: un paralelogramo es un cuadrildtero tal que sus lados opuestos son paralelos.

i) Probar que si el cuadrildtero dado en R? por los puntos (0,0), (a,b), (c,d) y (e,0) es un
paralelogramo, el punto de interseccién de sus diagonales es el punto medio de cada una de
ellas.

ii) Bajo las mismas hipdtesis de i), probar que si las diagonales son perpendiculares, los cuatro
lados son iguales.

Ejercicio 17. Sean Ay, Ay y Az en R3 tres puntos no alineados. Probar que el conjunto
S={zecR3/d(z, A) = d(z, Ay) = d(z, A3)}
es una recta ortogonal al plano que contiene a Ay, Ay y As. Calcular S en el caso A; = (1,—-1,0),

Ay =(0,1,1) y Ay = (1,1,2).

Ejercicio 18. Sea P : R? — R? la proyeccién ortogonal, para el producto interno canénico, sobre
el subespacio S = {(z1,2,73) € R3 /2.1 — 29 = 0}.



i) Encontrar una recta L C R3 tal que P(L) = (1,2,1). ;Es tinica?

2.%1 — T2 = 0

ii) Encontrar una recta L; C R? tal que P(L;) = Ly siendo Lo : {331 23— 0

. . Es tnica?

Ejercicio 19. Hallar en R” el complemento ortogonal a M que pasa por A, la proyeccién ortogonal
de A sobre M y d(A, M) en los siguientes casos:

)n=2 M:z1—22=2, A=(2,3)

3.r1+x3=1

x]—x2=—1" A4=(1,0,0)

ii) n=3, M:{

iii) n = 4, ;{xl_x2+x3:1, A=(0,2,0,—1)

2..%'1 — 3.£E4 =2

Ejercicio 20. Dado en R? el tridngulo de vértices A = (2, -3), B = (8,5) y C = (14,11), hallar
la longitud de la altura que pasa por el vértice A.

Ejercicio 21. Se consideran en R? los puntos O = (0,0), P = (a,b) y Q = (c,d). Dichos puntos
forman un triangulo isésceles con base PQ. Probar que la altura correspondiente a la base corta a
ésta en su punto medio.

Ejercicio 22. Sean en R? los puntos A; = (1,—1,0) y Ay = (1,1,1). Encontrar tres hiperplanos
H tales que d(Ay, H) = d(As, H).

Ejercicio 23.
i) Calcular el d4ngulo entre las rectas de R? definidas por L1 : 21 —22a =1 vy Lo :x; + 29 = 3.

il allar una recta L3 tal que An 1,L2) = An 2, L3 1MLy € Ls.
ii) Hall L 1 que Ang(Ly, Ly) = Ang(Lo,L3) y L1 N L L

Ejercicio 24. Sea L C R3 la recta L = < (1,—1,1) >+ (2,1,0). Encontrar un plano IT C R3 tal
que (2,1,0) € Iy Ang(L,II) = 7.

Ejercicio 25. Sean M; y My variedades lineales de R™, A € My, B € M> y S1, So los subespacios
de R™ asociados a M1 y a My. Si S =51 + S5 probar:

i) SSA-—B=v+4+uconvecSyuc S, entonces u no depende de la eleccién de A € M ni de
la eleccién de B € M.

ii) Six € My ey € Ms, entonces d(z,y) > || u ||.

iii) En la situacién de i), sea v = vy + vy con v1 € S yva € So. Si P = A+ (—n)y
@ = B+ vy, entonces P € My, Q € My y d(x,y) > d(P,Q) = ||ul|| Vo € My, y € M.
Luego || u ||= d(M7, My).



Ejercicio 26. Hallar la distancia entre M7 y My en los siguientes casos:

i) My = {(x1,22,23) €R3/x1 — 2.09 + 23 = 1}
My = {(z1,22,23) € R® /21 — 2.29 + 23 = 3}

i) My = {(z1,20,23) ER3 /21 + 29 =1, 17 — 23 =0}
My = {(x1,22,73) ER3 /21 + 20 + 23 =0, 23 = 1}

iii) My =< (1,-1,0),(2,1,1) > + (1,0,0)
My ={(3,0,1)}

iv) My = {(x1,22,73,24) ER* /1 — 20 + 23 = =2, 29 — 2.24 = 2}
My = {(z1,22,23,24) ER* /21 + 20+ 23 =0, 290 —2.24 = —8, 1 — T2 + 24 = 5}

Ejercicio 27. Utilizando el ejercicio 25, demostrar que si M; y My son variedades lineales de R™
con dim M; < dim My y My || Ma, entonces d(My, My) = d(P, M) para todo P € Mj.

Ejercicio 28. Sea en R? la recta L que pasa por los puntos (2, —1) y (5,3). Determinar una recta
L' || L tal que d(L,L") = 2.

Ejercicio 29. Sean en R3 la recta L = < (1,1,2) > y el punto P = (1,0, —2). Encontrar un plano
H ortogonal a L tal que d(P, H) = /6.

Ejercicio 30. Sean en R3 larecta L = < (1,2, —2) >+(0,2,0) y el punto P = (1,2,2). Encontrar
ecuaciones implicitas de una recta L’ ortogonal a L tal que d(P,L') =3y LN L ={. ;Es tnica?

Ejercicio 31. Sean
M, = {(1‘1,1‘2,1‘3) € R3/2..’E1 — T2+ T3 = 1} y My = (17 1, 1) +< (07 L 1)7 (1707 _2) >
Hallar un plano H tal que M; | H (i =1,2) y d(P,H) = d(P,, H).

Ejercicio 32. Sea L = < (3,0,—4) >+ (1,—1,0). Encontrar una recta L’ alabeada con L, tal que
d(L,L") = 2.

Ejercicio 33.
i) Construir una rotacién f : R3 — R3 tal que f(M;) = M> en cada uno de los siguientes casos:
a) My ={(1,2,-1)}, M,={(-1,2,1)}
) My = {(3? 372,.%'3) €R3/x1 — X9 =2, 13 = 1}
My = {(33 x2,T 3) € R3/x1 —2.x9=1,3.29 — 13 = _4}
) Ml - {(.Tl’l‘z, 3) €R3/x1 —x2+$3 :3}

ii) Encontrar My y My variedades lineales de R? de igual dimensién tales que no haya ninguna
rotacién f : R? — R3 que cumpla f(M;) = M.



Ejercicio 34. Sean en R? los planos II; y II; definidos por las ecuaciones:
II{ : 20 —23=1 y Iy : 290 + 23 = —1.

Definir una transformacién ortogonal f : R3 — R3 tal que f(II;) = Il y f(Il2) = II;.

Ejercicio 35. Sea k € R y sean II; y Il los planos en R3 definidos por
I = {(x1,22,23) ER¥ /) —azo+ 223 =k} y Tp=<(1,0,1),(0,1,2) >+ (1,—1,1).

Determinar k para que exista una simetria f : R* — R3 tal que f(II;) = Ilo. Para ese valor de k
hallar dicha simetria y calcular f(Ils).



