Curso de Verano 2004

ALGEBRA LINEAL

PRACTICA 2, PERMUTACIONES Y DETERMINANTES.

NOTACION: Se utilizaran dos formas alternativas para la escritura de una permutacion o € Sy:

1 2 3 ... n—1 n .
a) o = (al 4 s ... 4y an),conai€{172,3,...,n}, que significa:

o(l) =ay, 0(2) =az, o(n—1) =ap_1, o(n) = ay.

b) escritura en ciclos: o = (ajazas...ax), con a; € {1,2,3,...,n}, que significa:

o(ay) = ag, o(az) = a3, o(ax—1) = ax, o(ax) = a1, y o(x) = x para todo otro =z € {1,2,3,...,n}.
. . 1 2 3 45 6

De esta forma, en Sg por ejemplo, las notaciones (123)(34)(26) y 5 6 4 1 5 3 ) correspon-

den a la misma permutacion.

1. Sean o1, 02, o3 las siguientes permutaciones:

_ (123456 (123456 e
= \46 51 3 2 2= \5 326 41 3=

(i) Hallar o102, 0201, 0203, (0102)03, 01(0203) y 030207.

3 )
6 1

1 2 4 6
3 5 4 2
(ii) Hallar (contando las inversiones) el signo de o1, 02, 03, 1 = 010203, ¥ P2 = 030207.

(iii) Descomponer o1, 02, 03, ©1 y (2 como:

producto de ciclos disjuntos.
producto de transposiciones cualesquiera.
producto de transposiciones del tipo (i ¢ + 1).

o T

producto de transposiciones del tipo (1 7).

2. Hallar las inversas o L oy L o3 L'y resolver todos los items del ejercicio anterior con o; Len
lugar de 0;. Se sugiere encontrar la manera general de invertir un ciclo, y usarla para evitar
las cuentas.

3. Descomponer en producto de ciclos disjuntos y calcular el orden de:
c=1(123)45)(16789)(15), p=(14)(123)(45)(14).



4. Determinar el signo de las siguientes permutaciones:
(i) o1 =(123)(12),00=(12345)(45), 03 =(12)(13)(14)(15).
(ii) . 1 2 3 ... n—1 n
We=\n n-1n-2 ... 2 1
(iii) ¢ = (araz2as3...ax).
Depende el signo de las permutaciones anteriores del S,, donde estan 7.

5. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

. -3 2 (2 =2 Lo25
i) 45 ii) 11 i) | -3 0 -1
1 -4 -2
2 3 =25 5o 4 =2 5
iv) —21 _11 —32 V) A =506 vi) 2 =3 06
P 2 0 -1 7 0 0 2 0
6 3 —4 8 -4 3 3 8

6. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

) sina  cosa b) a c+di ) a+bi c+di d) 1+v2 2—3
a —cosa sin c—di b ¢ c—di a—bi 243 1-+V2

L lesa 01 1 0 i 1+ 1 1 1
e) <10 ) glb > Al 101 ol —i 1 o0 Nl 1 w w?
Sa 11 0 1—i 0 1 1 w? w

donde w = cos(2 7) + i sin(2 ).
7. (i) Determinar si los siguientes productos aparecen en el determinante de orden 5:

a) 0130240234103, b) az1a13a34a55042.

(ii) En el determinante de orden 6, cuales son los signos de los siguientes productos:
a) a23031042056014065, b) aszas3a14a51a66a25-

(iii) Encuentre todos los posibles valores de j y k tales que el producto asjassasrassass
aparezca en el determinante de orden 5 con signo “+”.

(iv) Escriba todos los terminos del determinante de orden 4 que contienen al factor ass y
llevan signo 7+

(v) Usando unicamente la definicion del determinante calcular los coeficientes de 23 y 2* en
la expresion:

2 x 1 2
1 = 1 -1
flo) = det| o o o
1 11 1



10.

11.

12.

Sea A una matriz cualquiera, y sea x = det(A). Calcular las expresiones:
a) /() = det(24),

b) g(z) = det(—A),

¢) h(z) = det(B),

donde B es la matriz que tiene como primer fila a la segunda fila de A, como segunda fila a la
tercer fila de A, y asi siguiendo, hasta la anteultima fila que es la ultima fila de A, y la ultima
fila que es la primer fila de A.

(i) Si A e K™ Be K™™y (C e K™ sea M € K"tm)x(m+m) 1y matriz de bloques

definida por M = <1§ g) Probar que det(M) = det(A)det(B).

(ii) Ver que en general es falso que si M es una matriz de bloques M = (é g), se tenga

que  det(M) = det(A)det(B) — det(C)det(D).

Dados n numeros (o elementos de un cuerpo cualquiera) ai, ag, ..., ay, se llama determinante
de Vandermonde al determinante formado poniendo en la fila ¢ a las potencias de a;:
2 n—1
1 a1 a7 ... af
1 ay a2 ... a?!
2 2
V(ay, ag, ...,an) = det
1 : : :
2 n—1
1 ap a; ... ay

Calcular V (a1, a2), V(a1, az, a3), V(a1, az, a3, as4). Adivinar una formula general.

Calcular usando determinantes:

(i) El area del cuadrilatero de vertices (0, 0), (3, 0), (4, 1), (4, 4). Se sugiere hacer un
dibujo y encontrar paralelogramos cuya area esta dada por un determinante.

(ii) El volumen del paralelepipedo que tiene a (0, 2, 0), (0, 0, 0), (2, 0, 0), (1, 1, 5) como
vertices adyacentes.

Calculo de determinantes por el algoritmo de Gauss:

(i) Observar que luego de una operacion elemental, el determinante no cambia, cambia de
signo, o queda multiplicado por un escalar (# 0), segun sea el caso.

(ii) El determinante de una matriz escalonada cuadrada es el producto de los elementos de
la diagonal.

(iii) Deducir de los dos items anteriores un metodo para calcular determinantes por medio del
algoritmo de Gauss, y calcular con este metodo los determinantes del ejercicio 5 (notar
que en cuanto aparezca una columna sin pivote el determinante es nulo).



