Curso de Verano 2004

ALGEBRA LINEAL

Practica 6:
a) Clasificacion por signatura de las formas cuadraticas. b) Formas bilineales.
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1. Sea A cada una de las siguientes matrices simetricas:

1 1 -2 -3

2 3 =3 2 0 1 1 1 2 -5 1
-3 7 =5 1 -2 2

3 4 5 5 8 L9 . -2 -5 6 9

-3 -1 9 11

Por medio de operaciones de filas y columnas en A, y solo las correspondientes de filas en I,
encontrar P inversible tal que P'AP sea diagonal. Encontrar la signatura de A.

2. Sea f = f(z1, m2) = 31y — 2x1y2 — 4x2y1 — Toys definida en R?, E = {(1, 1), (1,2)},
F={(1, -1), (3, 1)}. Encontrar P = C(F, E), A = [f]g, B = [f]F y verificar B = P'AP.
3. Para cada una de las siguientes formas cuadraticas haga lo siguiente:

a) Encuentre la expresion de la forma como + suma de cuadrados en variables (y1, y2, y3, Y4).
Cual es la signatura 7.

b) Encuentre el cambio de variables (coordenadas) P, (y1, Y2, ys, ya)! = P(x1, xa, x3, 74)".

c) Reemplace en la expresion a), haga las cuentas, y verifique que se recupera la forma original
en las variables (z1, T2, x3, 24)

d) Si A es la matriz de la forma cuadratica en las variables z, y B es la matriz diagonal de la
forma cuadratica en las variables ¥, verificar que P!BP = A.

e) Cual es la base en la que la forma cuadratica es una £ suma de cuadrados 7.

(i) 22 + 22129 + 223 + 4wow3 + 523
(ii) ZL’% + T1T9 + T3%4
(iii) m% —2x129 + 22123 — 22124 + x% + 22023 — dwomy + xg — 2@21

4. Encontrar la matriz diagonal (con £1’s) correspondiente, el rango y la signatura de las las
siguientes formas cuadraticas (no se pide encontrar el cambio de coordenadas):

(1) 2z129 + 2x123 + 22124 + 22125 + 22223 + 20214 + 2x0x5 + 22374 + 20325 + 22475
(ii) 22 + 23 + 2&;5 + 22 + 23:% + 2:1:% + 2z129 + 62123 + 22124 + 421275 + 62126 + 27074 +
droxs + 2x3x4 + 4316 + 4475

5. Hallar todos los a € R tales que la cuadrica
2azrire + 202973 + ax% —2ax] — 209 — 2023+ 1=0

sea un hiperboloide de dos hojas (signatura = —1)).



10.
11.

12.

13.

14.

. Encontrar el centro (si lo hay) y clasificar las siguientes cuadricas:

(1) 222 4+ 1723 — 122129 + 42123 — 102073 = 1

(i a:% + 1335% + 2833% + 4x129 + 102123 + 2620203 = 67
(iii) 22 + 623 — 23 — 27129 + 27123 — 122973 + 2072 — 623 = 0
x% + 936% — 335% — 8xr1x9 — 2x123 + 8x013 — 221 — 620 + 223 = 6

ZL’% + 31’% + 5:6% — 2x120 — 4x23 + 4013 — 421 + 829 + 1023 = —8

(iv

)
)
)
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. Encuentre una matriz P de cambio de variables que lleva la forma cuadratica a una 4+ suma

de cuadrados y clasifique las siguientes cuadricas:

(i) 322 + 323 + 623 + 22129 — 4123 — w23 = 0
(ii) T1To + X123 + o3 = 0
(iii) 222 + 23 — dz179 — 493 = 0
(iv) 323 + 4a3 + 523 + 4z129 — 4dwox3 = 0

—_—— b et
. Sea V un espacio vectorial, y B(V) el espacio formado por todas las formas bilineales f
sobre V. Demostrar que dada cualquier base H, H = {hy, ha, ... h,}, la matriz asociada

([f]m)ij = f(hs, h;) define un isomorfismo gy : V- — K™, gu(f) = [f]u-

. Demostrar que B(V) = S(V) @ AS(V), donde S y AS indican los subespacios de las formas

simetricas y antisimetricas respectivamente. Que pasa si K = Fy = {0, 1} 7. Hallar las
dimensiones de S(V) y AS(V).

Cual es la dimension del espacio de formas cuadraticas 7

Verificar la forma polar f(v, w) = 1/2(f(v+w, v+ w) — f(v, v) — f(v, w)) (donde f es una
forma bilineal simetrica cualquiera).

Una forma bilineal simetrica es no degenerada cuando f(v, w) = 0 Yw implica que v = 0.
El Nucleo de una forma bilineal simetrica es el subespacio (demostrar que es un subespacio)
de los v tales que f(v, w) = 0 Vw. O sea, que f sea no degenerada significa que su Nucleo
es {0}. Demostrar que f es no degenerada <= f(v, v) =0 implica que v =0. <=
para alguna base H, la matriz [f]y es inversible <= para toda base H la matriz [f]g es
inversible.

Analizar si las siguientes formas bilineales son degeneradas. En caso de serlo hallar una base
del nucleo. Calcular el rango, el indice y la signatura.

(i) f = f((21, w2, 3), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + 272y + 3T3Yy3 — T1Y3 — 3Y1 + 27293 + 273Y2
(i) f = f((z1, 22, x3), (Y1, Y2, ¥3)) = T1Y1 + T3Y3 — T1Y3 — T3Y1

Sea f la forma cuadratica en R?, f = f(z1, 29) = ax? + bryxg + 3.
(i) Cual es la forma bilineal simetrica asociada a f 7.

Demostrar;
(ii) f es no degenerada <= b? — 4ac # 0.
(iii) f es definida positiva <= a >0 y b* —4ac < 0.



