Curso de Verano 2004

ALGEBRA LINEAL

Practica 7: Espacios euclideos

1. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso afirmativo encon-
trar su matriz en la base canonica.

=2.21.91 + 3.x2.y1 — x2.y2 + 3.21.y2

y)

x,Y) = T1.Yy1 + T2.y1 + 2.22.y2 — 3.T1.92
Y) = 2.21.91 + T2.Yy2 — T1.Y2 — T2.Y1
y)

= 271Y1 + T2Y2 — T1Y2 — T2Y1

2. Sea V un espacio vectorial euclideo. Verificar la siguiente formula polar:

1 1
(woy) = plle ol = plle—yl? Veyev

3. Sea A € R**%. El criterio de Sylvester para n = 2 resulta ser el siguiente enunciado:

Sea @ : R? x R? — R definida por ®(z,y) = y.A.x'. ® es un producto interno si y solo si
A= At, aip >0 y det(A) > 0.

Demostrarlo sin usar el criterio de Sylvester, es decir, demostrar el criterio en el caso particular
n = 2. Le encuentra alguna relacion con el gjercicio 14 de la practica 6 7.

4. Determinar para qué valores de a y b en R es
O(x,y) = ax1y1 + br1ye + brayr + bxays + (1 + b)xsys
un producto interno en R3.

5. Sea @ : R? x R? — R el producto interno definido por

P(z,y) = x1y1 — 221y2 — 222y1 + 62212
Encontrar una base de R? que sea ortonormal para ®.

6. En cada uno de los siguientes casos, hallar un producto interno en V para el cual la base B
resulte ortonormal.

(i> V= R2 y B= {(17 1)? (2a _1)}
(i) V=R*y B={(1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}

7. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios vectoriales
considerados:

@) () : R x R™™ LR, (A, B) = tr(AB).
(i) (,):C[0,1] x C[0,1] = R, (f,9) = [y f(x)g(x)dw



8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(i) () :R*xR" =R, (z,y) =y Q'Qa’

X . . .
donde Q € R"™™" es una matriz inversible.

Restringir el producto interno del item ii) del ejercicio anterior a R,[X] y calcular su matriz
en la base B={1,X,...,X"}.

Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V:

() V=R* S=5((1,21)
a. Para el producto interno canénico.

b. Para el producto interno definido por

(r,y) = 2191 + 222y2 + T3Y3 — T1Y2 — T2Y1.
(ii) V = RY, §= S((1,1,0,-1),(-1,1,1,0),(2,—1,1,1)) para el producto interno canénico.
(i) Hallar bases ortonormales para los subespacios del ejercicio anterior para cada uno de
los productos internos considerados.
(il) Hallar el punto de S més cercano a (0,1,1,0). Calcular la distancia de (0,1,1,0) a S.

Considerar R* con el producto interno canonico. Encontrar la distancia de v = (1, 3, —2, 0)
al subespacio S = S((0,-3,-1,5), (4,-1,-3,3))

Sea V = R, [X] con el producto interno (f, g) fo x)dx. Encontrar la distancia de
—z" al subespacio de polinomios de grado < n — 1.

Se considera C**® con el producto interno (A, B) = tr(AB'). Hallar el complemento ortogonal
del subespacio de las matrices diagonales.

Se considera R3[X] con el producto interno (f, g) f f(x)g(x)dz. Aplicar el proceso de

Gram-Schmidt a la base {1, X, X2 X3}. Hallar el complemento ortogonal del subespacio
S =5(1).

Se considera C[—1, 1] con el producto interno (f, g) f f(z)g(z)dz. Hallar el polinomio de
grado menor o igual que 3 mas proximo a la funcion f(x ) = ben(mv).

Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S = S(1,z, 22, 23, sen(rx)).
Se considera C[0, 7] con el producto interno (f, g) fo

(i) Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base B = {1, cos t,sen t}.

(ii) Sea S el subespacio de C[0, 7] generado por B. Hallar el elemento de S méas proximo a
la funcion f(z) = =.

Sea V' = Ry[X] con el producto interno ( f 9) fo x) dz. Encontrar los angulos del
triangulo ABC, donde B=2% C=1—-2y A=1.

Se considera C0, 1] con el producto interno (f,g) = fo x)dr. Sea f = 2% + 1,
g=ar’+1 con a € R tal que g sea ortogonal a f Encontrar a y verificar el teorema
de Pitagoras ||f + g|* = || fI]* + ||g]1*.



