Curso de Verano 2004

ALGEBRA LINEAL

Practicas 9 y 10 (abreviadas). Polinomios minimal y caracteristico, forma de Jordan:

1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la matriz A en cada
uno de los siguientes casos:

(Analizar por separado los casos K =R y K = C)

A = <_13 _31> i)A = (; _31> ii)A = (_Oa g) aeR

0 2 1 1 00 a 1 1
ivyA=|[-2 0 3| v)JA=la 1 0], acR viii)A=|1 a 1], acR
-1 -3 0 0 a 1 1 1 a

2. Sea A € K™*"™,

(i) Probar que A y A tienen los mismos autovalores. Dar un ejemplo en el que los autovec-
tores sean distintos.

(ii) Probar que si A es inversible, entonces 0 no es autovalor de A; y si  es un autovector
de A, entonces x es un autovector de A71.

3. Dadas las matrices A € C2*? y los polinomios P € C[X], calcular P(A) para:

) A:G g) ) P=X—1,b)P=X2—1, ¢) P= (X — 1)

(i) A= G _OZ> P =X3—iX241+i

4. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

2 -1
(i) Calcular A* —4A43 — A2 +2A — 5[5 para A = (1 3 )

(i) Calcular A% para A =

O =
— O O
S O O

(iii) Calcular (11 _21> VneN

1

(iv) Dada A = (_1 4

>, expresar a A~! como combinacion lineal de A y de I5.

5. Hallar el polinomio minimal de las siguientes matrices (comparar con el caracteristico):



i) <4 1) ii) <1 0) iii) <Z O) (1) 1
—2 1) 1 1) > 1 i) >
00

1
1
1

10 0 00 1 1 ¢ 1 0 a 0 0 0
. 010 -1 1 a 00
v) {0 2 0 , vi) |0 1 0 ,  ix)
00 2 10 0 002 O 01 a O
0 00 2 0 0 0 a

6. Para cada una de las matrices A del ejercicio 1, sea U una base de K™ y sea f: K™ — K™ la
tranformacion lineal tal que |f|y = A. Decidir si es posible encontrar una base B de K™ tal
que |f|p sea diagonal. En caso afirmativo, calcular C(U, B).

7. Sea f : R* — R3 la transformacion lineal definida por:

f(ZL',y,Z) = (—l' - 2y+6z,4y, —T — 3y+4z)

(i) Encontrar una base B de R? tal que |f|p sea diagonal.
n

-1 -2 6
(i) Calcular | 0 4 0] ,VnelN
-1 -3 4
-1 -2 6
(iii) Hallar, si es posible, una matriz P € R¥® talque P2= | 0 4 0
-1 -3 4

8. Sea f: R® — RR® la transformacioén lineal definida por:

f(x1, @2, 23, 24, x5) = (2, 23, T4, x5,0)

(i) Hallar, para cada 0 < i < 5, un subespacio S; de R con dim(S;) = i que sea f-invariante.

(ii) Probar que no existen subespacios propios f-invariantes S'y T de R® tales que R® = S&T.

-1 0 2
9.9 a A= 5 4 2 | eR>3 ysea fa:R®— R? la transformacion lineal definida por
-4 -3 -2

fa(z) = Az. Hallar subespacios propios S y T de R®, f4-invariantes, tales que S & T = R>.

Forma de Jordan caso nilpotente

10. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A € C°*5 donde

000 O0O0
10 000
A=1|11 1 0 0 0
11100
11110



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A € C2*9:

000000000

000000DO0O0O

000000O0O0 1

000000DO0O0O

A=10 0100 00 0 0

00000000 DO

000100000

000001000

110000000

Dadas las matrices A y A’ en K66

000000 010000
100000 001000
010000 o looo 10 o0
A=100100 0 y o A=l00001 0
000100 00000 1
000010 000000

(i) Probar que ambas son nilpotentes y que A es semejante a A’.

(i) Dar bases B y B’ de R5[X] tales que la matriz de la derivacion en la base B sea A y en
la base B’ sea A’.

(iii) Calcular A* para cada k € N.

Sea A € C%*% una matriz nilpotente tal que A% # 0 y sea {v1, v2,v3,v4,v5,v6} una base de
Jordan para A. Calcular la forma y una base de Jordan para las matrices A%, A3, A%y A°.

Sean A; (1 < i < 6) matrices en C®*® nilpotentes tales que m4, = X® (1 <i < 6). ;Es
cierto que necesariamente dos de estas matrices son semejantes?

Sean A, B € C5%6 nilpotentes tales que my4 = mp y rg(A) = rg(B). Probar que A y B son
semejantes. ;Es cierto esto en C7*7?

Decidir si existe A € C8*8 nilpotente tal que rg(A) = 6, rg(A42) = 4, rg(A43) = 3, rg(A?) =1
y rg(A®) = 0 simultdaneamente. En caso afirmativo, exhibir una.
Forma de Jordan caso general

Hallar la forma y una base de Jordan de A € C™*™ en cada uno de los siguientes casos:

1 1 -1 3 0 8 -4 2 10 -2 8 6

-3 =3 3 3 -1 6 -4 3 7 -4 10 6

-2 -2 2 -2 0 =5 -3 1 7 4 -8 —4
1 _1 2 1 2 3 4 3 1 0 0 3 -1 —-10 16
3 _3 6 01 2 3 -4 -1 0 0 1 1 3 =2
9 _9 4 0 01 2 7 1 2 1 0 O 5 =9
0 001 -17 -6 -1 0 0 O 4 =7



18. Sean A, B € C®% tales que Xy = X = (X — 1)3(X —3)2 y my = mp. Decidir si,
necesariamente, A es semejante a B

19. Encontrar todas las formas de Jordan posibles de la matriz A € C™*"™ en cada uno de los
siguientes casos:

() Xa(X) = (X 24X =3)2 5 ma(X) = (X —2)%(X —3)?
(i) Xa(X)=(X -7 ; ma(X)=(X—7)?
(i) Xa(X)= (X =27 ; ma(X)=(X —2)°
(iv) Xa(X) = (X =3)4X =5)1 5 ma(X) = (X —3)2(X —5)?

20. Sea A € C'®*1 yna matriz con autovalores i, A vy A3 y que cumple, simultaneamente:
rg(A — MId) =13, rg(A — \1d)? =11 , rg(A — M\ Id)3 =10 , rg(A — M Id)* =10 ,
rg(A — Aold) =13 | 1g(A — MoId)? = 11 | rg(A — \oId)3 = 10 , rg(A — XoId)* =9,
rg(A — A3ld) = 13 | rg(A — \31d)? = 12 , rg(A — N\31d)3 = 11.

Hallar su forma de Jordan.

21. Sea A € C*** la matriz

3 0 -1 0
0 2 0 O
A= 1 0 1 0
-2 1 2 2

Encontrar subespacios de dimensién 1, 2 y 3 que sean A-invariantes.

22. Dada una matriz J, si se descompone J = D + N, con D diagonal y N nilpotente tales que
DN = ND, las potencias de J pueden calcularse usando el binomio de Newton. A su vez,
esto permite calcular las potencias de una matriz A = P~1JP semejante a J.

Sea A € RS la matriz:

0 0 0 0 O
-1 0 0 -1 1
A=1]1-1 -1 2 0 1
-1 0 0 -1 1
-1 0 0 0 O
(i) Hallar la forma y una base de Jordan para A.
(ii) Calcular A™ para cada n € N.
23. Sean A, B € C*** las matrices
20 0 O 0 -1 -1 0
0 0 -1 -1 1 2 1 0
A= 01 1 O , B= 0 0 1 0
0 0 1 2 0 0 0 2

Decidir si A y B son semejantes.

24. Sea A € C™ ", Probar que A y A! son semejantes.



