Primer cuatrimestre 2006

ALGEBRA LINEAL

PRACTICA 5.

Clasificacién por signatura de las formas cuadraticas.

1. Sea A cada una de las siguientes matrices simétricas:

9 3 1 -3 2 0 1 1 1 9 _5 1
3 4 -3 7 -5 1 -2 2 9 _5 6 9
2 -5 8 1 2 -1

Por medio de operaciones de filas y columnas en A, y solo las correspondientes de filas en I,
encontrar P inversible tal que P!AP sea diagonal. Encontrar la signatura de A.

2. Sea f : R? = R, f(x1, 22) = 3x1y1 — 2x1y0 — daoyy — xoy2, E = {(1,1), (1,2)}, F =
{(1, =1), (3, 1)}. Encontrar P = C(F, E), A= [f]g, B = [f]F y verificar B = P'AP.
3. Para cada una de las siguientes formas cuadréticas haga lo siguiente:

a) Encuentre la expresion de la forma como + suma de cuadrados en variables (y1, y2, Y3, y4)-
Cudl es la signatura 7.

b) Encuentre el cambio de variables (coordenadas) P, (y1, y2, ys, ya)! = P(x1, xa, 13, 14)".

¢) Reemplace en la expresion a), haga las cuentas, y verifique que se recupera la forma original
en las variables (z1, xo, x3, 4)

d) Si A es la matriz de la forma cuadratica en las variables z, y B es la matriz diagonal de la
forma cuadrética en las variables ¥, verificar que P!BP = A.

e) Cual es la base en la que la forma cuadratica es una + suma de cuadrados ?.

(i) 2% + 22129 + 223 + 4973 + 523
(ii) (L‘% + T1x9 + T324

(iii) 22 — 2z129 + 22173 — 27174 + 5 + 27073 — dw0T4 + 33§ — 222

4. Encontrar la matriz diagonal (con +1’s) correspondiente, el rango y la signatura de las sigu-
ientes formas cuadréticas (no se pide encontrar el cambio de coordenadas):

(1) 2z129 + 2x123 + 22124 + 20125 + 22073 + 22914 + 2x0x5 + 22374 + 20325 + 2x475

(ii) x% + x% + 2x§ + x?l + 23:% + 295% + 2x129 + 62173 + 22124 + 42175 + 62126 + 27274 +
dxoxs + 2x3x4 + 42376 + 42475

5. Hallar todos los « € R tales que la cuadrica
2ax1x9 + 200013 + ozxg —2axy — 2029 — 203+ 1 =0

sea un hiperboloide de dos hojas (signatura = —1).



10.
11.

12.

13.

14.

. Encontrar el centro (si lo hay) y clasificar las siguientes cuédricas:

(i) 2x% + 173:% — 122129 + 42123 — 102923 = 1
(ii) 2% + 1323 + 2822 + 42129 + 103173 + 267973 = 67
(iii) 2} + 623 — 2% — 22129 + 22123 — 127923 + 2029 — 623 = 0
(iv)
)

(v

a:% + 91’% — 33:% — 8x1x9 — 22123 + 8roxs — 211 — 629 + 2203 =6

x% + 31:% + 533% — 2x120 — 4x23 + 4013 — 421 + 829 + 1023 = —8

. Encuentre una matriz P de cambio de variables que lleva la forma cuadratica a una 4 suma

de cuadrados y clasifique las siguientes cuadricas:

(i) 322 + 322 + 6m§ + 2x1x9 — 411203 — 403 = 0

2:5% + 93% —4x1290 — 4x03 = 0

)
(ii) T1To + x123 + o003 = 0
(iii)

)

(iv) 3z% + 423 + 530% +4xx9 — 4923 = 0

Formas bilineales.

. Sea V un espacio vectorial, y B(V) el espacio formado por todas las formas bilineales f

sobre V. Demostrar que dada cualquier base H, H = {hy, ha, ... h,}, la matriz asociada
([f1m)ij = f(hi, hj) define un isomorfismo gg : V- — K™*", gu(f) = [flu.

. Demostrar que B(V) = S(V) @ AS(V), donde S y AS indican los subespacios de las formas

simétricas y antisimétricas respectivamente. ;Qué pasa si K = F, = {0, 1}?7 Hallar las
dimensiones de S(V) y AS(V).

. Cudl es la dimensién del espacio de formas cuadraticas ?

Verificar la forma polar f(v, w) =1/2(f(v+w, v+ w) — f(v, v) — f(v, w)) (donde f es una
forma bilineal simétrica cualquiera).

Una forma bilineal simétrica es no degenerada cuando ®(v, w) = 0 Vw implica que v = 0.

Sea ® una forma bilineal simétrica. Probar que son equivalentes.

(i) ® es no degenerada.
(ii) ker(®) =0
(iii) Existe una base B de V tal que Gp(®) es inversible.

Analizar si las siguientes formas bilineales son degeneradas. En caso de serlo hallar una base
del nucleo. Calcular el rango, el indice y la signatura.

(i) f((z1, z2, x3), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + 2x2y2 + 3x3Yy3 — T1Y3 — T3Y1 + 2T2Y3 + 2T3Y>2
(ii) f((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1Y1 + T3Y3 — T1Y3 — T3Y1

Sea f la forma cuadratica en R?, f = f(z1, x9) = ax? + bryxg + 3.



(i) §Cual es la forma bilineal simétrica asociada a f7
Demostrar;
(ii) f es no degenerada <= b? — 4dac # 0.
(iii) f es definida positiva <= a >0 y b? — 4ac < 0.

15. Demostrar que toda forma bilineal ¢(u,w) de rango uno puede escribirse como:

o(u, w) = ¢(u,a).(b,w)para algina € V,b € V.

16. Demostrar que:

(i) Si A es definida positiva, el elemento maximo (en modulo) de A se encuentra en la
diagonal.

(ii) Si A es definida positiva, el minimo de la funciéon (Az,z) — 2(b,x) se encuentra en la
solucion del sitema Ax = b (b constante fijo de antemano).



