ALGEBRA LINEAL - Practica N°1 - Segundo Cuatrimestre de 2006

Espacios Vectoriales

Ejercicio 1.

i) Representar graficamente en el plano los siguientes vectores:
-L1); (23 (-LD+(23); 3.(-1L1)+35.(23)

ii) Sean v,w € R?. Interpretar geométricamente —v, 3.v, %.v, v+w, v—w.

iii) Sean v = (3,1), w = (2,4) € R2. Representar graficamente los conjuntos:
Sp={rv/reR}
Sy ={rw/reRs}
Sz ={rv+sw/r,seR}
Sy={rv+sw/r,seR,0<rs<1}
Ss={rv+sw/r,seR,0<rs<1,r+s=1}

Ejercicio 2. Probar en cada caso que el conjunto V con la suma y el producto por escalares
definidos es un espacio vectorial sobre K.

i) V=KN={(a;)ien = (a1,0a9,...,an,...)/a; € K Vi€ N}, el conjunto de todas las sucesiones
de elementos de K (donde K es un cuerpo cualquiera).
+ ¢ (ai)ien + (bi)ien = (ai + bi)ien
k.(ai)ien = (k-a;)ien
ii) X es un conjunto, V= P(X), K = Zs.
+ : B+C=BAC
0.B=0, 1.B=B
i) V =Rsg, K = Q.
@ adb=ab
® : 2®a=Ya™

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial sobre K, k € K, v € V. Probar las siguientes afirmaciones:

i) 0.v=0

i) k.0=0

iii) (=1)w=—v

iv) —(—v)=wv

v) ko=0=>k=06v=0
vi) —0=0



Ejercicio 4.
i) Sea v € R? un vector fijo. Se define la funcién f, : R? — R? de la siguiente forma:
fo(z,y) = (z,y) +v
Interpretar geométricamente el efecto de f, sobre el plano (f, se llama la traslacion en v).

ii) Probar que R? es un R-espacio vectorial con la suma +(2,1) ¥ el producto por escalares .( 1)
definidos de la siguiente forma:

(,9) +@ (@,y) = (x+2"=2,y+y —1)
T'(Z,l)(xvy) = T($—2,y—1)+(2, 1)

(Este espacio se notara Ré 1) bara distinguirlo de R? con la suma y el producto usual. La
notacién se basa en que el (2,1) resulta el neutro de la suma + 1)).

iii) Interpretar geométricamente +2,1) Y -(2,1) teniendo en cuenta que:

(2,9) +e1 (& y) = fe(fieo—1(@y) + fea-n (' y"))
7‘-(2,1)(%9) = f(2,1)(7“'f(—2,—1)(55ay))

Ejercicio 5. Sea S = {f € R[X]/ f(1) = f(2)}.
i) Verificar que la suma usual de polinomios es una operacién en S (es decir: f,g € S= f+g € S)

ii) Verificar que el producto usual de un niimero real por un polinomio es una accién de R en S
(esdecir: reR, feS=r.fef)

iii) Probar que (S, +, .) es un R-espacio vectorial. (Sise minimiza el trabajo sélo debera verificarse
una propiedad para esto. Comparar i), ii) y iii) con el criterio para decidir si un subconjunto
es un subespacio.)

Ejercicio 6. Caracterizar geométricamente todos los subespacios de R2.

Ejercicio 7.

i) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta pero
no para la multiplicacién por escalares.

ii) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la multiplicacién por escalares
pero no para la suma.

Ejercicio 8. Decidir cuédles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V como K-espacio
vectorial:

i) S;={veR3/v=0a.1,0,0) +b.(1,1,1);a,6 cR} V=R3> K=R
ii) Sean {aij}lgiJSg eR ﬁjOS.
a11.21 + a12.272 + a13.23 = 0

Sy = {(Il,l‘g,xg) GR?’/{agl.xl+a22.x2+a23.x3:0} V=R K=R
as1.r1 + asz.r2 + agz.x3 =0
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) Ss={ai/acR} V=C K=R6K=C

) Sa={feK[X]/f(1)=0} V=K[X]

) Ss={feK[X]/f=06gr(f) 22} V=K[X]

vi) S¢ ={f € K[X]/f=06gr(f) <5} V=K[X]

) S ={M e K™ /M!=—-M} V=K""

) Ss={f€C®R)/f"+3f =0} V=C=R) K=R

) So={veRy, /z+y=3} V=Ry,) K=R

x) S10 = {(as)ieny €KY /a3 =0} V=K

xi) S11 = {(ai)ien € KN /Ik eNtal que a, =0Vr >k} V=KV
xii) S12 = {(a;)ien € KN /aj.a2 =0} V=KN

Ejercicio 9.
i) Encontrar subespacios S y T de R? tales que S U T no sea subespacio.

ii) Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V. Probar que S UT es un subespacio de
V< SCTo6TCS.

Ejercicio 10. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes K-espacios vectoriales:
) S={(z,4.2) R} Ja+y—2=0}, K=R
ii

1ii

i) S
i) K
i) Kn[X]={f €K[X]/f=06gr(f) <n}
iv) K[X]
v) Kmxn
i) Cm" K=R
i)

V1

vii

P({a,b,c}), K=17Zy

Ejercicio 11. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas.
i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V, k € K.
Entonces < v, w>=<v, w4+ kv >.
ii) Sean vy, va, v3, v4, w € R” tales que < vy, vy, w > = < V3, Vg, W >.
Entonces < vi, v9 > = < v3, vg >.

iii) Sea V un K-espacio vectorial y sean vy,..., v,, w € V.

<Vl,ee oy Up, W>=<V1,...,0p > <= WEV,..., Uy >



Ejercicio 12. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales (K = R).

T1+x0—223+14 = 0 T+ a9 —234+1x4 = —2
i) 3r1 —2x9+2x3+5x4 = 0 ii) 3r1 —2x0+23+54 = 3
r1—x9+ax3+2x4 = 0 Ty —To+2x3+24 = 2
r1txetas—2x4+ax5 = 1 1 +r2t+w3t+as = 2
iii) 1 —3xo+x3+x4+2x5 = 0 iV) 1+ 3x2+2x3+4x4 = 0
3r1 —dxo+3x3+3x5 = 0 2x1 + 13 — x4 = 6
,Cambia algo si K = Q7 ;Y si K=C?
Ejercicio 13.
i) Resolver los siguientes sistemas y comparar los conjuntos de soluciones (K = R).
r+2y—3z = 4
2y — = 4
a) {x+2y—3z=4 b) {3;—:_3y +322 _ 11 c) r+3y+z = 11
Y - 2 +5y—4r = 13

ii) Interpretar geométricamente los conjuntos de soluciones obtenidos.

Ejercicio 14. Resolver los siguientes sistemas no homogéneos. Considerar en cada uno de ellos el
sistema homogéneo asociado (A.z = 0).

x| — T2 + I3 = 2 xr1 — T2 + T3 =1
i) —x1+2x94+2x23 = -1 ii) —x1+2x9+x3 = 1
—x1+4x0+b5x3 = 1 —x1+ 429 +bx3 = 4
T —x9—T3 = 2 Tl — X9 —T3 = «
iii) 201+ 19 — 223 = 1 iv) 2r1 +x9 — 223 = [
1 +4xe +23 = 1 x1+4xrs +x3 = 7 a,B,7v€R

Ejercicio 15. Dado el sistema:

2x1 — 1o + x3 = o1
3z1 +x2+4z3 = o2
—x1+ 322+ 223 = a3

Determinar los valores de aq, ao, a3 € R para los cuales el sistema admite solucion.

Ejercicio 16. Resolver segun los valores de a y b en R

(b—a)ry —2w9—23 = 1 ar+y+z = 1
i) 201+ (2—a)ry — 223 = 2 ii) r+ay+z = a
—r1— 229+ (B —a)z3 = b r+y+az = a?



Ejercicio 17. Determinar todos los k£ € R para que cada uno de los siguientes sistemas tenga
solucién unica.

1 + kxo + x3 =0 1 + (k — 1)3]2 0
1) 2x1 + x3 = 0 11) xr1 + (Bk — 4)$2 +kxs = 0
201 + kxo +kxs = 0 xr1 + (k: — 1)1’2 + %xg =0

Ejercicio 18. Determinar los nimeros reales k para los cuales el sistema

kxi + xo =
x1 + ko =
kgxl + 2o + k3m3 +kxry =
o1+ k2xo + kag + kry =

o O O O

tiene alguna solucién no trivial y, para esos k, resolverlo.

Ejercicio 19. Determinar para qué valores de k£ € R cada uno de los siguientes sistemas tiene
solucién unica, no tiene solucién o tiene infinitas soluciones.

i : i 23 _ . kxy + (k4 4)zg + 3kzs = —2
i) —x1 + xo + k“x3 - 1 ii)

vy + ko + (k—2)z3 = 2 —kx1 — 220 + 23 - 1
1 (k+2)xza+ Bk+ 1)z = -1

Ejercicio 20.

i) Resolver el siguiente sistema en C:

(I1—-d)x; —izea = 0
2e1 4+ (L —d)xzg = 0

ii) Resolver en C? el sistema A.z = 0 donde

Ejercicio 21. Resolver los siguientes sistemas:

i) en Zs
1 +2x0+2234+24 = 4
2x1 + 3x3 + 24 = 2
dxo + 223 + 4xy =1
ii) en Zy
rT+z = 2
20+2 = 6
z+3y = 0



iii) en Zs

z+y+z =1
2z4+y+22 = 0
z+z = 2

Ejercicio 22. Encontrar un sistema a coeficientes reales cuya solucion general sea:

(1,1,0) + A(1,2,1) A €R.

Ejercicio 23. Sean A € K™*" p e K™*1,

i) Si el sistema A.z = 0 tiene solucién tnica, probar que el sistema A.x = b tiene a lo sumo una
solucién. Dar ejemplos de los distintos casos que se puedan presentar.

ii) ;Vale la reciproca de i)?

Ejercicio 24. Encontrar un sistema de generadores para cada uno de los siguientes espacios
vectoriales sobre K:

i) Sy ={(z,9,2) eER}/ox+y—2=0;2—y=0}, K=R
z+2=0
11) Sg_{(x,y,z)G(Z7)3/{2y+z:O}, K:Z'Y
r+3y=0
iif) S3={A4€eQ¥3/A=-A", K=Q
iv) Se={feRy[X]/f(1) =0y f(2) = f(3)}, K=R
v) S5 ={(an)nen ERY Ja; =0Vi>5;a1+2a2 —a3=0;a2 +as =0}, K=R
vi) Se ={f € C*R)/f" =0}, K=R

Ejercicio 25. Sea V un R-espacio vectorial y sean vy, v, v3 € V. Probar que si v + 3vg — v3 =
0 = 2v1 — v9 — vg entonces < vy, Vg, Vg > = < U3 >.

Ejercicio 26. Determinar si v € .S en cada uno de los siguientes casos:
i)v=(1,2,-1), S=<(1,3,2),(2,01),(1,1,1) > C R?

ii) v = (1,0,-1,3), S=<(1,0,1,0), (2,1,0,1), (0,1,0,—2) > C R*

Ejercicio 27. Sea S = < (1,-1,2,1),(3,1,0,-1),(1,1,-1,—-1) > C R%
i) Determinar si (2,1,3,5) € S.
ii) Determinar si {z € R*/xqy — 29 —23 =0} C S.

iii) Determinar si S C {z € R*/xq — 29 — 23 = 0}.



Ejercicio 28. Hallar un sistema de generadores para S N1 como subespacio de V en cada uno de

los siguientes casos:
i) V=R3 S={(z,y,2)/3.0—2y+2z=0} T ={(z,y,2)/x+ 2 =0}

V=R S={(z,y,2)/30—2y+z=0} T =<(1,1,0),(5,7,3) >
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iv) V=R¥3 S ={(zy)/xij=2Vi,j}  T={(xi)/z11+ 712 + 713 =0}
R[X], S={feR[X]/f(1)=0} T=<1,X, X2 X3+4+2X?2-X, X°>

A\

V1

i)
i)
i) V=R3 S§=<(1,1,3),(1,3,5),(6,12,24) > T =< (1,1,0),(3,2,1) >
)
)V
i) V

RIX], S={feR[X]/f(1)=0} T={feRX]/f(1)=/"(1)=0}
Ejercicio 29. Decidir si las siguientes sucesiones de vectores son linealmente independientes sobre

(1-X)3 (1-X)2,1-X,1 en K[X]

(1,2,3), (2,3,1), (1,1,4), (5,1,1) en R3

(1,4,-1,3), (2,1,-3,-1), (0,2,1,-5) en Q*

(1—14,i), (2,-1+4) enC? paraK=RyK=C
(B+v2,1+v2), (7,1+2v2) enR2, praK=Qy K =R
f(z)=1, g(z) =z en RR

f(z) =sen(z), g(z)=cos(z) en RF

f(z)=¢e", g(xr) =z en RR

u=(1,0,1,0,1,...), v=(0,1,0,1,0,...), w = (1,1,0,1,1,0,...) en RN

Ejercicio 30. Hallar todos los k € R para los cuales {v;, v2, v3} C V es un conjunto linealmente
independiente en los siguientes casos:

i) {(1,2,k), (1,1,1), (0,1,1 — k)} C R3
ii) {(k,1,0), (3,-1,2), (k,2,—-2)} C R3
i) {k.X?+ X, X% -k, k2.X} C R[X]

D {390 4)( D)er

Ejercicio 31. Sean vy,...,v, € R". Probar que {v1,...,v,} son linealmente independientes sobre
R <= {v1,...,v,} son linealmente independientes sobre C.



Ejercicio 32. Sea V un K-espacio vectorial. Probar:
i) {v1,...,0,...,05,...,0,} CVsonl i <= {v,...,v5,...,0;,...,05} CVsonl i

i) AeK, A#£0

{vi,...,v...,op} CVsonl i. < {v,..., \v;,...,v,} CVsonl i
i) A eK
{vi,.. v v, o CVson L i <= {ur,..., v+ Ay, 05,0000 © Vison L

Notar que i), ii) y iii) justifica el “método de triangulacién” para analizar la dependencia o inde-
pendencia lineal de vectores en K™.

Ejercicio 33. En cada uno de los siguientes casos hallar una base del subespacio de soluciones del
sistema lineal homogéneo A.x =0 (K = R).

2 0 3 -1 0 5 3 _31012_11(2)
HA=[1 -2 1 o0 i) A=[1 -1 2 i) A=

-1 1 0 1 2 3 1 5110

2 0 0 3 1

Ejercicio 34. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del K-
espacio vectorial V indicado.

i) {(lelv )7 (0727171>}7 V:R47 K=R

i) {X3-2X+1,X3+3X}, V=R3[X],K=R
11 0 i 0 2 L oxe B
111){<Z. 1>,<1 1>,<1 1>},V—(C , K=RyK=C

Ejercicio 35. Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores.
i) S=<(1,1,2), (1,3,5), (1,1,4), (5,1,1) > C R3, K=R

i) S=< X2+2X+1,X?+3X+1,X+2>CR[X], K=R
o o /(11 0 i 0 i 11 9% 1 _
m)S—<<1 1>’<1 1>’<0 0)’(0 0>>§C  K=RyK=C

Ejercicio 36.

i) Sea B ={fo, f1, f2,--+, fn,- .-}, donde cada f; es un polinomio de grado exactamente i. Probar
que B es una base de K[X].

ii) ¢Es {(1,0,0,0,0,...); (0,1,0,0,0,...); (0,0,1,0,0,...); (0,0,0,1,0,...);...} una base de KN?

Ejercicio 37. Hallar una base y la dimension de los siguientes K-espacios vectoriales:

i) <(1,4,-2,1), (1,-3,-1,2), (3,-8,-2,7) > C R*, K=R



0 ((4)) () (5 7)) (5 ) eeenee
i) C, K=RyK=C

iv) {f eR[X]/f=006gr(f) <3y f(2) = f(-1)}, K=R

v) P({a,b,c}), K=17Z,

vi) {f €QX]/f=006g(f) <3y (2*-2)| f}, K=Q

)
vii) {(an)nen € KN /a; = a; Vi, j}

Ejercicio 38. Hallar la dimension del R-espacio vectorial S para cada & € R en los siguientes
casos:

i) S=<(1,k1), (-1,k1), (0,1,k) >
ii) S = {r € R3/A.x = 0} siendo A € R3*3

Ejercicio 39. Hallar todos los b € R para los cuales el R-espacio vectorial de soluciones del sistema:

3x1 + (b — 6)xa + Sbxs = 0
xr1 + (b — 2).%2 + (b2 + 4b)x3 =0
r1 — 279 + bxs = 0

i) tenga dimensién 1.

ii) tenga dimensién 2.

Ejercicio 40. Sean S y T los subespacios de R*
S=<(1,2,1,0),(2,1,0,1) > y T ={xzecR'/z; —3z9— 223 =0}.

Hallar un subespacio U de R* tal que dimU =2y SNT c U C T.

Ejercicio 41. Determinar todos los k € R para los cuales

< (=2,1,6), (3,0,-8) > = < (1,k,2k), (-1, —1,k* — 2), (1,1,k) >.

(*) Ejercicio 42. Se considera el Q-espacio vectorial V C R generado por {1, V2, V3, \/é}

i) Utilizando un argumento de dimensién probar que existe un polinomio f € Q[X] con gr(f) < 4
que se anula en el punto 1) = /2 + /3. Hallar un tal f.

ii) Calcular dimg V.



Ejercicio 43. En cada uno de los siguientes casos caracterizar S +1 C V y determinar si la suma
es directa.

1) V:Knxn, S:{AEKTLX”/AZ]:AJ,L VZ,]}, T:{AEKNXTL/AU:—A]@VZ,]}

i) V=R3 S=<(1,1,1)> T=<(2,-1,1),(3,0,2) >
iii) V=R[X], S={feR[X]/f=006gr(f) <3}, T={f€cR[X]/mult(4,f) >4}
IV) R2X3, S = {A S R2X3/A11 + Ao1 =0, 3499 — 2411 = A13+ A23}

2 0 3 2 30
T_<<2 -1 1)’ (2 2 1>>
Ejercicio 44. Determinar todos los k& € R para los cuales SNT = < (0,1,1) >, siendo

S={zeR¥/z1+x3—23=0} vy T=<(1k2),(-1,2k) >

Ejercicio 45. Para cada S dado hallar 7' C V tal que S @ T = V (en este caso T se dice un
suplemento de S con respecto a V).

i) S=<(1,2,-1,3), (2,3,-2,1), (0,1,0,7) >, V=R*
i) S={AecR"™/tr(A) =0}, V=R""
iii) S=<3,14+X2>,V=Ry[X]
Ejercicio 46. Dado S = {(x1,22,23,74) € R* /21 — 29+ 224 = 0, 29 + 23 — x4 = 0}, hallar dos

vectores vz, vg de R?* tales que para toda eleccion de una base {vq, v2} de S, {v1, v2, v3, v4} sea
una base de R?.

Ejercicio 47. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.
i) S, T subespacios de R?, dimS =dim7T =2 = Jv # 0 tal que v € SNT.
ii) S, T, W subespacios de R!!, dim S = dimT = dimW =4 = dim(SNTNW) > 1

Ejercicio 48. Sea V un K-espacio vectorial y sean S, T' y U subespacios de V.
i) Probar que (SNT)+ (SNU)CSN(T+7U).
ii) Mostrar que, en general, la inclusién anterior es estricta.

iii) Probar que, si U C S, entonces vale la igualdad en i).

Ejercicio 49. Sean S, Ty U subespacios de un K-espacio vectorial V tales que
i) SNT=5NnU
i) S+T=5S+U
iii) TCU
Probar que T'="U.
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Ejercicio 50. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea T' un hiperplano de V (es decir,
un subespacio de dimensién n — 1).

i) Probar que Vo ¢ T, T@ <v >=V.
ii) Si S es un subespacio de V tal que S € T, probar que S + 7T = V. Calcular dim(SNT).

iii) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S N T).

Ejercicio 51. Sea V = RF,

i) Sean S={feV/f(zx)=f(-z)VeeR}yT ={feV/f(—z)=—f(r)Vz € R} (S es
el conjunto de funciones pares y T el conjunto de funciones impares). Probar que S y T' son
subespacios de Vy que S@T = V.

ii) Sean U = {f € V/f(0) =0} y W = {f € V/ f es constante}. Probar que U y W son
subespacios de Vy que U @ W = V.

(*) Ejercicio 52.
i) Sea S = {(un)nen € RN /upio = upi1+u, ¥n € N}. Probar que S es un subespacio de RY.
Calcular su dimensién.
ii) Encontrar una base de S formada por sucesiones (u, )neny que, Vn € N, verifiquen u,, = u™~!
para algin u € R.

iii) Usando ii), encontrar una férmula para el término general de la sucesiéon de Fibonacci:

=1
Ih=1
Fn+2 = FTH-I +Fn Vn Z 1
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