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ALGEBRA LINEAL

Practica N°4: Espacio Dual

Ejercicio 1. Sea S C (IR?)* el subespacio S = {p € (IR?)* / (1, —1,2) = 0}. Encontrar una
base de S.

Ejercicio 2. Dada la base B del K-espacio vectorial V', hallar su base dual en cada uno de los
siguientes casos:

i) V=R2?, B={(1,-1),(2,0)}
i) V=R?, B=1{(1,-1,0),(0,1,0),(0,0,1)}
i) V=R3[X], B={-X+2,X-1,X?-3X+2X3-3.X%2+2X}

Ejercicio 3. Sea B’ = {1, 92, 03} la base de (IR3)* definida por
p1(71, T2, 73) = T1 + T2 pa(x1,72,73) = 71 + 13 @3(w1, 2, 73) = T2 + T3
Hallar la base B de IR? tal que B’ = B*
Ejercicio 4. Sean f1, foy f3 € (Rg[X])* las siguientes formas lineales:
0

A= [ p@de 2= [ s pe)= [ e)d

-1
Probar que {fi1, f2, f3} es una base de (IRo[X])*. Hallar una base B de IRo[X] tal que
B* = {f17 f27 f3}

Ejercicio 5. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita.

i) Sean 1 , w2 € V*—{0}. Demostrar que Nu(p1) = Nu(p2) <= {1, 2} es linealmente
dependiente.

ii) Sean @; (1 <1i <r) formas lineales en V* y sea ¢ € V* tales que
p1(2) = p2(2) = . = pp(2) =0 = p(2) =0
Probar que ¢ € < @1, ...,0r >
iii) Sean ¢; (1 < i < n) formas lineales en V*. Probar que
{¢1,...,on } es base de V* <= ﬁ Nu(p;) =0

=1

Ejercicio 6. Sea ¢ € (IR3)* definida por (1, T2, 23) = 2.21+3.20—x3 y sea E* = {d1, 02,03} C
(IR?)* la base dual de la candnica.

i) Calcular las coordenadas de ¢ en E*

ii) Calcular las coordenadas de ¢ en la base B* = {01 + 2 + 93,01 + 02,91}



iii) Sea S C IR? el subespacio S = {(x1,2,23)/2.21 + 3.2 — 23 = 0} y sea B C IR? la base
B ={(0,0,1),(0,1,—1),(1,—1,0)}. Encontrar una ecuacién para S en la base B

(Sugerencia: notar que B* es la base dual de B y no hacer ninguna cuenta)

Ejercicio 7. Sea B C IR? la base B = {(1,1),(1,—1)}. Encontrar las coordenadas de la base
dual de B en la base dual de la canénica.

Ejercicio 8. Sean B y Bj las bases de IR? definidas por B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} v
By = {(1,1,-1),(1,-1,1),(=1,1,1)}. Si » € (IR®)* tiene coordenadas (1,—3,2) respecto de
B*, calcular sus coordenadas respecto de Bf.

Ejercicio 9. Hallar una base de S° C V* en los siguientes casos:
i) V=R>}y S=<(1,-1,2),(21,3),(1,5,0) >
i) V=R*'y S =<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >

1 +23=0 }

cee . 3 _
i) V=R’y S = {(331,1‘2,:1}3)/ {2.1:1 iyt a3 =0

1 — T2+ x3+ 24 =0
iv) V=R'y S = {(ml,xg,xg,x4)/ 2.1 +x9 — 2.73 + 3.24 :0}
41 —29+524=0

2

Ejercicio 10. Sea B = ( 1 _12) € R¥? ysea W = {4 € R**?2/A.B =0}. Sea f € W°

tal que f(I2) =0y f <8 (1)> = 3. Calcular f(B).

Ejercicio 11. Para los siguientes subespacios S y T' de V', determinar una base de (S +T)° y
una base de (SNT)°

) V=RY S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >, T =< (2, -4,8,0),(-1,1,2,3) >

z1—x3=0

i) V=IR*, S = {(%9327””3""”4)/ {m1+x2+x4:0

},T:<(2,1,3,1)>

1 —2.29+x3=0

111) V:]RS’ S:{(ﬂf]_,x27x3)/ {3x2—2$320

} ? T = {(‘/1:171:2)933)354) /256]_ — T2 = 0}

Ejercicio 12. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sean S'y T subespacios tales
que V =S5&T. Probar que V* = 5° @ T°.

Ejercicio 13. Sea V un Z,-espacio vectorial de dimensién n. Probar que
#{S C V subespacio /dim (S) = 1} = #{S C V subespacio /dim (S) =n — 1}

Calcular dicho ntmero.

Ejercicio 14. Sea tr : K"*" — K la forma lineal traza y dado a € K™*" se define f, : K"*" —

K como f,(z) = tr(a.x).
i) Probar que f, € (K™*™)* Va € K™*"



i) Probar que f,(z) =0 Vo € K™" = a=0
i) Se define v : K™*" — (K™*™)* como 7(a) = f, Probar que 7 es un isomorfismo.
i) Sea f:IR?*2 — IR definida por:

a a
f ( 1 12) = 3.a11 — 2.a12 + 5.a29
az1 Aa22

Encontrar una matrix a € IR?*2 / y(a) = f.

Ejercicio 15. Sea ¢ € (K"*")* tal que p(a.b) = p(b.a) Va,b € K™ Probar que Ja €
K /¢ = a.tr. Deducir que si ¢(a.b) = p(b.a) Va,b € K™"y ¢(I,) = n entonces ¢ = tr.

Ejercicio 16. Sean ag,...,a, € K ,o; # «a; si ¢ # j. Para cada ¢, 0 < ¢ < n se define
€a; - Kn|X] — K como €,,(P) = P(«;)
i) Probar que By = {€qq; ---s €a,, } €8 una base de (K,[X])*
ii) Sea B ={Fp,..., P,} la base de K, [X] ta}l que B* = Bj. Probar que el polinomio
P=Y 0P
=0

es el tnico polinomio en K[X]| de grado menor o igual que n tal que, Vi, 0 < i < n,
P(a;) = f;. Este polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.

iii) Probar que existen numeros reales ao, ..., a, tales que, para todo P € IR, [X],
1 n
/ P(z)de = a;.P(oy).
0 i=0
Hallar ag,a; y az enelcasoenquen =2, a9 =1, a3 = % y ag = 0.

Ejercicio 17. Sean V y W K-espacios vectoriales y sea f : V' — W una transformacién lineal.
Se define la funcién f*: W* — V* de la siguiente manera:

filo)=pof VeoeW®
ft se llama la funcién transpuesta de f

i) Probar que f! es una tranformacién lineal.
ii) Probar que (Im(f))° = Nu(f*) y que Im(f*) = (Nu(f))°

iii) Sean V =1R?y W = IR3 y sea f(z1,22) = (2.71 — o2, 321, 21 — 2.72)
Si B={(1,2),(1,3)} y By = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, calcular |f|gp, v |f*

B;B*-

iv) Si By Bj son bases finitas de V' y W respectivamente, probar que

|f|Br 5 = (IflBB))"

(*) Ejercicio 18. Sea V un C-espacio vectorial. Sean f, g € V* tales que f.g € V*.
Probar que f =06 g = 0.

(*) Ejercicio 19. Sea V un Gespacio vectorial de dimensién finita. Sean vy, ..., v, en V vectores
no nulos. Probar que existe una forma lineal f € V* / f(v;) #0Vi, 1 <i < n.



